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1 Entropie jako cena informace

V béZném jazyce nékdy fikdme, Ze jsme obdrzeli spoustu informaci, ale Ze byly
vSechny bezcenné. Takova formulace poukazuje na skryté rozliSeni mezi zpravou a
jeji informacéni hodnotou. Informacni hodnotu zpravy lze ptitom chépat jako piispé-
vek k na$i schopnosti rozliSovat, identifikovat stav véci. Bezcenna je zprava, ktera
nas informuje o nécem, co uz vime, ptipadné o nécem, co nijak nepfispiva k tomu,
co védét chceme (tak miZeme chapat zpravu nepifesnou ¢i I1Zivou, kterd nas sice
informuje o stavu mysli naSeho informatora, ale nikoli o stavu véci, které nas zaji-
maji). Malou informac¢ni hodnotu ma zprava ocekavana s velkou pravdépodobnosti,
velkou naopak zprava necekand a nepravdépodobna. Z toho je vidét, Ze pojem infor-
mace je spojen s ndhodnosti a nejistotou a s mirou, s jakou se nejistota diky prijaté
zpravé zméni. Teorie informace je kvantitativni, matematické uchopeni uvedenych
neformélnich intuici.

Zacnéme piikladem. Mé&jme nejmenovanou instituci, kterd ma seznam 8000 lidi
(fikejme jim souhrnné populace) a rada by zjistila, kolik kreditnich karet ma kazdy
z nich. Zad4 tento dileZity kol radé¢ji hned dvéma riznym firmam.

Firma FA pfinese seznam 8000 lidi, ve kterém jsou v kolonce poctu karet zapsany
cifry 0,1,2 a 3+, kde 3+ znamena tii a vice bez presn¢jSiho rozliSeni. Pocet lidi
ptisluSejici kazdé kategorii je 2000, viz Obrazek 1. Firma FB pfinese stejny seznam,
ve kterém je zapsano 1-,2,3 a 44, kde 1- znameni 1 nebo Zadn4, a 4+ znamena 4 a
vice. Pocet lidi pro pfislusné pocty karet jsou po fadé 4000, 2000, 1000 a 1000. Viz
Obrazek 2.

Otéazka je, ktery seznam je z hlediska informac¢ni hodnoty kvalitnéjsi. Toto sa-
moziejmé souvisi s konkrétnim vyuZitim, ale zjednoduSme si nyni situaci a méfme
to pouze pres ,,ndklady“ na ziskani informace v podobé& poctu otazek. V zajmu rov-
nych podminek, uvazujme pouze otazky, na které se da odpoveédét ANO a NE. Kolik
otdzek musela poloZit prvni a druhd firma? Firma FA se mohla napfiklad ptat, zda
ma Clovék 2 a vice karet, a dle ziskané odpovédi naslednou otazkou rozlisit O nebo
1, pfipadné€ 2 a 3+. Tato strategie se da popsat pomoci stromu otazek, pfipadné po-
moci posloupnosti ,fezii“ populaci, viz Obrazek 1b, kde pofadi fezli populaci je
indikovan délkou svislé ¢ary (nejdelsi je prvni).

Timto zptisobem polozi dohromady 16000 otdzek, 2 otazky na ¢loveéka. Druha
firma miiZe postupovat podobné, rozdéli si populaci prvni otdzkou na dvé a dvé
kategorie, a druhou otazkou se jiz dostane na jednu ze ¢tyf moZnosti. Takto bude
pokladat také 16000 otazek. Druhd firma ma ale lepsi moZnost. Namisto strategie,
kter4 balancuje strom otazek z hlediska poctu moznych odpovédi, miize balancovat
otazky z hlediska rozloZeni populace. Tento pristup vede k tomu, Ze prvni otazkou
"1- vs 24+"rozdéli populaci napul. V pripad€ odpovédi 1- se uzZ nemusi dale ptat, v
druhém piipadé€ opét rozdéli prislusnou ¢ast populace napul otazkou ,,2 vs 3+“. V
piipad€ odpovédi ,,3+, je pak tieba poloZit jeSté tieti otdzku ,,3 vs 4+, viz Obrazek
2b. Takto se sice stane, Ze budeme pokladat nékterym lidem tfi otazky, ale celkem
bude poloZeno jen 4000 + 2000 % 2 + 2000 * 3 = 14000 otazek, v priméru 7/4
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otizek na Clovéka. Firma FA tedy pfinesla nakladnég;si informaci. Otazkou je, zda
nékladnéjsi znamena lepsi.

Podivejme se nyni na véc pohledem klienta, neboli nejmenované instituce. Jak
porovnat oba seznamy? Pokud by se jeden seznam dal zcela odvodit z druhého,
jisté bychom prohlésili ten prvni za hodnotnéjsi. To ovSem neni tento piipad, nebof
seznamy se navzijem dopliiuji. Pokud je pouZijeme oba, jsme schopni u kazdého
¢lovéka fici, zda ma 0,1,2,3 nebo 4+ kreditnich karet. Takovéto spojeni informaci
od obou firem do jednoho seznamu nabizi jiny zptisob jak zjistit kvalitu informace.
Konkrétné se mizeme ptat na dodate¢né naklady, pokud by instituce chtéla doplnit
seznam od firmy FA na sdruzenou informaci. Firma FA by v takovém pfipad€ musela
rozdélit kategorii 34+ na kategorie 3 a 4+4. K tomu by stacilo polozit 2000 * 1 = 2000
otazek. Pfepocteno na celkovou populaci to dava 1/4 dodatecné otazky na ¢lovéka.
Pfi dopliiovani seznamu od firmy FB na sdruZenou informaci bychom potiebovali
rozliSit kategorii 1— na kategorie 0 a 1. K tomu je tfeba dodate¢né polozit 4000 =
1 = 4000 otazek. V priméru 1/2 otazky na ¢lovéka (vztazeno k celé populaci). I z
tohoto pohledu je tedy informace od firmy FA kvalitnéjsi.

Dejme nyni tento piiklad do souvislosti s matematickymi pojmy. Populaci ozna-
¢ime Q a seznamy od firem FA a FB budeme chépat jako funkce X : Q — A a
Y : Q- B,kde A =1{0,1,2,3+}a B = {1-,2,3,4+}. Na mnozin¢ Q dale uva-
Zujme pravdépodobnost PP, ktera kazdému ¢loveéku pfifadi néjakou vahu, v naSem
pfipad€ vSem stejnou. Tim se funkce X a Y stanou ndhodnymi veli¢inami v SirSim



slova smyslu. V teorii pravdépodobnosti se za ndhodné veli¢iny standardné uvazuji
funkce z pravdépodobnostniho prostoru do realnych Cisel, coz umoziuje spravné
definovat stfedni hodnotu, rozptyl atd. Pro teorii informace je pfirozené€jsi zabyvat
se zobrazenimi do kone¢né, ¢i spocetné mnoziny, kdy nepfedpokladdme u moznych
hodnot Zadnou dalsi strukturu, ¢i zavedené operace. Proto neni problém, Ze je hod-
notou napiiklad barva, typ vozu, ¢i oznaceni,,3+, jako v naSem priklad€. Pro naSe
dv€ ndhodné veliciny pak definujeme entropii H (X) (resp. H (Y)), sdruZenou ent-
ropii H (X, Y) a podminénou entropii H (X |Y) (resp. H (Y| X)) pomoci vzorct

H(X):—ZIP(X:a)logIP(X:a),

aceA

H(X,Y)=— Z P(X=aY =blogP (X =aY =b),
ac€A,beB

HX|Y)=- ) P(X=aY =blogP(X=alY =b),
acA,beB

kde nedefinované ¢leny sum (0 log 0, 0 log %) ignorujeme, t.j. povazujeme je za nulu.
Zaklad logaritmu je fixni a obvykle ho volime rovny 2. Jednoduchym vypoctem pak
lze zjistit, Ze

H(X)=2,  HY)= %,

. HXI)=i. HEX) =1

2 4
Veli¢iny H (X) a H (Y) ¢iselné odpovidaji primérnému poctu otazek na clovek,
které musi polozit firma FA ¢i FB. Plati dokonce, Ze ve vzorci primérované hod-
noty —log P (X = a) odpovidaji presné poctu otdzek polozenych ¢loveéku z kate-
gorie ,,a* v idedlni strategii pro firmu FA, podobné —log P (Y = b) odpovida po-
¢tu otazek pro Cloveéka z kategorie ,,b* pii idealni strategii pro firmu FB. Podobn¢,
—logP (X =a|Y = b) zde odpovida poctu dodate¢nych otazek pro Clovéka z ka-
tegorie a, vime-li od firmy FB, Ze Clovek patii do kategorie ,,b%, z cehoZ pak plyne,
7Ze H (X |Y) je rovno primérnému poctu dopliiujicich otazek na ¢lovéka pri znalosti
seznamu od firmy FB.

Entropii se tedy da rozumét jako priimérné kvantité informace, kterou ziskame,
jsme-li schopni rozdélit jednolitou populaci do urcitych skupin, naptiklad dle po-
¢tu kreditnich karet. Jde tedy o kvantifikaci nasi schopnosti rozliSovat. podobné se
d4 interpretovat sdruZena entropie, kde rozliSujeme do jemnéjSich kategorii. Podmi-
néné entropie H (X |Y) pak je kvantifikace schopnosti rozliSit v populaci kategorie
veli¢iny X, pokud uZ umime rozliSovat do kategorii veliiny Y.

Na zavér jesté zminime, Ze rovnost primérného poctu otazek v riznych scénéfich
s prislusnou entropii byva v obecném piipad¢ jen priblizna. Takto pékné piiklad vy-
Sel diky tomu, Ze v§echny uvazované pravdépodobnosti, véetné téch podminénych,
byly celociselnymi mocninami ¢isla, které jsme zvolili jako zaklad pro logaritmus
ve vzorcich pro entropii.

H(X,Y)=

&~



2 Pravdépodobnostni prostor a nahodné veli¢iny

V téchto prednaskich budeme pouzivat nasledujici standardni definici pravdépodob-
nostniho prostoru, pravdépodobnostni miry a ndhodné veliCiny.

Méritelny prostor je dvojice (2, F), kde Q je mnozina a F je o-algebra. Po-
jem c-algebry je vymezen poZadavky, aby F obsahovala celé €2 a byla uzaviena na
spocetna sjednoceni a komplement, tj.

e Qe F
e VeF=Q\VeF

e V.eF,ieN=J V. €F.

ieN
Podmnoziny Q lezici v F se nazyvaji méritelné. Z pravidel pro o-algebru vyplyva
také to, Ze F je uzaviena na spocetné priniky, konec¢na sjednoceni a priniky a Ze
obsahuje prazdnou mnoZinu. Termin ,,méfitelny‘ uZ sim naznacuje, Ze se na sys-
tému F chystame zavést miru. V nasSem piipadé to bude navic vZdy mira pravdépo-
dobnostni. Pravdépodobnostni mira P je zobrazeni z F do intervalu [0, 1], které
spliiuje:

e P(Q)=1;

e (c-aditivita) je-li V; € F,i € N, systém vzdjemn¢ disjunktnich mnoZin, pak

P<U%>=ZP(V,-)-

ieM ieN

Trojici (, F, P) nazyvame pravdépodobnostni prostor.

Plati, Ze i pravdépodobnost konecného sjednoceni vzajemné disjunktnich mno-
Zin je souctem pravdépodobnosti; v definici o-aditivity staci zvolit vSechny mnoZiny
az na konec¢ny pocet prazdné a v§imnout si, Ze pravdépodobnost prizdné mnoZiny
je nula.

Je-li (A, F') méfitelny prostor a (Q, F, [P) pravdépodobnostni prostor, pak na-
hodna veli¢ina X je méritelné zobrazeni X : Q — A, pfiCemz méfitelnym nazy-
vame takové zobrazeni, pro které je vzor kazdé méfitelné mnoZiny méfitelny. Rek-
neme, Ze nahodna veli¢ina je konec¢na, pokud je A konecna; diskrétni, pokud je A
nejvyse spocetna; a realna, pokud A C R.

Definice ndhodné veli¢iny vyZaduje, aby A byla mnoZina s mirou, nebo aby na ni
byl alespoii definovan systém méfitelnych mnoZin. V ptipad¢€ konecnych a diskrét-
nich nahodnych veli¢in mizeme (a bez vyjimky budeme) pfedpokladat, Ze méfitelné
jsou vSechny podmnoziny A, tedy méfitelny systém F’ je celd potenéni mnoZina
mnoZiny A, pro kterou zavedeme symbol 24,



Poznamka: Symbolem B4 zna¢ime obvykle mnoZinu {f | f : A — B}
funkci z A do B, coz odpovida predstave, Ze takova funkce je ,,A-tici prvkd z
B, jako je napft. naSe p vySe Sestici redlnych ¢isel. Podmnozinu Y C A md-
Zeme soucasné identifikovat s jeji charakteristickou funkei yy : A — {0, 1}
indikujici, které prvky v Y leZi, a které ne (pokud nulu a jedni¢ku chiapeme
jako booleovské hodnoty ,,pravda“ ,nepravda®, jedna se o predikat ,leZi v
A*%). Zbyva pouzit mnozinové kdédovani Cisla 2 prave jako {0, 1}.

Touto notaci si usetfime symbol P. Rtiznych ,,p*“ je v pravdépodobnosti
uz vic nez dost.

U redlnych ndhodnych veli¢in budeme za F’ bréat systém Borelovskych mnozin B,
tedy nejmensi o-algebru, ktera obsahuje intervaly. Borelovské mnoZiny zejména ob-
sahuji vSechny jednoprvkové mnoZiny.
Pro danou ndhodnou veli¢inu X : Q — A definujme zobrazeni Py : F' — R
predpisem
Py(V) =P (X7'(V)).

Dilezitym pozorovanim je, Ze Py je pravdépodobnostni mira na (A, F’) indukovana
ndhodnou veli¢inou X. Mame tedy novy pravdépodobnostni prostor (A, F’, PX).
Tomuto zobrazeni fikime rozdéleni nahodné veli¢iny X .

Pro diskrétni veli¢iny navic definujeme Py (a) := Py({a}), ¢imZ dostdvdme zob-
razeni P, : A — R, coZ je redlna ndhodn4 veli¢ina pravé na pravdépodobnostnim
prostoru (A, F’, PX). Tomuto zobrazeni budeme rovnéz fikat rozdéleni nahodné
veli¢iny X.

Poznamka: Jedné se o typické ,zneuZiti terminologie: symbol Py a
pojem rozdéleni ndhodné veliciny maji nyni dva vyznamy podle toho, jestli
je argumentem prvek, nebo podmnoZina A. PfestoZe napf. tvrzeni, Ze Py je
nidhodna veli¢ina na prostoru (A, 24, PX) miZe byt na prvni pohled matouct,
malokdo by nakonec v této situaci volal po zavedeni nového symbolu a nového
terminu.

V programovacich jazycich se takovy postup nazyva ,.function overloa-
ding*“. T fakt, Ze to fada jazykd podporuje, ukazuje, Ze nedorozuméni pii do-
state¢né mife pozornosti nehrozi.

Oba vyznamy pojmu rozdéleni nahodné veli¢iny jsou ovSem Uzce svazany, protoze
rozdéleni definované na prvcich pomoci aditivity definuje rozdéleni definované na
podmnoZinéch.

Poznamka: Pro spocetné diskrétni veli¢iny to s sebou nese problematiku
konvergence fad, kterd je ov§em v pfipad¢ pravdépodobnostniho prostoru trivi-
alni, protoZe s¢itame nezaporné hodnoty a soucet je shora omezen jednickou,
takZe vSechny soucty existuji, jsou to limity rostouci omezené posloupnosti
¢aste¢nych soudtu.

Tento postup naopak nedava dobry smysl ve spojitém piipadé A = R, kdy
obvykle plati Py(a) = O pro kazdé a € R (viz niZe Gvahu o nekone¢nych
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posloupnostech nezavislych hodd minci). V takovém pifipadé se rozdélenim
nahodné veli¢iny rozumi pouze prvni vyznam Py, tedy funkce Py : F' —
R. Roli podobnou naSemu rozdéleni diskrétni ndhodné veli¢iny Py : A —
R plni distribucni funkce, definovana pro a € R jako P (X ~l(~c0, a]). Tato
funkce uréuje miru vzoru pro intervaly (a, b), a tedy i pro systém Borelovskych
mnoZin, ktery je ve spojitém piipadé nasi volbou pro F”.

Bude také Casto vhodné chapat nejvySe spocetnou mnozinu A jako pravdépo-
dobnostni prostor (A, 24, P), kde pravdépodobnostni mira P neni nutn¢ indukovana
néjakou ndhodnou veli¢inou. Takova mira je opét ekvivalentni zobrazeni P : A —

[0, 1] spliiujicimu
Y P@=1,

acA

které budeme nazyvat (diskrétni) rozdéleni na A. MnoZinu vSech takovych rozdé-
leni budeme znacit A ,.

O tvrzenich, ktera plati vSude az na mnoZinu miry nula, fekneme, Ze plati skoro
Jjisté (P-skoro jisté), coZ budeme zkracovat na s.j. a psat v piipadé potfeby nad znak
rovnosti nebo za tvrzeni. Pokud tedy napft. fekneme, ze dvé mnoziny M, N € F
jsou si rovny skoro jisté (P-skoro jisté), zapsano M = N s.j., znamena to, Ze jejich
symetricka diference M A N ma miru nula. Zaroven dovolime, aby ndhodné veli-
¢iny byly definované ,,skoro jisté“, tedy aby jejich definice byla korektni na mnoZiné
s pravdépodobnosti 1. VSimnéte si, Ze i takto definované veli¢iny maji napt. dobfe
definovanou stfedni hodnotu v tom smyslu, Ze jeji hodnota nezileZi na pripadném
dodefinovani.

Abychom mohli mmoZiny s nulovou mirou (nemozné jevy) vyslovné ignorovat,
zavedeme pro libovolné rozdéleni P (na nejvySe spocetné mnoZin€ A) pojem nosice
rozdéleni:

s(P)y={a€ A| P(a)>0}.

Definujeme také nosi¢ diskrétni nahodné veli¢iny X jako
sX)=X"(s(Py)) ={weQ| Py\(X(@)>0} ={weQ| X(w) es(Py)}.
V obou pfipadech dostidvame ze o-aditivity miry vztahy

P(s(P)=1 a Py(s(Py))=P(s(X)=1.

(Pripomenime si znovu, Ze takto jednoduchy pfistup k nosi¢i neni mozny pro spojité
veli¢iny, u kterych by podobné definovany nosi¢ mohl byt i prazdny. VSimnéte si
také, Ze zatimco nosi¢ rozdé€leni je nosicem v béZném smyslu mnoziny, na které je
dané funkce nenulova, nosi¢ ndhodné veli€iny je definovan zprostfedkované pres
nosic rozdéleni.)

Pro obor hodnot A ndhodné veli¢iny X ¢asto uvaZujeme néjaké dals$i ohodnoceni
f 1 A— R (pfipadng f : s (Py) — R), a to zejména (ale nejen) pokud veli¢ina X
neni realna. Je f méritelné zobrazeni (tedy zejména pokud je X diskrétni), je takto
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definovana nov4, redlna nahodna veli¢ina f o X . Stfedni hodnota této redlné veliCiny
pak spliiuje vztah
EGX))= ), Px@- f(a)

aES(PX)

Pfipomeinime, Ze v klasické teorii pravdépodobnosti ma konecna redlna ndhodna
veli¢ina Y : Q — B C R, kde B je kone¢na mnoZina, sttedni hodnotu definovanou
vztahem

E(Y)= ) P/(b)-b.
beB
Tento zakladni vzorec se pak v piipad€ konecné ndhodné veli¢iny Y = f(X) liSi od
vztahu uvedeného vySe pouze seskupenim scitancii dle jadra zobrazeni f a ignoro-
vanim (n€kterych) nulovych ¢lent sumy (zkuste si rozmyslet).

V dalS$im textu budeme vyuzivat také nasledujici vlastnosti stfedni hodnoty, které
1ze odvodit z vySe uvedenych vztahti. Pro konecné realné nahodné veli¢iny X aY a
a € R plati

S.j.
x 2

Y, pak E (X) = E (Y).

X <Y sj.,pak E(X) <E(Y)

S.].
Jy.

X <Y sj.aE(X)=E(Y), pak X

E(aX +Y) = aF (X) + E (Y).

Y = X sj.,pak f(X) = f(Y) sj.aE(f(X)) = E(f(Y)) pro libovolnou
méfitelnou funkci f.

Poznamka: Uvedené vztahy plati pro libovolné reédlné, nejen pro ko-
ne¢né, ndhodné veli¢iny. Pro obecné realné veli¢iny je vSak tfeba pouZit teorii
miry.

VSimnéme si, Ze stfedni hodnota je vlastnosti rozdéleni X alze ji také chapat jako
stfedni hodnotu nahodné veli¢iny f na pravdépodobnostnim prostoru (A, 24, PX).
Dava tedy smysl mluvit o stiedni hodnoté E, (f) funkce f : A — R i pro obecné
rozdéleni P na mnoziné¢ A. Hodnoty P(a) jsou vahy prvkii mnoZiny A a stfedni
hodnota

Er(f)= D, P@)- f(a),
a€s(P)
je vazeny prumeér, resp. konvexni kombinace jejich hodnot. Tyto dva pojmy jsou
pro nas synonymy.

Poznamka: Kromé vazeného priméru (konvexni kombinace) realnych
Cisel, budeme v dalsi kapitole uvazovat také vazeny prumér souboru rozdélent,
které bude opét rozdélenim na dané kone¢né mnozZin€.



%

V téchto pfednaskach budeme témét vyhradné pracovat s koneénymi veli¢inami.
Zakladni vlastnosti teorie informace jsou totiZ nejlépe viditelné na takovych velici-
nach a byly pro né zavedeny. MoZné rozsiteni na spojité (nebo spocetné) veliiny

2N 2

proto pouze piinasi komplikace, které vykladu nijak nepomahaji. Z toho také plyne,
7e nebudeme potiebovat témér Zadné netrivialni poznatky z teorie miry. Pokusme se
nyni vysvétlit, pro€ jsou presto vySe uvedené definice pouZivajici jazyk teorie miry
vhodné, ¢i dokonce nutné. Bude to tedy pfipominka toho, jak matematika pristupuje
k pojmu pravdépodobnosti a proc.

UvaZujme hod (ne nutné férovou) kostkou, jejiz st€ny jsou popsany pismeny
a, b, c, d, e, f. Chovani kostky je jednoduSe definovano Sestici pravdépodobnosti
(P> P2» P3» Pas Ps» Pg) Pro jednotlivé vysledky, coz je prosté Sestice nezapornych real-
nych ¢isel se souctem jedna. Pokud p chapeme jako zobrazeni

p: {]"27394’596}_)[R9

coz je ptirozeny pohled pro jakékoli indexovani, dostdvame pravdépodobnostni pro-
stor
Q=1{1,2,3,4,5,6},

na némyz je zobrazeni p rozdélenim, které definuje miru na celém 2% piedpisem
P ({n}) = p(n).
Nahodnou veli¢inu popisujici hod kostkou nyni definujeme jako zobrazeni (bijekci)
X :Q—>{ab,c,d,e,f}.

Pravdépodobnost, Ze na kostce padne napf. ¢, pak je mirou vzoru jednoprvkové mno-
Ziny {c}, formalné

P(X =c):=P (X' ({c)) =P {3}) = p3),

kde P (X = c¢) je pouha notacni konvence odpovidajici neformilnimu ,,pravdépo-
dobnost, Ze X je rovno ¢ . VSimnéme si, Ze pokud by pravdépodobnost byla defino-
vana na prvcich €, nebylo by mozné definovat napt. ,,pravdépodobnost, Ze hodnota
X je samohlaska®, coz je P ({1,5}). Z aditivity pak dostavame

P{LSH =P{ID+P {5} =p, + b5

aniZz bychom museli pravdépodobnost uvazované udalosti ,,padla samohlaska“ zvI4st
definovat. To také vede k tomu, Ze za jevy oznacujeme (méfitelné) podmnoZiny
Q. Ponékud neintuitivné je tedy v nasem piipadé jevem ,,padla samohliska‘ mno-
Zina {1,5}, tedy X~'({a, e}), nikoli samo {a, e}. To je obvyklym zdrojem zmatku,



zejména pro zacateCniky, a také proto, Ze se tento formalni pfistup velmi Casto ne-
dodrZuje a zavadéji se riizné konvence podobné ndmi vyse zavedenému P (X = ¢).

Jednoprvkové podmnoziny Q, budeme nazyvat elementarnimi jevy, ale jen teh-
dy, jsou-li méFitelné. Pomérné Casti konvence oznacujici za elementarni jevy prvky
Q je terminologicky nestastna. O prvcich Q budeme radéji mluvit jako o stavech, a
o Q pak jako o stavovém prostoru.

%

Nejasnym zistava, pro¢ jsme u nasi kostky zavedli nové indexy {1, 2,3,4,5,6}
a nepsali rad&ji p,, py, p.> P> P.» Ps> COZ by opét byly zkratky pro P’ ({a}) atd. Za
stavovy prostor bychom tak uvaZovali pfimo mnoZinu {a, b, c,d, e, f }. Jevem napf.
,»X je samohlaska“ by pak v souladu s intuici byla mnoZina {a, e}. Takovy naivni
pfistup je mozny, a presn¢ odpovida tomu, Ze misto pravdépodobnostniho prostoru
(Q, F,P) pracujeme s prostorem (A,24, P), kde A = {a,b,c,d,e, f} a P je mira
dana hodnotami p,, p,, p,, P4» P, Py» €OZ je rozd€leni na A.

Vyhoda oddéleni stavového prostoru od mnoZiny hodnot se nicméné vyrazné
projevi, kdyZ zacneme uvaZovat vice ndhodnych veli¢in. Uvazme napf. vedle vyse
definovaného hodu kostkou jesté¢ hod (opét ne nutné férovou) minci s hodnotami
{panna, orel} s pfisluSnymi pravdépodobnostmi p, a p,. V b&€Zném uvazovani bez
velké diskuse predpokladame, Ze je mozné obé veli¢iny kombinovat a mluvit napf.
o pravdépodobnosti jevu ,,na kostce padlo b a na minci orel®. To ale znamen4,
Ze uvazujeme novou nahodnou veli¢inu s hodnotami v mnoziné {a, b,c,d, e, f} X
{panna, orel}. Pokud bychom neméli spole¢ny stavovy prostor, musime zavést no-
vou pravdépodobnostni miru. Stavovy prostor i mira se tak budou neustale ménit v
zavislosti na uvazovanych veli¢inach. V novém prostoru nahle nebude zcela zfejmé
ani to, co minime jevem, Ze na kostce padlo b, resp. jaky je vlastné mezi jednotlivymi
prostory vztah. Budeme muse ztotoZnit staré {b} s novym {(b, panna), (b, orel))}
apod. Vyhody jednoho spole¢ného stavového prostoru, na némz jsou definovany
v§echny uvazované nahodné veli¢iny zplisobem popsanym vyse, se stavaji zfejmymi.
Odpovida to pfedstave jednoho svéta, jehozZ stav w kompletné urcuje hodnoty vSech
nahodnych veli¢in. Je-li pfislu§na jednoprvkova mnozina {@} méfitelna, mizeme ji
chépat jako jev, ktery plné charakterizuje stav svéta.

Soubory vice ndhodnych veli¢in definuji nové nahodné veli¢iny, kterym fikdme
nahodné vektory nebo sdruZené nahodné veli¢iny. Jsou-li X,, i € I, ndhodné
veli¢iny s obory hodnot A, definuji ndhodny vektor X, := (X)), cOZ je zobrazeni
z Q do kartézského soucinu mnoZin A,, dané pfedpisem

X,(@) = (X@),,
Neni vSak jasné, zda miiZzeme toto zobrazeni néjak pfirozené chapat jako ndhodnou
veli¢inu. K tomu je totiz potfeba definovat na kartézském soucinu mnoZin A; né-
jakou o-algebru méfitelnych mnoZin. To je vZdy moZzné, ale v obecném piipadé to
pfedpoklada pokrocilejsi vahy z teorie miry. Nas bude nicméné zajimat jednoduchy
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pfipad (kone¢nych) vektori
Xio.m += (X ’Xl""’Xn—l)’

kde vSechna X, jsou diskrétni ndhodné veliCiny. Pak bude 1 nahodny vektor dis-
krétni, a budeme se tedy moci drZzet naSeho pfedpokladu, Ze jsou méfitelné vSechny
podmnoZiny oboru hodnot. I pfesto se v§ak bez dostate¢né bohatého pravdépodob-
nostniho prostoru neobejdeme, pokud chceme uvazovat neomezeny pocet riiznych
nahodnych veli¢in, coZ bude pfipad studia ndhodnych procesud. Staci uvazit neome-
zeny pocet nezavislych hodli minci. UvaZzme napt. spoc¢etné mnoho nezavislych hodi
férovou minci, tedy nezavislé binarni uniformni ndhodné veliCiny, které oznacme X,
i € N. VSimnéme si, Ze kazdé w € Q definuje nekonecnou posloupnot z {0, 1}N.
Tim je definovano zobrazeni X : Q — {0,1}", které je limitou vektori X, ,.
Protoze méfitelné mnoZiny tvoii o-algebru, je pro kazdou nekone¢nou posloupnost
s € {0, 1}N mnoZina

M; = ﬂ X[B_l,n) (S[O..n)) = XQI({S})

neN

méfitelna, jsouc spocetnym prunikem méfitelnych mnozin. Z piredpokladu nezavis-
losti X, plyne, Ze

P (X[B.l.m (S[o..n))> =2

a tedy M, ma miru nula. Pro mnoho s miiZze byt M, prazdné, nicméné soubor ne-
prazdnych M
{M,|se 0,1}V, M, +0}

je disjunktnim rozkladem € na méfitelné mnoZiny miry nula. Ze o-aditivity miry
plyne, Ze tento rozklad, a tedy ani €2, nemohou byt spocetné. Potfebujeme tedy ne-
spocetné velky stavovy prostor, v némz ma kazdy elementarni jev (tedy vySe zmi-
nény Gplny popis svéta) nulovou pravdépodobnost.

Zobrazeni X miiZeme samo povaZovat za ndhodnou veli¢inou, ¢imZ se ovSem
dostavame na pole spojitych ndhodnych veli¢in, ¢emuz jsme se chtéli vyhnout. V
téchto dvahach se tak ukazuje vyznam slova ,,témét* ve slibu, Ze se budeme zaby-
vat pouze kone¢nymi veli¢inami. Pokud totiZ chceme takovych konecnych veli¢in
uvazovat neomezen¢ mnoho, spojité veli¢iny se budou stale vznéaset na pozadi jako
limitni pfipady. Presto plati, Ze v naSich pfednaskach budeme mluvit vyhradné o
konec¢nych ndhodnych vektorech s konecné mnoha hodnotami. Otazky méfitelnosti
tedy nebudou hrat v nasich tvahach Zadnou roli a miZeme (jak je v teorii pravdé-
podobnosti zvykem) pfedpokladat, Ze vSechny uvaZzované veli¢iny a mnoZiny jsou
meéfitelné.

k
Kazda ndhodna veli¢ina X : Q — A indukuje disjunktni rozklad stavového pro-
storu © na mnoziny X~ '({a}), a € A, na méfitelné podmnoziny. Naopak, kazdy
nejvyse spocetny rozklad R prostoru  na méfitelné podmnoziny definuje diskrétni

11



ndhodnou veli¢inu R: staci zvolit pro kaZzdou mnoZinu v rozkladu néjaké jméno a
stavu o pfifadit jméno mnoZiny, ve které lezi. Timto jménem miiZe byt i mnoZina
sama, v takovém piipadé mluvime o prirozené projekci, kterou miZeme zapsat
jako

o o]k

Z definic plyne,Ze [w], = R™' (R(w)) a plati P ([w]g ) = Pr(R(w)). Diky predpo-
kladu, Ze rozklad byl nejvySe spocetny, je zobrazeni R méfitelné. Pro danou diskrétni
ndhodnou veli¢inu X nas ¢asto bude zajimat pouze rozklad, ktery indukuje, a obor
hodnot pak miZeme podle libosti pfejmenovavat.

Poznamka: Disjunktni rozklad defini¢niho oboru pfirozené indukuje kaz-
dé zobrazeni (nejen ndhodna veli¢ina). Ekvivalence w ~ @’ definovana vzta-
hem X (w) = X(w') se v algebfe nazyva jddro zobrazeni. V piipadé homomor-
fismu se jedna o kongruenci a faktorizaci podle této kongruence dostavime
strukturu Q/ _, ktera je podle véty o isomorfismu isomorfni oboru hodnot.

Poznamenejme také, Ze v linedrni algebie nebo v teorii grup se jako ,,jadro
zobrazeni* obvykle oznacuje jedna vyznacna ekvivalencni tfida, totiZ ta odpo-
vidajici neutrdlnimu prvku. Tato konvence je pfirozena v tom smyslu, Ze tato
vyznacnd tiida celou ekvivalenci, tedy jddro zobrazeni v obecnéjSim smyslu,
pfimocate urcuje.

Jak uZ bylo feceno, vektor diskrétnich nahodnych veli¢in X, ), kde X; : Q —
A; je sam novou diskrétni ndhodnou veli¢inou definovanou na kartézském soucinu
mnoZin A,. Jeji rozdéleni

Py, (@0 ..a) =P ({o]| X(@) =a,i=0,1,....,n—1})

se nazyva sdruzené rozdéleni a jednoznacné urcuje rozdéleni jednotlivych sloZek,
kterym se fika marginalni rozdéleni. Z aditivity miry totizZ dostdvame

Py()=P(X,=b)= Y P(X,=b.X =a.i#k),
a;€s(A;), i#k

protoZe mnoZina vSech stavl w, pro které X, = b, se rozpada na disjunktni pod-
mnoZiny ur¢ené hodnotami X;(w) pro i # k. Takovym souctiim se nékdy fika véta o
celkové pravdépodobnosti a v jejich pozadi je fakt, Ze rozklad Q definovany nahod-
nym vektorem je zjemnénim rozkladi definovanych jeho sloZkami.

Budeme-li pracovat s vektory délky dva, budeme obvykle psat (X, Y'), namisto
(X, X}). VSimnéme si také, Ze pokud oznacime X = X, ,_,aY = X,_;, miZeme
nahodny vektor X, , chapat jako dvojici (X, Y) a podobn€ pro jina seskupeni na-
hodného vektoru.

Néhodné veli¢iny X, X,, ..., X,,_; jsou nezavislé, pravé kdyz

PX[o.An)(al’ ay, ..., a,) = Px (ag) Py (a,) - Py (a,_;)

pro vSechna ay, a,, ..., a,_;.
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Kontrolni otazky

1.

10.

Co je defini¢nim oborem a oborem hodnot zobrazeni P, kterému fikadme prav-
dépodobnost?

V jakém vztahu jsou prvky mnoziny F k mnoZiné €2, neboli o jakych (mate-
matickych) objektech mé smysl fict, Ze maji pravdépodobnost?

. Ujasnéte si, Ze z definice o-algebry skutecné vyplyva, Ze je F uzaviena na

spocetné pruniky, kone¢na sjednoceni a priniky a Ze obsahuje prazdnou mno-
Zinu.

Musi byt mnozina, kterd ma nulovou pravdépodobnost, prazdna?

. Jak je na redlnych ndhodnych veli¢inach a na rozdélenich definovano s¢itani a

nasobeni redlnym cislem?
Ovéite, Ze ndhodné veliCiny jsou uzavieny na vaZzené primery.

Ovéite, Ze rozdéleni jsou uzaviena na vazené priméry.

. Ma mnoZina, ktera nelezi v 7, nulovou pravdépodobnost?

Zjistéte a formaln& piesné dokaZzte, ¢emu se rovna n~', kde 7 je pfirozena
projekce.

Ovéite [w], = R™' (R(w)) a P ([w]g) = Pr(R(w)).
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3 Informace a entropie nahodnych veli¢in

Nadale se budeme zabyvat pouze kone¢nymi ndhodnymi veli¢inami. Mira informace
je definovana informac¢nim obsahem nahodného jevu:

Definice 3.1. Informacni obsah ndhodného jevu U € F, P (U) > 0, je
SWU)=-logP (U).

Logaritmus v definici je dvojkovy, coZ je v teorii informace nejobvyklejsi volba, ac-
koli by bylo moZné uvazovat i jiné zaklady. Entropie je bezrozmérné veli¢ina, ale (v
pripad€ dvojkového logaritmu) se obvykle pouziva jako jednotka bit, coZ je zkratka
pro ,binary digit*, kterou zacal systematicky pouZivat Claude Shannon. Jev, ktery
ma pravdépodobnost 1/2 ma tedy informacni obsah jeden bit. To odpovida informac-
nimu obsahu jedné binarni cifry, ov§em pouze tehdy, jsou-li obé cifry stejné prav-
dépodobné. Z tohoto hlediska je také jasné, pro€ se v definici objevuje (dvojkovy)
logaritmu Dané posloupnost n cifer ma p#i rovnomérném rozdéleni pravdépodob-
nost 27", a informacni obsah jevu, ktery takova posloupnost predstavuje, je tedy v
souladu s o¢ekavanim » bitd. Informacni obsah charakterizuje, kolik binarnich cifer
je tieba ke specifikaci daného jevu. Pokud jev napt. pokryvé jednu osminu stavového
prostoru, je osm rovnocennych kandidatii na hodnotu jevu a je potieba tii binarnich
cifer pro sdéleni informace, Ze dany jev nastal. To je ovSem jen neforméalni intu-
ice. Neni napf. jasné, jak interpretovat situaci, kdy dvojkovy logaritmus neni celé
Cislo, napf. v piipadé jedné tietiny. VEtSina vysledku v teorii informace je nicméné
potvrzenim, Ze vychozi intuice funguje velmi dobfe.

Informacni obsah miiZe nabyvat libovolnych nezapornych hodnot (jisty jev méa
nulovy informacni obsah) a neni definovan pro mnoZiny nulové miry. V literatuie je
v takovém piipadé Casto dodefinovén jako +o00. My tento pfistup nasledovat nebu-
deme.

Kli¢ovym pojmem teorie informace je entropie nahodné veli¢iny, coz je jeji
primérny informacni obsah. Tuto primérnou hodnotu miiZeme nahliZet dvéma ekvi-
valentnimi zpisoby. Prvni, nazornéjsi, definuje entropii pomoci jejiho rozdéleni:

Definice 3.2. Entropie rozdéleni P . A — [0, 1] je

H(P):= ) Pa)-(~logP(a).

aes(P)
Entropie nahodné veliciny je entropie jejiho rozdéleni
H(X):=H(Py)= ) Py(a)-(~logPy(a).
aES(PX)

z Mz

Pro kone¢nou ndhodnou veli¢inu je entropie kladné realné ¢islo. Pokud je s(Py ) spo-
Cetné, je suma stile definovand, ale entropie miiZze byt nekone¢na. V literatuie, kde
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se dodefinovava informacni obsah nemozZného jevu, se béZné setkate se zjednoduse-
nym zapisem
H(X) = Z Py(a) - (—log Py(a))
a€A
doplnénym konvenci, Ze 0 - (— log oo0) je rovno nule. Hodnota na mnoziné miry nula
se tedy dodefinuje, aby se poté ignorovala. To je pfistup, kterému se, jak jsme fekli,
vyhneme.

Entropie je podle definice vaZeny priimér funkce — log o P, na mnoZiné A. Tato
funkce zjevné tzce souvisi s informa¢nim obsahem, konkrétn€ s informac¢nim ob-
sahem jevl ,,X = a“. Chceme-li pfenést definici entropie do zakladniho stavového
prostoru €, musime definovat informacni obsah daného stavu w, jako informacni
obsah ekvivalen¢ni tfidy w v rozkladu definovaném veli¢inou X:

Definice 3.3. Informacni obsah nahodné veliciny X : Q — A je ndhodnd velicina
Sy Q — [0, 00) dand predpisem

S (@) = —log Py(X(w)), o € s(X).

Informacni obsah ndhodné veli¢iny X je tedy definovan skoro jisté a je sloZzenim
zobrazeni

X Py —log
Sy :Q— A—[0,1] — [0, 00).

Piimo z definic nyni za pouZiti vztahu pro stfedni hodnotu diskrétni ndhodné
veli¢iny plyne
H(X)=E(Sy),

coz ospravedliiuje nase tvrzeni, Ze entropie je prumérny informacni obsah veliiny
X.

Je dilezité si vSimnout, Ze entropie diskrétni ndhodné veli¢iny je pouze vlast-
nosti rozdé€leni, a to navic bez ohledu na prejmenovani prvkli mnoZiny A. Je to tedy
vlastnost souboru (multimnoZiny) pravdépodobnosti, jejichz soucet je jedna.

Poznamka: Definici 3.2 Ize opét &ist také jako stfedni hodnotu funkce
—log o Py chipané jako ndhodni veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru
(A,24, Py). Hodnotu —log Py (a) lze zaroven chapat jako informac¢ni obsah
jednoprvkové mnoziny {a} podle Definice 3.1, ve které misto prostoru (2, F, P)
uvazujeme pravé (A, 24, Py). Pokud bychom tedy oznacili —logoPy napf.
jako § Py dostavame HPX (X)=E (Ss’ Py ), kde stfedni hodnotu chapeme opét
vzhledem k (4,24, Py). To je druhy moZny vyznam tvrzeni, Ze entropie X
je jeji primérny informacni obsah, ktery odpovida naivnimu pfistupu k hodu
kostkou popsanému v Kapitole 2. Pfipomerime, Ze tento piistup je nevhodny
préavé proto, Ze pro kazdy ndhodny jev zavadi jeho vlastni pravdépodobnostni
prostor, coZ mimo jiné vyZaduje neustilé upresiiovani vzhledem k jakému pro-
storu pocitame stfedni hodnotu.
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Nasledujici tvrzeni dokazuje dilezity a intuitivni fakt, Ze manipulaci s hodno-
tami ndhodné veli¢iny nemiZeme ziskat vic informace neZ kolik je ji tam uZ obsa-
Zeno. Naopak tak mlizeme informaci ztratit, a to prave tehdy, pokud ,,zapomeneme
nékteré rozdily mezi hodnotami.

Tvrzeni 3.4. Bud X . Q — A ndhodnd veli¢ina a bud’ f . A - A’ zobra-
zeni. Potom foX je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v A’ a plati S,y < Sy sj.a
H(f(X)) < H(X). Pokud je zobrazeni f injektivni, pak plati rovnosti (ta prvni
opét jen skoro jisté).

Diikaz. Prow € s(X), S ;,x(w) < Jy(w) plyne z inkluze
XX (@) € (foX) ' (foX)(w)).
Pokud je zobrazeni f injektivni, dostdvdme rovnost mnozin a prislusné rovnosti. [

Typickym piikladem je projekce, tedy zobrazeni ,,zapominajici* jednu (nebo
vice) slozek.

Tvrzeni3.5. Pro dvéndhodné veliciny X,Y plati Sy < Jxy s.j.aH (X) < H (X,Y).
Diikaz. Staci aplikovat pfedchozi Tvrzeni pro f : A X B — A definované jako

projekce na prvni soufadnici, tj. f(a, b) = a. 0

Tvrzeni 3.6. X, X, .., X,_, jsou nezavislé nahodné veliciny, pak

n—1
S, = Z(; Sy, s H(Xp,) = Y H(X).

Diikaz. Pokud jsou veli¢iny nezavislé, pak pro € s (XO, D, CHIN Xn_l):

SX[oun) (w) = —log PX{O,.n) ( 0. n)(a)) = —log H X (a))

n—1

= Y ~log (Py (X)) = Z Sy, (@)
i=0

i=0

3.1 Podminéna informace a podminéna entropie

Dulezitym konceptem v teorii pravdépodobnosti je podmiriovani. Zakladem je pod-
mifovani urcitym jevem, a z toho odvozené podminovani diskrétni ndhodnou veli-
¢inou. Pro ndhodny jev U C Q, P (U) > 0, definujeme pravdépodobnost podmi-
nénou jevem U nasledujicim predpisem:

PV nU)
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Na takto definované zobrazeni je moZzné se neformalné divat jako na zizZeni € na
novy stavovy prostor, totiZ na jev U. VSimnéme si ale, Ze jsme ve skutecnosti na
pivodnim méfitelném prostoru (€2, F) definovali novou pravdépodobnostni miru,
ozname ji na okamzik P, kterd prvku V' € F prifazuje P, (V) := P U | V).
Zapis P (U | V) je notacni konvenci, kterd miZe byt matouci, protoZe se nejedna
o hodnotu ptivodni pravdépodobnostni miry na néjakém jevu, ale o hodnotu nové
pravdépodobnostni miry.

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu Y s hodnotami v B miiZeme podle této nové,
podminéné miry definovat podminéné rozdéleni Py, nésledovné

Pyyb) :=P(Y'D)|U), b € B.

Nejcastéji budeme podmifiovat jevem popsanym jinou ndhodnou diskrétni na-
hodnou veli¢inou X. Mame-li tedy diskrétni ndhodnou veli¢inu X s hodnotami v

A, budeme symbolem Py znagit rodinu rozd&leni { Py x_, } .. (o) Kde X = a®
aes( Py

chépeme opét jako zapis jevu z F. Pro dané a € s (Py), je pak Py y_, korektng
definované rozdéleni na B, které je podminéné jevem X ~!(a). Pro jednoduchost pak
budeme pro Py, y_,(b) pouZivat také zépis Py, x(a, b). VSimnéte si poradi argumentd,
které vyjadiuje, Ze nejprve vybirame podminujici jev; v literatufe se ¢asto pouziva
sugestivni zapis argumentt Py y (b | ). Neni t€Zké nahlédnout, Ze

Py y(a, b)
Py(a)
Podminéna pravdépodobnost je tedy v tomto klasickém pftistupu vlastnosti rozde-

leni a je definovana na A X B. Je ale také mozZné ji zapsat jako ndhodnou veli¢inu
definovanou na €:

Py x(a,b) = , a€s(Py).beB.

PY =Yw)| X =Xw)), w € s(X).

Tento pohled budeme Casto pouzivat a pouZivaji ho i nasledujici definice. Kromé uz
diive zminéného varovani, Ze se nejedna o hodnotu pivodni pravdépodobnostni miry
na néjakém jevu, ale o hodnotu nové pravdépodobnostni miry Py_y,, (Y = Y(w)),
je nyni dilezité si uvédomit, Ze pouZzita nové pravdépodobnostni mira neni fixni, ale
meéni se v zavislosti na w. To vSe za pouZiti konvence, Ze napi. X = X (w) oznacuje
jev X 1(X(w)).

Definice 3.7. Informacni obsah ndhodné veliciny Y za podminky X je

Syx(@) =—-logP (Y =Y(0) | X = X(w))
—log Py x (X(@),Y (@), w€EsX,Y).

Néhodna velicina Jy x vyjadfuje pro dany stav miru dodatec¢né informace, kterou

pfinasi znalost Y pfi znalosti X. Je definovana skoro jisté, konkrétné na nosici vek-
toru (X, Y). Jeji sttedni hodnotu definujeme jako novy pojem.
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Definice 3.8. Entropie ndhodné veliciny Y za podminky X je
HY | X)=E (Syx) -

Uvédomme si nejprve, Ze H (Y | X), podobné jako vySe podminéné pravdépodob-
nost, je nové znaceni. Neni to zejména entropie Y | X, uz proto Ze Zadnou takovou
néhodnou veli¢inu jsme nedefinovali a Py y neni samo o sob¢€ rozdélent, je to rodina
podminénych rozdéleni. Tato rozd€leni uz maji bezprostfedni vazbu na zminénou
podminénou entropii.

Definice 3.9. Pro ndhodny jev U C Q nenulové pravdépodobnosti nazveme entropii
ndahodné velic¢iny Y za podminky U entropii podminéného rozdéleni H (PYlU)' Tuto
entropii budeme také znacit H(Y | U).

V piipadé H (Y | U) se sice jedna o notac¢ni konvenci, je to ale zapis standardné
definované entropie rozdéleni Py, .

Poznamka: Je uZite¢né si v§imnout, Ze entropii za podminky nelze ro-
zumné interpretovat pomoci nahodné veli¢iny na pivodnim prostoru. To sou-
visi s pozndmkou vySe, tykajici se miry P, kterd neni pfimocafe interpreto-
vatelné jako zdkladni mira P néjaké mnoZiny.

Miuzeme byt v pokuseni se domnivat, Ze entropie za podminky bude stiedni
hodnotou ndhodné veli¢iny

Syp(@) = —logP (¥ = Y(@) | U) = —log P, (¥ = Y(@)) = ~log Py (Y ().

Takovy pokus ma dvé uskali. Logaritmus je jednak definovan pouze na w, pro
které je Py, nenulové, coZ nemusi byt mnoZina miry jedna. Za druhé, i pokud
to bude mnoZina miry jedna, resp. pokud dodefinujeme funkci v nedefinova-
nych bodech nulou, nebude obecné platit E (SYI U) = H (Y | U). UkaZme to
na prikladu hodd kostkou, nahodné veli¢iny Y s hodnotami suda/licha a jevu

2z wr

"padlo malé ¢islo"(tedy jedna, dva nebo tfi). Pak je

H(Y | U)=—%log<%) —%log(%) =

= Py (Y = sudd) - —log (Py (Y = sudd)) +
Py (Y = lichd) - —log (Py (Y = lichd)),

coz bychom mobhli zapsat jako Ep | (8Y|U ), tedy jako stfedni hodnotu vici jiné
mife. To neni totéZ co

F (Sy) = =3 2 (5) -3 (3) -
=P (Y =sudd) - —log (Py (Y = suda)) +
P (Y = lichd) - —log (Py (Y = lichd)) .

Entropie H (Y | X = a), neboli H (PY| X=a)’ muZe byt k entropii H (Y) v libo-
volném vztahu. Dozvime-li se hodnotu ndhodné proménné X muiZe se nase nejistota
0 Y jak zvysit tak sniZit.

Pro entropii veli¢iny za podminky plati nisledujici explicitni formule.
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Tvrzeni 3.10.

HY|X)= ) Py y(a.b) - log ———s Py(@

@byes(Pyy) Py v(a. b)
Y Pya)HY|X=a).
aES(PX)

Diikaz. Veli¢ina 3y x(w) nabyva na definiénim oboru s (X, Y) hodnot

o Py (b)
Py y(a, b)
Konkrétné, pro dané (a, b) nabyva vyse zminénou hodnotu na celé mnoziné dané

podminkami ,,X = a,Y = b*. Prvni rovnost je tedy pfimocarym vypoctem stfedni
hodnoty diskrétni ndhodné veliiny podle definice.

—log Py x(a,b) =1lo (a,b) € s (Py,).

Xy(“ b)

Proa e s (P ) jerozdéleni Py y_, definovano na B jako a podle definic
tedy
HY | X=a)= Y Pyy,(b)- (—log Py y_,(b) =
bes(Pyix=y)
Py y(a, b) Py (a)
= X S " an

bes(Py|x—a) x(@) xy4

Proto

Z Py y(a, b) q P,(a)

Y @ HY|X=a)= ) Pa): )
X X, y\&,

aES(PX) aES(PX) bES(Py|X=u)
= Z Z Py y(a,b) - log ——— Py(@
aES(PX) bES(Py‘X a) XY( b)

Pro druhou rovnost tedy zbyva ovéfit, Ze s¢itime pies stejnou mnozinu

s (PX’Y) = {(a, bylaes (PX) ,b€Es (PYlX:a)} .
O

Vidime, Ze entropie Y za podminky X je vdZenym primérem z entropii podmi-
nénych rozdéleni. Je to tedy primérné mnozstvi informace nutné k ureni Y, pokud
JiZ zname X.

Nyni definujeme posledni informacni veli¢inu tohoto oddilu.

Definice 3.11. Vzdjemny informacni obsah ndhodnych veli¢in X a Y definujeme
predpisem:

PX =Xw),Y =Y(w))
P =X@) P(Y =Y@)

Sy.y(w) =1
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Funkce ., je definovand na s (X, Y). Proto je definované skoro jisté. Nefor-
malni ospravedlnéni této definice plyne z toho, Ze vzdjemny informacni obsah je
nulovy pravé tehdy, kdy je pravdépodobnost jevu (X,Y) = (a, b) rovna soucinu
pravdépodobnosti X = aa Y = b, tedy v situaci, kdy jsou oba jevy nezavislé. Za-
vislé jevy mohou mit vzijemnou informaci kladnou 1 zapornou, ¢imz se tato veli¢ina
1i$1 od jinych informacnich veli€in definovanych v tomto textu. Uk4Zeme nicméné,
7e ma nezapornou stfedni hodnotu, ktera je navic definovana i v ptipadé spocetného
s (PX’Y ) Tato stfedni hodnota byva nazyvana vzijemnou informaci. My se budeme
drZet pojmu ,.entropie*, abychom zdiiraznili, Ze se jedna pouze o primérnou hod-
notu, ale alternativni nazev promitneme do notace.

Definice 3.12. Vzdjemnou entropii ndhodnych velicin X a Y definujeme predpisem:

Py y(a,b)
I(X:Y)=E(Syxy)= ), Pyyab)-log—=——.
(a,b)es(PX,y) PX(a)PY(b)
Priklad 3.13. Uvazujme pravdépodobnostni rozdéleni
X\Y ‘ by b X\Y ‘ by b X\Y ‘ by b
a, | 1/4 1/4 a, | 1/2 1/2 a, | 1/3 1

2’2
H)=0.811, H(X,Y) = % I1(X :Y)=0.311.Propodminéné entropie dosta-
vame

Pak marginalni rozdéleni jsou Py, = (1 1), aP = <%, i) Dale H(X) = 1,

0=H((Y|X=a)<HXY)<H(Y|X=a)=1

Podminéna entropie H (Y | X) = % je jiz mensi nez H (Y). Podobné H (X | Y) =
0.689 < H (X).

Ptfimo z definic a z linearity stfedni hodnoty dostavame:
Tvrzeni 3.14. Necht' X,Y jsou ndhodné veli¢iny. Pak na s (X,Y) plati
* Sxy =Syx +3x
e Sy =Sx.y +Sxpy-
Ddle plati
e H(X,Y)=H | X)+H(X),

e H(X)=I(X :Y)+H(X|Y).
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(X,Y)

Obréazek 3: Informace a entropie vzdjemna a za podminky

Tyto vztahy dohromady tvoii uZite¢ny diagram na Obrazku 3. Z n¢j 1ze nazorné zis-
kavat dal§i rovnosti, napf. nasledujici alternativni definici vzajemného informacniho
obsahu a vzajemné entropie:

SX:Y = SX"'SY _SX,Y’
IX:Y)=HX)+HY)-H(X,Y).

Vztah Ize pfimocare rozsifit na vice veli¢in.

Tvrzeni 3.15 (Retézové pravidlo). Pro posloupnost ndhodnych velicin D G, ¢
plati rovnosti

n—1
o — Jord
JX[O.,n) - Z ‘in|X[0“i>
=0

i

_ cx o L
- \SXO + ‘SX1|X0 + ‘SX2|X0’X| + + an_||X10,n—1)

n—1
H (X[o..m) = 2 H(X; | X[o..n)
i=0
=H (Xo) +H (X, | Xo) +H (X, | Xo, X)) + -+ H (X, | Xj0,-1)) »

prvni Z nich na s (X[O..n)>'

Diikaz. Jedna se o opakovanou aplikaci Tvrzeni 3.14. Neboli, postupujeme indukci
dle poctu veli¢in. Pro n = 1 plati trividln€. Pokud vztah plati pro jakoukoliv po-
sloupnost délky n, pak pro posloupnost X, ..., X, délky n + 1 dostavime

_ & oy
Xio.nety ‘SX[o.m + ‘SXn|X[0..n)

n—1 n

_ o o _ o
- ‘SX,'|X[0.J) + ‘Sanx[O,Jl) - Z ‘SX,-|X[0“1')'
i=0 i=0

Druhou rovnost odvodime analogicky, nebo pfimo z definice pomoci linearity stfedni
hodnoty. [
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Kontrolni otazky

1. Proc€ pro diskrétni ndhodnou veli¢inu plati P (s (X)) = 1? Jakou roli zde hraje
predpoklad, Ze X je diskrétni?

2. Ovéite H (X) = E (S(X)).

3. Proc€ se v Tvrzeni 3.4 pouziva ,,skoro jisté““?

4. Dokazte s (X,Y) C s (X).

5. Ovéite s (Pyy) ={(a,b)|a€s(Px),bes(Pyx)}-

6. Vysvétlete notaci P, (V),P(U |V),P(Y =a|U),P(Y =b| X =a), H(X),
H(Py), H(X,Y),H(Y | X =a)aH (Y | X). Kdy se jedna o dobfe defino-
vané zobrazeni aplikované na argument v zévorce, a kdy o nota¢ni konvenci,
které takovy vyklad neumoziiuje? U dobfe definovanych zobrazeni urcete de-
fini¢ni obor a obor hodnot. U notacnich konvenci vysvétlete, o jaka zobrazeni
se vzhledem k pouzitym parametrim jedna.

3.2 Divergence entropie

UvaZujme nyni dvé pravdépodobnostni rozdéleni P a Q na stejné kone¢né mnoZiné
A.

Definice 3.16. Divergence entropie rozdéleni P vzhledem k rozdéleni Q je defino-
vdna vzorcem
P(a)

D(P = P(a) - log ——,
(PO agp) (@) -log 5 =

pokud s (P) C s(Q). Jinak D(P || Q) = +0.

Vyznam této definice a diivod, proc se nazyva ,.divergenci*, 1ze ilustrovat nasle-
dujici tvahou. V§Simnéme si, Ze plati

D(P|Q)=- Y Pa)-logQ@+ Y, P(a)-logPa)

aes(P) aes(P)

= _ Z P(a) -log Q(a) — H (P).

aes(P)

Jedni se tedy o rozdil mezi entropii P a jakousi ,,pomylenou entropii pii které
pfisuzujeme nahodnym jevim informacni obsah dany rozdélenim Q. To odpovida
situaci, kdy kodovani vhodné pro rozdéleni Q aplikujeme na rozdéleni P.

Vlastnosti divergence odvodime z konvexity logaritmu. Pfipomeinme piislusné
definice.
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Definice 3.17. Redlnd funkce f : I — R je konvexni na intervalu I, pokud jeji
graf'leZi pod kaZdou jeji secnou, tj, pokud pro kaZdé x,y € I a kazdét € (0, 1) plati

fx+A =Dy <t- fX)+A =1 f().

Funkce f je striktné konvexni, pokud pro kazdé x # y € I plati ostrd nerovnost

fax+ A =Dy <t- f)+A -0 f).
Funkce f je (striktné) konkavni, je-li funkce — f (strikiné) konvexni.

Pro konvexni funkce plati tvrzeni o Jensenové nerovnost, ktera citujeme bez di-
kazu.

Tvrzeni 3.18 (Jensenova nerovnost I). Necht' f . I — R je konvexni funkce,
X{...,X, € I anecht't,...,t, jsou nezdpornd cisla, jejichz soucet je 1. Pak

! <Z> < Yh-fx)
i<n i=1

Pokud je f strikiné konvexni a plati rovnost, potom je mnoZina {x; | t; > 0} jedno-
prvkova.

Tvrzeni 3.19 (Jensenova nerovnost Il). Bud’ & redlnd diskréni velicina, s (Pé) cl,
f I - R bud’ konvexni. Potom

FEE) SEE).

Pokud je f strikiné konvexni a plati rovnost, potom je & trivialni, t.j. s (Pf) Jje jed-
noprvkovad.

Je-li f”(x) > 0 na otevieném intervalu I, pak f je striktné konvexni na I. Pro-
toZe pro logaritmus plati log”(x) = —1/(x?In a) je logaritmus striktn& konkévni na
(0, 00) (viz obrazek 4).

Z konkavnosti logaritmu plyne klicova vlastnost divergence, totiZ jeji nezapor-
nost. Ve smyslu pfedchoziho neformélniho popisu divergence to znamen4, Ze ,,po
-mylend“ entropie je vZdy vétsi nez ta skute¢na. To také predjima budouci poznatky
o tom, Ze nejefektivnéji se vZzdy koduje kddy odpovidajicimi skute¢nému informac-
nimu obsahu.

Tvrzeni 3.20. D(P || Q) > 0 a rovnost nastdvd pravé kdyz P = Q.

Diikaz. Staci uvaZovat piipad s (P) C s(Q). JelikoZ je —log x striktné konvexni a
striktné klesajici, dostdvame

prlo=Y Pa <_1og%> 5 _log( T r- gg)

acs(P) aes(P)

- —log< 2 Q(a)> > —log< 2 Q(a)> =0.

acs(P) a€s(Q)
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Obrazek 4: Graf (konkavni) funkce log x

Pokud bychom cht€li namisto nerovnosti rovnosti, musi byt s (P) rovno s (Q) a podil

29 musi byt roven konstanté a pro vSechna a € s (P). Z predchoziho plyne,

P(a)
=Y P@22- ¥ ow-=1.

acs(P) P(a) aes(Q)

Z predchoziho tvrzeni plyne fada uZite¢nych vysledki.

P¥iklad 3.21. Budte P = {%g} a0 = {§ %} binarn{ rozd&leni. Pak Q/P =

{13—0, % }, stfedni hodnota Q/ P vzhledem k rozd€leni P je rovna jedné, zatimco
stfedni hodnota funkce —log na Q/ P vzhledem k rozdéleni P je diky konvexnosti

kladna (viz Obrazek 5).
Tvrzeni 3.22. Necht' md veli¢ina X hodnoty v n-prvkové mnoZziné A. Pak H (X) <
log(n). Rovnost nastane pravé tehdy kdyZ je Py rovnhomérné rozloZeno na A.

Diikaz. NamnoZin€ A uvazujme rovnomérné rozloZeni U,,, dané predpisem U, (a) =
L pro kazdé a € A. Potom s (PX) Cs (Un) a
n

0<D (P |IU,) = Z Py (a)log <PX1(a)> =log(n) — H (X).
aES(PX) ;

K¥Zena rovnost nastane pravé tehdy kdyz Py a U, splyvaji. [

Nasledujici véta dava divergenci do Gzké souvislosti se vzajemnou informaci.
Jednd se tak o dalSiho kandidéta na alternativni definici vzdjemné entropie jako
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Obrézek 5: Divergence rozdéleni P a Q z prikladu 3.21

,divergence od nezavislosti“. V jeho znéni vystupuje rozd€leni Py - Py, cOZ je roz-
déleni na A X B, definované pfedpisem (Py - Py)(a, b) = Py(a)Py(b), jsou-li Py a
P, rozdéleni definovand na A a B.

Tvrzeni 3.23. (X 1Y) = D(Pyy || Py Py). Tedy I(X : Y) > 0 a rovnost
nastavad pravé kdy? X a'Y jsou nezavislé.

Diikaz. Lze lehko nahlédnout, Ze s (PX’Y) Cs (PX . PY). Proto

Py y(a,b)

I(X:Y)= ) Pyy(ab) logm

(a.b)es(Pyy)

Tedy (X : Y) > 0 arovnost nastane prave tehdy kdyz Py y je totoZné s Py - Py,
neboli kdyZ jsou veli¢iny X a Y nezavislé. 0

Ze souctovych vzorct nyni okamZité plyne:
Tvrzeni 3.24. Necht' X,Y jsou ndhodné veliciny. Pak
(1) H(X,Y) < HX)+H(Y)
(2) H(X |Y) < H(X).
Rovnosti nastanou pravé tehdy, kdyZ jsou veliciny nezdvislé.

Predchozi vlastnosti lze pak také odvodit jingym zptisobem, ktery se ukaze pfi-
nosnym v nasledujici kapitole.
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3.3 Entropie jako funkce na prostoru rozdéleni

V této Casti kapitoly budeme uvazovat entropii jako funkci na prostoru rozdéleni A ,.
K tomuto ucelu vyuzijeme pojem konvexni kombinace rozdé€leni zavedeny na str. 8.
Uvazujme tedy néjaky konecny soubor rozdéleni (P.)l,e ; € A, asoubor realnych

1
nezépornych vah (ai)ie ;- které se seCtou na jednic¢ku. Konvexni kombinaci danych
rozdéleni s danymi vahami nyni rozumime rozdéleni P € A , dané pfedpisem

P(a) = Z a;P.(a), a e A.

iel

Tuto kombinaci také zapisujeme jako P = . _, &, P. Nen{ t&7ké ovéfit, Ze se opét
jedna o rozdéleni, ¢ili, Ze (P(a)),c, je soubor nezdpornych redlnych Cisel, jejichz
soulet je jedna.

Rozsifme nyni pojem konvexni a konkavni funkce 1 na prostor A , takto:

Definice 3.25. Redlnd funkce f : A, — R je konvexni, pokud pro kaidé P,Q € A ,
a kazdét € (0,1) plati

f@P+(A-00) <t f(P)+ -1 f(Q).

Funkce f je striktné konvexni, pokud pro kaZdé P # Q € I plati ostrd nerovnost

f@P+(1-00)<t-f(P)+ (-1 f(O).
Funkce f je (striktné) konkavni, je-li funkce — f (striktné) konvexni.

VSimnéte si, Zze t P + (1 — ¢)Q je konvexni kombinace rozdéleni P a Q. Pii této
definici konvexity pak plati také nasledujici varianta Jensenovy nerovnosti.

Tvrzeni 3.26 (Jensenova nerovnost III). Necht P,,...,P, € A, a necht't,,...,t,
Jsou nezdpornd cisla, jejich? soucetje 1, f : A, — R. Pokud je f konvexni, pak

f (Znﬂ) <Dt f(P)
i<n i=1

Pokud je f strikiné konvexni a plati rovnost, potom je mnoZina { P, | t, > 0} jedno-
prvkova.

Pokud je f konkdvni, plati opacnd nerovnost. V pripadeé striktné konkdvni funkce
[ plati rovnost pravé tehdy kdyz je mnoZina { P; | t; > 0} jednoprvkovd.

UvaZujeme nyni funkci ¢ : [0, c0) — R definovanou predpisem

0 x =0,
P(x) = {
—xlogx, x>0.
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03

01

0.2 04 0.6 0.8 1.0
Obrazek 6: Graf (konkavni) funkce ¢(x) = —xlog x
(s maximem v bodé 1/e)

Tato funkce je spojitd, mimo jiné je tedy spojita zprava v nule. Navic ma na inter-
valu (0, o0) zapornou druhou derivaci ¢”(x) = —log,(e)/x. Funkce je tedy striktné
konkavni na (0, o0). Diky spojitosti v nule je pak striktné konkévni na celém svém
definicnim oboru [0, c0). Na intervalu [0, 1], ktery nas zajim4, je graf funkce zna-
zornén na Obrazku 6.

Entropii rozdéleni P € A , 1ze nyni zapsat jako

H(P)= ) ¢(P(a)).

acA

Diky vhodnému dodefinovani v nule tak v tomto vztahu nepotfebujeme omezeni na
nosic¢ rozdé€leni. To je uZitecné v dikazu néasledujiciho lemmatu.

Lemma 3.27. Entropie je strikiné konkdvni na prostoru rozdéleni A ,.

Diikaz. Bud P,Q € A,,t € (0, 1). Pak plati

H@P+(1-0Q)= Z $(tP(a) + (1 —1)Q(a))

acA

> Z (tp(P(a)) + (1 — )p(Q(a)))

aceA
=1 ) d(P@)+(1-1) ) $(0a) = tH (P)+ (1 —)H (Q),
acA acA
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kde nerovnost vyplyva z konkavity funkce ¢. Pokud P # Q, pak existuje a, € A
takové, Ze se P(a,) 1iSi od Q(a,). Ze striktni konkavity ¢ plyne, Ze se ptisluSné ¢leny
v sumdch budou lisit, a proto vyjde celkové ostra nerovnost. Funkce entropie je tedy
striktn€ konkévni na prostoru rozdéleni A ,. ]

Tato vlastnost entropie muze poslouzit k alternativnim diikaziim nékterych tvr-
zeni v této kapitole. DileZité je nasledujici pozorovani, podle kterého je (nepodmi-
néné) rozdéleni konvexni kombinaci rozdéleni podminénych:

Py = 2 Py(a) - Pyjx—y»
aGS(PX)

kde pfislusné vahy jsou pravdépodobnosti jednotlivych podminek. Diisledkem striktni
konkéavnosti entropie pak je, Ze

HY)=H(Py)> )Y Pya) H(Pyy,)=HX|X),

aes(PX)

kde rovnost nastava pouze v piipadech, kdy Py x_, = Py pro viechna a € s (Py).
Takova podminka je ovSem ekvivalentni s nezavislosti (je tfeba si trochu rozmys-
let). Dokézali jsme tedy takto, Ze je podminéna entropie vZdy mensi nebo rovna
nepodminéné a rovna se pouze v piipad€ nezavislosti. Z tohoto faktu pak lze od-
vodit nezapornost vzijemné entropie a dal$i podobna tvrzeni, v¢etné charakterizace
nezévislych veli¢in pomoci té€chto pojmii.

Pfimo z konkavnosti funkce ¢ také snadno plyne, Ze entropie je na mnoziné A
velikosti # maximalni pro uniformni rozdéleni U,,.

HU) =Y o(x)=D o (2 lP(a’)) > Y Y Locpay = HP).
acA n acA adeA n a€EA d €A n
Neni-li P uniformni, je nerovnost diky striktni konkavnosti ostra. VS§imnéte si, Ze
zde nehraje roli, Ze ¢ nenabyva maxima v bodé %

Jina Givaha vedouci ke stejnému vysledku vyuZziva konkavnost entropie a neza-
vislost entropie na permutaci hodnot (tedy jeji symetrie). Pro rozdéleni P € A,
uvazujme cyklickou permutaci ¢ : A — A. Dale definujme P,, i = 1...n, jako
rozdéleni dané predpisem

P(a) = P(c'(a)), a e A.

Ze symetrie entropie plyne H (B) = H(P),i = 1...n. Vzhledem k cykli¢nosti
permutace navic pro kazdé a € A projdou obrazy iterovanych permutaci (¢')(a),
i =1...n, postupné celou mnozinu A (kazdy prvek jednou). Proto je aritmetickym
primérem permutovanych rozdéleni rozdéleni uniformni na A. Opravdu, proa € A,

1 % 1 _1_
;;B(G)—;Zp(a)—__Un(a)‘

acA h
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Nakonec
M (P) = Z%H(P[) gH( %P,) =H (U,).

Kontrolni otazky

1. Dokazte, Ze Py x_, = Py pro vSechna a € s (PX), pravé kdyz jsou veliiny
X aY nezavislé.

3.4 Vztah tri nahodnych veli¢in. Podminéna vziajemna entropie
a podminéna nezavislost.

Priklad 3.28. Nechf X, X, : Q — B, kde B je n¢jakd dvouprvkovd mnoZina, jsou
nezavislé ndhodné veliCiny s rozdélenim <%, %) aX;=(X,+X, mod 2.
Pak X, X i jsou nezavislé, kdykoliv i # j, ale trojice X, X,, X; nezavisla neni.
Pro entropii plati (i,j riizna)
H(X,)=1, H(X,X;)=2  H(X,X,,X;)=2.

Tvrzeni 3.29. Necht' X, Y, Z jsou ndhodné veliciny. Pak

(1) Sxyz=Sx+3yx +Szxy 8-

(2) Sy zix = Syix +Szxy SJ-

3) HX,Y,Z)=HX)+HY | X)+ H(Z | X.Y)

(4) HY,Z| X)=HXY | X)+H(Z|X,Y)

Diikaz. Body (1) a (3) jsou fetézové pravidlo (Tvrzeni 3.15) pro tii veli¢iny. Body (2)
a (4) plynou z (1) a (3) po odecteni J y, resp. H (X) ze souctového vzorce (Tvrzeni
3.14) pro veli¢iny X a (Y, Z). ]

Poznamenejme jeste, Ze zapisem H (X,Y | Z) rozumime entropii sdruzené ve-
li¢iny (X, Y) za podminky Z. Alternativni uzdvorkovani H (X, (Y | Z)) by ostatné
nedavalo dobry smysl, protoZze Y | Z neni, jak jsme vid€li, ndhodna veli¢ina.

Uvazujeme-li tfi ndhodné veli¢iny, bude pro nés dileZité kvantifikovat, jak vysle-
dek jedné z nich ovlivni vzajemnou entropii zbylych dvou. Piiklad 3.28 ukazuje, Ze
tento icinek miZe byt dramaticky. Pro tento tcel zavedeme podminénou vzajemnou
entropii.
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Definice 3.30. Pro ndhodny jev U C Q s nenulovou pravdépodobnosti definujeme
vzdjemnou entropii veli¢in X a Y za podminky U vztahem

IX:Y|U)=HX|U)+HY|U)-HX,Y|U).

Vzdjemnou entropii veli¢in X a Y za podminky Z, kde Z je ndhodnd velicina,
definujeme vztahem

IX:Y|Z2)=HX|Z2)+HY |Z)-HX,Y | Z).

Vzijemna entropie podminéna nahodnou veli¢inou Z je opét primérem vza-
jemné entropie podminéné piisluSnymi jevy, které Z popisuje:
Lemma 3.31.
IX:Y|2)= Z P,(c) I(X:Y|Z=c).
CES(PZ)
Diikaz. Plyne z podobného vztahu pro entropii za podminky v Tvrzeni 3.10. [

V dalSim chceme predevs§im ukézat, Ze podminéna vzajemni entropie je neza-
pornd, a charakterizovat, kdy je nulova.

Lemma 3.32. Pro ndhodny jevU C Q, P (U) > 0, plati
IX Y |U)=D(Pyyy ll Pxy - Pry)-

Diikaz. PouZijeme znamy vzorec pro rozklad podminéné pravdépodobnosti, podle
kterého pro dané a € A plati

Pyy@=P(X=alU)=Y P(X=aY =b|U)= ) Pyyylab).

beB beB

Tedy

H(Pyy) == ), Pxy(@log(Pyy(a)

aES(PXW)

- — Z Z Py yiu(a, b)log ( Py (a))

aes(Pyy) beB

- — Z Py yiu(a, b)log (Pyy(a))

(a,b)ES(PX,YW)

Posledni rovnost Ize nahlédnout takto: pokud je Py y,;(a, b) nenulové, pak je také
nenulové Py, (a), a proto se v prvni sumé s¢ita pres bohatsi mnozinu. OvSem ve
Clenech, které jsou v prvni sumé navic, je zastoupena nulova pravdépodobnost. Tudiz
jsou nulové.
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Pouhou vyménou ndhodnych veli¢in dostavame, Ze

H (PY|U) == 2 Py y\u(a, b) log (PY|U(a)) .

(a.b)es(Pxyw)

Nakonec,

I(X:Y|U)=H(Pyy)+H (Pyy) = H (Pryw)

1

a,besPy y|u
1
+ PX,YlU(aa b)log ( )
a,besZPxﬂu PY|U(b)
+ Z Py yu(a, b)log (PX,Y|U((1, b))
a,besPy y\u
PX,Y v(a,b)
= ) Pyypu(ab)log (P | o2 >
abEsPy yy v (@) Py (b)
=D (PX,YIU | Pyy - PY|U) )
kde u posledni rovnosti je tieba dodat, ze s (Px,yw) Cs (wa . wa). [l

Nasledujici definice prenéseji klicovy pojem nezavislosti do kontextu podmi-
novani. Rekneme, Ze jevy U,V C Q jsou podminéné nezavislé vzhledem k jevu
W C Q, pokud P (W) > 0 a plati

PUNV IW)=PWU|W)-PWV|W).
Pojem podminéné nezavislosti rozsifime na nahodné veli¢iny pfirozenym zpiisobem.

Definice 3.33. Veliciny X a Y jsou podminéné nezavislé vzhledem k velic¢iné Z,
pokud pro v§echna c € s (PZ), (a,b) € A X B, plati

P(X=aY=b|Z=c)=PX=a|Z=c)-PXY=b|Z=c). (L).
Tento vztah znacime zdpisem X LY | Z.

Dvé¢ veli¢iny jsou tedy podminéné nezavislé, pokud elementarni jevy, které popi-
suji, jsou podminéné nezavislé vzhledem ke kazdému moZnému jevu popsanému
veli¢inou, kterou podmifiujeme.

Podminénou nezavislost 1ze, podobné jako klasickou nezavislost, zapsat pomoci
sou¢ind nepodminénych pravdépodobnosti. Takové vyjadieni je méné srozumitelné
z hlediska vyznamu, ale technicky pifijemné, nebotf se neni tieba omezovat na nosice
velicin.
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Lemma 3.34. Veliciny X a Y jsou podminéné nezdvislé vzhledem k veliciné Z,
pravé kdy? pro kazdé (a,b,c) € A X B X C plati

PX=aY=bZ=c)-P(Z=c)=PX=a,Z=c)-PY=bZ=c).

Diikaz. Pokud plati rovnost v lemmatu, dostaneme pro kazdé ¢ € s(P,) vztah pro
podminénou nezavislost vydélenim této rovnosti druhou mocninou nenulové hod-
noty P (Z = c¢).

Pokud naopak predpoklddame podminénou nezéavislost, musime uvazit dva pfi-
pady. Pro ¢ € s(P,) dostaneme rovnost z lemmatu analogicky k predchozi ¢asti
dikazu, totiZ vynasobenim vztahu pro podminénou nezavislost druhou mocninou
hodnoty P (Z = ¢). V ptipadé ¢ & s(P,) plati rovnost v lemmatu také, protoZe jsou
vSechny pravdépodobnosti v ni nulové. 0

Nyni miiZzeme zodpovédét nasi otazku ohledné nezapornosti podminéné vza-
jemné entropie.

Tvrzeni 3.35. Pro ndhodné veli¢iny plati T (X : Y | Z) > 0. Rovnost nastane pravé
tehdy kdy? X LY | Z, tedy pravé kdyZ rozdéleni Py y,,_. a Py z_. - Py z-. splyvaji
pro kazdé c € s (PZ).

Diikaz. Podle Lemmatu 3.31je 7 (X : Y | Z) konvexni kombinaci vzajemnych en-
tropii podminénych jednotlivymi jevy Z = ¢, ¢ € s(Z). Tyto vzajemné entro-
pie jsou podle Lemmatu 3.32 a Tvrzeni 3.20 nezaporné. Nule se zminéna konvexni
kombinace bude podle Tvrzeni 3.20 rovnat pravé tehdy, kdyZ budou pro vSechna
¢ € s (P,) rozd&leni Py y ,_. a Py ,_, - Py ,_, splyvat. To je definice podmingné
nezévislosti. [

Podminéna verze souctovych vzorcu je ilustrovana na Obrazku 7, ktery umoz-
nuje rychlé odvozovani riznych vztaht. Pro teckovanou oblast napt. dostavame dvoji
vyjadieni

HX, Y| Z)=HX|Y,Z)+HY | X, 2)+1(X : Y | Z).

Obrazek ovSem vyzaduje dirazné varovani. V Piikladu 3.28 je vzdjemna entropie
H (X X j) nulov4, ale podminéna vzijemni entropie H (X XX k) je jeden
bit, pro {i,j,k} = {1,2,3}. Srafovana oblast v Obrazku 7, jakasi ,,vzajemna in-
formace tii veli¢in®, tedy miiZze mit ,,zapornou plochu*. Pfislusna hodnota, kterou
bychom mohli byt v pokuSeni znacit 7 (X : Y : Z), nema piiliS jasny intuitivni vy-
znam. MiiZeme ji ale napf. chapat jako vliv tfeti veli¢iny na vzajemnou informaci
druhych dvou. Vidime, Ze tento vliv je symetricky, tedy plati

IX:Y)-I(X:Y|Z)=I(Y :Z)-I(Y : Z|X)
=1(Z:X)-1(Z:X|Y).

Dokazme tedy nasledujici lemma, které poskytuje alternativni vyjadfeni oblasti vy-
znacené v Obrazku 7 tucné.
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Obréazek 7: Informace a entropie vzajemna a za podminky pro tfi veli€iny

Lemma 3.36.

IX:Y|Z2)=HX,Z2)+HY,Z)-H(Z)-H(X,Y,Z)
=HX|Z)-HX|Y,Z)
=I1X:Y,2)-1I(X:2Z).

Diikaz. 7 definice vzajemné entropie za podminky a ze souctovych vztahi pro entro-

pie za podminky dostavame néasledujici fadu rovnosti, obsahujici i rovnosti z tvrzeni
lemmatu:

IX:Y|Z)=HX,Z)-H(Z)+HY,Z)-H(Z)- (H(X,Y,Z)-H(Z))
=HX,2)+HY,Z)-HZ)-HX,Y,Z)
=H(X,Z)-H(Z)- (H(X,Y,Z)-H(Y,Z))
=HX|Z2)-H(X|Y,Z)
=HX)-HX|Y,Z)-(HX)-H(X | 2))
=I1(X:(Y,2)-1(X: Z).

O

Okamzitym disledkem definice vzdjemné entropie za podminky, Tvrzeni 3.35 a
druhé a tfeti rovnosti predchoziho tvrzeni jsou tvrzeni nasledujici.

Tvrzeni 3.37. Pro tii ndhodné veliciny X,Y , Z plati

(1) HX,Z)+HY,Z)-H(X,Y,Z)—H(Z) > 0 (submodularita entropie);,
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(2) HX,Y | Z)<XH (X | Z)+ H (Y | Z) (subaditivita podminéné entropie);
(3) H(X |Y,Z) < H (X | Z) (monotonie entropie vzhledem k podmince);
(4) I(X : Z)<I(X :(Y,Z))(monotonie vzajemné informace).

Rovnosti nastanou soucasné a to pravé v pripadeé, Ze X LY | Z.

Na konec této kapitoly uvedeme pojem, ktery si blize v§ima tfeti podminky v
pfedchozim tvrzeni, tedy monotonie entropie vzhledem k podmince. Ta tik4, Ze en-
tropie klesa se vzristajici apriorni informaci. Ptipad, kdy vétsi apriorni informace

vvvvv

7Zita i v kontextu ndhodnych procesi. Nejprve uvedme definici.

Definice 3.38. Usporddand trojice velicin X, Z,Y tvoFi markovsky Fetézec, zna-
c¢ime X — Z — Y, pokud plati

PY=b|Z=c,X=a)=PX¥=b|Z=c),
pro viechna b € B, (a,c) € S(Px,z>~

Znaceni pro markovsky retézec nas zve, abychom se divali na ndhodné veli¢iny
X, Y a Z a jako na ndhodny proces, tedy jako na posloupnost ndhodnych udalosti
v Case, jejichZ podminéna pravdépodobnost je ddna néjakymi kauzalnimi souvis-
lostmi. Markovska vlastnost pak znamena, Ze X ovliviiuje Y vyhradné svym ucin-
kem na Z. Zname-li Z, vime vSe, ¢im X prispiva ke znalosti Y. Nasledujici lemma
potvrzuje, co naznacuje uvedeny neformalni popis, totizZ Ze markovska vlastnost je
ekvivalentni podminéné nezavislosti.

Tvrzeni 3.39. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) X - Z — Y je markovsky retézec
(2) Y - Z — X je markovsky Fetézec
3) X1Y|Z
4) Y LX|Z

Diikaz. Z definice podminéné nezavislosti okamzité plyne, Ze jsou posledni dvé
podminky ekvivalentni. Vzhledem k symetrii podminek staci pro platnost celého
lematu dokézat ekvivalenci podminek (1) a (3).

Dokazme nejprve implikaci (1) = (3). Predpokladejme tedy, Ze c € P,,a € A,
b € B. Nejprve prozkoumejme trividlni moZnost, (a,c) & s (Py ). V takovém pfi-
padé jsou pravdépodobnostiP (X =a | Z =c)aP (X =a,Y =b| Z = c)nulovéa
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defini¢ni vztah podminéné nezévislosti je splnén, nebot na obou stranich rovnice do-
stavame nulu. Pro netrivialni pfipad (a,c) € s (PX’ Z) plati defini¢ni vztah markov-
ského fetézce, ktery vynasobime dobie definovanym vyrazem P (X =a| Z =c¢)a
dostaneme:
P(X=a,Z=c) PY=bZ=c,X=a)
PZ=¢)  P(Z=cX=a
=PX=a|Z=c)-PXY=b|Z=0),

a kracenim nenulové hodnoty P (X = a, Z = ¢) dostivime poZadované
P(X=aY=b|Z=c)=PX=a|Z=c)-PY=b|Z=c¢).

Nyni dokazme implikaci (3) = (1). Necht (a,c) € s(Py ,), b € B. Pak také
c Es (PZ) a defini¢ni vztah podminéné nezavislosti miiZzeme vydélit nenulovou
pravdépodobnosti P (X = a | Z = ¢) a tim dostaneme defini¢ni vztah pro markov-
sky fetézec, viz predchozi ¢ast dikazu. O]

Predchozi lemma ukazuje dilezitou symetrii vztahu X — Z — Y, ktery bychom
mohli diky tomu zapisovat jako X < Z < Y. Tim je zpochybnéno vySe uvedené
vyluéné kauzalni chapani procesu. Pfesto je kauzalni interpretace vztahu Cleni fe-
tézce zékladni moznosti aplikace, coz vyjadiuje i fakt, Ze nasledujici nerovnosti,
které odpovidaji nasSi neformalni diskusi a z markovské vlastnosti pfimo plynou,
se anglicky oznacuji jako data processing inequality (nejcastéji v podobé prvni z
nich, viz Theorem 2.8.1 v CT). Zpracovinim dat nemiiZeme ziskat Zadnou informaci
o jejich zdroji, kterd jiz v datech neni pfed zpracovanim.

Tvrzeni 3.40. Pro markovsky proces X — Z — Y plati
(1) I(X:Y)<I(X:2Z)
2) I : X)<IY :2Z2)
(3) HX|Y)>2H(X | Z)
(4) HY | X)2H (Y | 2)
Diikaz. Plati

IX:2)-IX:Y)=HX)-HX|Z)-(HX)-HX|Y)) =
=HX|Y)-HX|Z)>HX|Y,Z)-H(X|Z)=
=—IX:Y|2)=0,

kde pouZita nerovnost byla dokdzana v Tvrzeni 3.37. Celkové dostadvidme platnost
nerovnosti (1) a (3). Zbylé dvé plynou ze symetrie X a Y. 0
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Kauzalni povahu markovského fetézce 1ze uptesnit jako posloupnost ndhodnych
veli¢in, kdy nasledujici vznikne vZdy ,,zaSuménim* veliiny predchozi. Neboli Z =
f1(X, &), kde &, reprezentuje Sum, coZ je v matematickém pojeti ndhodna veli-
¢ina, a f, je deterministicka funkce popisujici vliv Sumu na veli¢inu X. Podobné
Y = f,(Z,§,), kde &, reprezentuje dalsi Sum a f, je op€t deterministicka funkce.
Markovska vlastnost je vyjadiena poZadavkem, aby tento Sum &, ,,nevédél nic o mi-
nulosti“, tedy aby byl nezavisly na paru (X, &,). Uvédomme si, Ze nestaci, aby byl
Sum &, nezavisly na X . Mohlo by se totiZ stat, Ze se nejednd o dalsi Sum, ale naopak
o odstranéni Sumu &,.

Kapitolu jsme zah4jili Prikladem 3.28, ktery popisuje situaci, kdy jsou veli¢iny
nezavislé, ale nejsou podminéné nezéavislé. Na zavér poznamenejme, Ze je mozny
i opacny ptipad. Napriklad podminéna entropie I(X : Y | X) je nulova, neboli
X — X — Y je markovsky fetézec, bez ohledu na to, zda jsou X a Y nezavislé, ¢i
nikoli.

Kontrolni otazky

1. Dokazte souctové vztahy nad Lemmatem 3.36.

2. Vyjadiuji ostatni plochy v Obrazku 7, kromé Srafované, kladné hodnoty?
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4 Nahodné procesy a jejich entropie

Matematické pojeti informace vyloZené v predchozich kapitolach 1ze shrnout takto:
informace je informacni obsah zpravy, coZ je minus logaritmus pravdépodobnosti
této zpravy. Zpravu tedy chapeme jako hodnotu ndhodné veli€iny, kterd vybird mezi
(kone¢n€ mnoha) moznymi zpravami. Stfedni hodnota informacniho obsahu dané
veliCiny je jeji entropie.

Tento popis chceme nyni rozs§ifit na v praxi vSudypfitomnou situaci (potencialné)
nekonecné posloupnosti zprav. Jedna se tedy o posloupnost (X p ) e Ndhodnych veli-
¢in. Pro jednoduchost mizeme piedpokladat, Ze v§echny nahodné veli¢iny nabyvaji
hodnot ze stejné abecedy A. Takova posloupnost se nazyva nahodny proces. Kla-
sickym piikladem nahodného procesu jsou pismena v souboru néjakych textd, napf.
knih v ¢eském jazyce. Z tohoto piikladu je vidét, Ze mezi jednotlivymi veli¢inami
procesu mohou byt velmi komplexni zavislosti (jak je pravdépodobnostni rozdéleni
jednadvacatého pismene knihy v zavislosti na pfedchozich dvaceti?), a to i v piipadé¢,
kdy maji jednotlivé veliCiny stejné rozdé€leni.

Nahodny proces

Nahodny proces bychom mohli zkusit chapat jako jednu ndhodnou veli¢inu nabyva-
jici hodnot z mnoziny A“ nekonec¢nych posloupnosti nad abecedou A. Jak uz jsme
vSak upozornovali v Kapitole 2, opustili bychom tim bezpecné vody diskrétni prav-
dépodobnosti: moznych hodnot je (v netrividlnich ptipadech) nespocetné mnoho a
kazd4 jednotlivd hodnota ma nulovou pravdépodobnost. To vyZaduje mnohem ro-
bustnéjsi teorii, kterd se musi opfit o celou teorii pravdépodobnosti v¢etné celého
nezbytného aparitu c-algebry 7 meéfitelnych mnozin (v tomto pfipadé nemohou
mit vS§echny mnoZiny konzistentné definovanou pravdépodobnost). Proto budeme
v souladu s Kapitolou 2 uvazovat ndhodny proces X = <X">n€N jako posloupnost
prodluzujicich se ndhodnych vektort X, , a pfipadn€ vySetfovat asymptotické cho-
vani takové posloupnosti.

Entropie procesu

V ramci této prednasky nas zajima predevsim informacni obsah ndhodného procesu.
Chceme pro néj tedy rozumné definovat pojem entropie. Vzhledem k tomu, Ze je
proces limitou néhodnych vektord X, ,, pro kter€ je entropie dobfe definovani, je
jedinou rozumnou mozZnosti definice

H(X) = lim ~H (X))

n—oo n

kterd samoziejmé dava smysl jen tehdy, pokud limita existuje (coz je ekvivalentni
rovnosti liminf a lim sup, které jsou definovany vZzdy). Jinak fikdme, Ze ndhodny
proces entropii nema.
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Entropie procesu je tedy limita entropie pfipadajici primérné na jeden symbol.
Stejnou myslenku lze zapsat nasledovné, kdy je entropie pocate¢niho vektoru za-
psana piimo jako soucet piispévki jednotlivych symbold.

Lemma 4.1. .
.1
HX)=1lm=- ) H(X, | X, ).
(X) nl_{g " ; ( il [0..1))
Diikaz. Ptimo z fetézového pravidla (Tvrzeni 3.15). ]

Pro limitu aritmetického priméru plati nasledujici jednoduché lemma.
Lemma 4.2. Md-li posloupnost redlnych cisel (a,,)neN limitu, pak ma tutéZ limitu i

v 2 v o v o o 1 n—1
posloupnost castecnych prumérit b, © = - Zi:() a,.

Diikaz. Nechf je a limita (a,) _ aproe > 0 nechf je N(e) € N &islo takové, Ze
|a; — a| < € pro kazdé n > N (¢). Pak pro kazdé £ > 0 a kazdé n > N(¢/2) plati

n n
1 1
|b, —a| = ;Z(ai—a) < ;Z|ai—a|
i=1 i=1
1 N(g/2) 1 n
=—Z |ai—a|+— Z |ai—a|
L M i—NGE/2+1
lN(e)
< - Z la; —a| +¢/2,
i=1

kde prvni s¢itanec jde k nule. Pro dostatecné velka n je tedy |bn - a| < €, COZ jsme
chtéli ukazat. U

Odtud plyne nésledujici kritérium pro existenci entropie procesu:

Disledek 4.3. Pokud H (X D, ¢ [O‘.n)) konverguje, md proces X entropii.

Druhy konvergence

V piipad¢ entropie jsme vystacili s béZnym pojmem limity. U procesu redlnych na-
hodnych veli¢in (YI.)[EN budeme ale také nékdy mluvit o tom, Ze posloupnost tako-
vych veli¢in konverguje k né¢jaké limitni ndhodné veli¢in€ Y. Rozeznavame pfitom
dva rizné typy konvergence. Vzhledem k tomu, Ze v§echny nahodné veli¢iny real-
ného procesu (Yi>ieN jsou zobrazeni € — R, nabizi se jednak konvergence defino-
vana bodové. Pro kazdé w € € je tvrzeni lim,_, Y, (w) = Y (@) opé€t standardni
tvrzeni o limité redlné posloupnosti. V souladu s nasi zavedenou terminologii tedy
fekneme, Ze (Y;),_, k Y konverguje skoro jisté, pokud

p ({a)eQ | ’}g?oyn(w)znw)}) = 1.
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To lze také zapsat vztahem

Ve > 0, limP<sup|Yk—Y|>e>=0,

n—oo k>

neboli mira mnoZziny, na které se posloupnost (Yi ) ien J€51€ nékdy v budoucnu odchyli
od Y o vice nez g, se pro rostouci n postupné sniZzuje az k nule.

Konvergence skoro jisté je vyhodna v situaci, kdy mdme kontrolu nad bodo-
vym chovanim nahodnych veli¢in procesu. Casto ale umime dokazat, 7e se nahodné
veli¢iny Y, k veli¢iné Y bliZi na vzdilenost € s velkou pravdépodobnosti, tedy na
mnoZinach miry jdouci k jedné, nemame ale dobrou kontrolu nad tim, jaké mnoZiny
to jsou. MuZe se dokonce stét, Ze body w se ve zbytkové ,.e-neukaznéné‘ mnoziné
pro rostouci n stidaji tak, Ze posloupnost nekonverguje bodové nikde: pro kazdé w
se Y,(w) vyrazné odchyli od Y (@) nekonecnékrit. Pro tyto situace definujeme slabsi
pojem konvergence v pravdépodobnosti, kterd nastava, pokud pro kazdé € > 0
plati

limP (|Y, - Y|>¢) =0.

n—>oo

Pro uvedené konvergence budeme pouZzivat zkraceny zapis:
Y,— Y vp. Y, — Y s
resp.

limY, =Y vp. limY, =Y s,j.

n—->oo

AEP

Pripometime, Ze entropie je stfedni hodnota informa¢niho obsahu. Pokud mé proces
entropii, sttedni hodnota informa¢niho obsahu pfepoc¢itana na symbol se pro prodlu-
Zujici se vystupy procesu ustaluje. Zajimava otazka je, co se pii tom déje s jednot-
livymi informaénimi obsahy. Ukazuje se, Ze pro fadu vyznamnych procesti mame o
chovani informacnich obsaht jednotlivych vystupi velmi dobry ptehled, ktery bude
navic hrat kli¢ovou roli jak pfi kompresi, tak pifi pfenosu informace kandlem. Kon-
krétn€ dochézi k tomu, Ze informacni obsahy na jeden symbol konverguji (v jednom
z uvedenych vyznamii) ke své stfedni hodnoté, tedy k entropii. To motivuje nésle-
dujici definici.

Definice 4.4. Rekneme, Ze ndhodny proces X = (X Dien S entropii md asymptoticky

rovromeérné rozdéleni, pokud v.p. plati

lim 15)([0__") =M (X) .

n—oo n

Pokud konvergence plati s.j., Fekneme Ze X md silné asymptoticky rovnomérné
rozdéleni.
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Tuto vlastnost budeme v kratkosti oznacovat jako AEP (z anglického ,,asymptotic
equipartition property *), resp. SAEP. Jak uZ bylo feceno, AEP znamena, Ze vystupy
procesu maji s prodluzujici se délkou s ¢im dal vétsi pravdépodobnosti informacni
obsah odpovidajici priméru, tedy entropii. Tuto mnoZinu vystupti zachycuje nésle-
dujici definice.

Definice 4.5. Necht'je X proces s entropii. MnoZinu

ls (Xjom =u) — H(X)' < z—:} ,

M (X) = {ueA” :
n

nazveme e-typickou mnoZinou vystupu délky n procesu X.

Predchozi definice pouZiva informacni obsah jevu (viz Definice 3.1 a diskuse pred
Definici 3.3). Prvky typické mnoZiny budeme také neformélné oznacovat jako ,typické
vystupy “. Typickd mnoZina procesu s AEP ma nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni 4.6. Bud' X proces s AEP ae,6 > 0.
(1) Prou € M! plati

—n(H(X)+ — —n(H(X)—
2~ ()E)S[I:D(X[O"n)_u)gz n(H(X)—e)

(2) Pro dostatecné velkd n plati P (X[O..n) € Mﬁ) >1-6.
(3) |Mn| < 2n(H(X)+e)
(4) | M| > (1 =6) - 2"7X=9) pro dostatecné velkd n.

Diikaz. (1) plyne z definice typické mnoziny a (2) z definice AEP.

Podle (1) pro kazdé u € ™" plati P (X, =u) > 27"+ ProtoZe jevy
X{o.y = u jsou pro rizné u disjunktni, nemiiZe jich byt vic nez tvrdi (3).

Podobné pro n, pro které podle bodu (2) plati P (X 0.n) € MZ) > 1 — 6, musi
vzhledem k P (X, = u) < 27"~ mohutnost M”" spliiovat (4). O

Podle predchoziho tvrzeni maji typické vystupy podobnou pravdépodobnost a
pocate¢ni vektory procesu se tedy ¢im dal vic podobaji uniformnimu rozdéleni na
typické mnozZiné. Onu zdénlivou rovnomérnost je ale tfeba vnimat v logaritmické
Skale: blizké jsou informacni obsahy spiSe neZ pravdépodobnost.

VSimnéme si paradoxniho faktu, Ze typické vystupy jsou téméf jisté, ale po-
Cetné naopak tvori stale mensi ¢ast vSech vystupt, jak je vidét z jejich poctu. Podil
Htypickych vystupli* délky n na vSech vystupech je totiZ zhruba

nH(X)

|A]"

a tedy exponencialné rychle klesa k nule, s vyjimkou procesu s entropii log | A|. Ten
odpovida procesu nezavislych uniformnich rozdé€leni, u kterého jsou typické v§echny

vystupy.

— 9n(H(X)-log|A])
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Stacionarni proces

Standardnim piipadem, kdy prispévek jednotlivych symbolli konverguje, je stacio-
narni proces, tedy proces, pro ktery plati

P (X[O..n) = u) =P (X[k,nJrk) = u) k,neN, u=uyu, ---u, , €A"

Pro k = 1 dostavame, Ze vSechny veli€iny stacionarniho procesu maji stejné roz-
dé€leni. VSimnéme si ovSem, Ze to pro stacionaritu procesu nesta¢i, uvazme napi.
proces (Y")nEN’ kde Y, =Y, , = X;, kde <X”>neN jei.i.d. proces. Pak jsou v§echna
Y, stejné rozdélena, ale existuji dvé odliSné rozd€leni pro vektory (Y, Y, ).

Tvrzeni 4.7. Necht' X je staciondrni proces.

(1) ProvSechna k,m,¢ € N, plati
§ (P X[k,.m) =9 (P X[k+fﬁm+f>) ’ H (Xiem) = H (Xjsrmiey)

(2) posloupnost H (Xn | X [0..n))’ n € N, je nerostouci,

(3) entropie procesu H (X) je dobie definovand a je rovna limité

H(X)=1lmH (X,|X4.,)-

Diikaz. Bud X stacionarni proces k,m,Z € N, k < m, u € A™*. Z definice sta-
cionarity dostavame, Ze se pravdépodobnosti P (X ) = u) apP (X (httmid) = u)

rovnaji. Z toho plyne
$ <PX[k,.m)> =S (PX[k+f..m+f)>
a

H(Xpw) = Y, P (X =u)logP (X, =u)
MES(PX[k..m) )
= Z -P (X[k+f.‘m+f) = ”) log P (X[k+f..m+f) = “) =H (X[k+f..m+f)) .

MES(PX[IHﬂ.erf) )

Tim je dok4zéano (1). Z toho a z Tvrzeni 3.37 déle dostavame

H (X, | Xio.)) S H (X, | Xp1.0)
=H (X[l..n+1)> -H (X[l..n)> =H (X[O..n)) -H (X[O..n—l))
=H (Xn—l | X[O..n—l)) .

Posloupnost H (X, | X [0“,1)) je tedy nerostouci a nezdpornd, mé tedy limitu a (3)
plyne z Dusledku 4.3. ]
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Li.d. procesy

Nejjednodussim piipadem, kterému se budeme vénovat, jsou i.i.d. procesy (inde-
pendent and identically distributed), tedy posloupnosti, ve kterych maji vSechny ve-
liciny X; : Q — A stejné rozdéleni P, které budeme nazyvat zakladni rozdéléni, a
jsou nezavislé, neboli

P(X,=a)=P (X, =a) = P(a), i,jeEN,ae A
n—1 n—1

P (X0 = u) HP “i)=HP(M,~) neNu=uyu -u,, €A"
i=0 i=0

Pfipomeiime, Ze takto definované nezavislost je silngjsi, neZ nezavislost po dvoji-
cich. Viz Pfiklad 3.28, ve kterém jsou veli¢iny nezavislé po dvou, ale ne po tfech.
Z nezavislosti (viz Tvrzeni 3.6) okamzité dostavame

Lemma 4.8. Li.d. proces X = (Xn)neN je staciondrni a pro vSechna i a n plati

%H (Xom) =M (X)), HX)=H(X,).

Zakladni nastroj pro studium i.i.d. procest je silny zadkon velkych Cisel, ktery
pfipominame bez dikazu.

Véta 4.9 (Silny zékon velkych ¢isel). Bud’ (X ")neN i.i.d. proces se zdkladnim roz-
délenim P a hodnotamiv A, abud’ f : A — R libovolnd funkce. Pak

1 - .
p 2;, F(X) = Ep(f) si.

Uvedeny zakon se nazyva ,silny, protoZze v ném figuruje konvergence skoro
jisté. Pfipometfime, Ze v Kapitole 2 jsme definovali E, (f) jako Zaes( P) P(a)f(a).
Vzhledem k piedpokladu identického rozdéleni navic pro kazdé i plati

Ep(f) =E (f(X)) -

Ze zakona velkych Cisel jednoduse plyne, Ze i.i.d. procesy maji AEP.

Tvrzeni 4.10. KaZdy i.i.d. proces md silné asymptoticky rovnomérné rozdéleni.

Diikaz. Nechf je X = (X,) _ i.i.d. proces se zakladnim rozdglenim P = Py .
Zvolme v silném zékonu velkych ¢isel za f funkci definovanou na a € s (P) jako
—log P(a). Pak E, (f) = H (X) a pro vSechna i na s (Xl) plati f(X,) = SX[. Z
nezavislosti pak na nosici kazdého vektoru Xy, , plyne

1

J(X).

n—1 n

IZ

_ < —

X[On) - n ‘SXA
i=0 i

S|
I
(=)

Zakon velkych cisel je tedy pro nase f jen jinou formulaci konvergence z definice
sAEP. ]
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Podivejme se bliZze na to, jak vypadaji prvky typické mnoZiny i.i.d. procesu.
Ozna¢me P = Py a pfedpokladejme A = s(P) (uvaZzujme jen mozné hodnoty).
Pak méme

H(P)=- Z P(a)log P(a)
a€A

a pro slovo u = u ---u,_, € A" plati diky nezavislosti X;

n
S (X =u)=- Zlog P(u) =— Z lu|,log P(u,),

i=1 a€A
kde |u| znaci délku slova u a |u|, znaci pocet vyskyti znaku (neboli pismene) a ve
slové u. Z toho je vidét, Ze slovo patii do typické mnoZiny, pokud relativni ¢etnost
% jednotlivych pismen v u odpovida (zhruba) jejich pravdépodobnosti P(a) (takova
slova nazyvame frekven¢né typicka pro rozdéleni P). To dava pojmu ,.typicka
mnoZina“ dal$i intuitivni smysl, ktery je navic Gzce propojen se zdkonem velkych
¢isel: slovo je prvkem typické mnoZiny, pokud v ném jsou frekvence vyskytu pismen
blizké ocekavani; takova slova se navic objevuji nejCastéji.

Nékolik varovani:

e V typické mnoZiné se nemuseji vyskytovat jen frekvencné typicka slova. Oce-
kavany informacni obsah 1ze dosdhnout i jinak.

e Slova z typické mnoZiny se objevuji nejcastéji, ale pocetné (obvykle) tvori
velmi malou ¢ast v§ech vystupti (viz vyse).

e Typické slovo nemé samo o sobé maximalni pravdépodobnost. Uvédomme
si, Zze nejpravdépodobnéjsim slovem ze vSech je posloupnost opakujiciho se
nejpravdépodobnéjSiho pismene. Takové slovo je ovSem jen jedno a pravdeé-
podobnost, Ze se objevi, je tedy miziva. Kazdé jednotlivé slovo z typické mno-
Ziny je sice také malo pravdépodobné, vysoce pravdépodobné ovSem je, Ze se
objevi néjaké slovo z typické mnoZiny.

Priklad 4.11. UvaZujme rozdéleni na ¢tyfpismenné abecedé A = {a, b, c,d}, kde
Pi@) =Py == Pfc)=1, Pid)=2
Y - Y - 8’ Y - 4’ Y - 2 .

Frekvencné typické slovo délky 8 obsahuje 1 acko, 1 bécko, 2 cécka a 4 décka.
Celkovy informacni obsah takového slovaje 1-3+1-34+2-2+4-1 = 14 bitd. To
je oc¢ekavana hodnota osmi kopii P,, protozZe

1 1 1 1 7
P,) =—-log8+ —log8+ —log4 + —log2 =-.
H (Py) 2 log8+ 2 log8+ 2 logd + S log2 = 7
Nasledujici tabulka ukazuje ve druhém fadku pocty slov s informa¢nim obsahem
uvedenym v prvnim fadku. Ve tfetim fadku je souhrnni pravdépodobnost slov s
danym informac¢nim obsahem. Pravdépodobnost jednotlivého slova u je z definice

informa¢niho obsahu rovna 2-5®,
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44 1168 (518 | 1288 | 2716 | 4824 | 7393 | 9648 | 10864 (10304 | 8288 | 5376 | 2816 | 1024 256
0.3911.6|4.3]|8.2)13.|16. | 17. | 15. | 11. | 7.4 4.1 2.0 |0.79]0.26|0.067 [0.012 [0.0015

Dalsi tabulka ukazuje sloZeni mnoZiny slov s o¢ekdvanym informa¢nim obsahem
14. Je vidét, Ze se nejedna pouze o slova s typickou frekvenci (1, 1, 2,4), ackoli ty
tvori nejvétsi skupinu.

{0) a] {e) 1) {0.! 2) {0) 3} {11 e) {1) 1J {1) 2) {ZJ e) {2) 1} {31 e)
6, 2} 4, 3} 2, 4} 9, 5} 4, 3} 2, 4} 9, 5} 2, 4} 9, 5} 9, 5}
28 280 420 56 280 840 168 420 168 56

Pokud za e v definici typické mnoZiny zvolime % dostanou se do ni vSechna
slova s informa¢nim obsahem 13 aZ 15. Téch je zhruba 13.5%, ale jejich souhrnna
pravdépodobnost je zhruba 48%.

Markovské procesy

VYev s

Mirné slozit€jsi jsou procesy markovské (fadu jedna), které zobeciiuji pojem krat-
kého markovského fetézce ze zavéru Kapitoly 3.4: zavislost kazdé veli¢iny na dosa-
vadnim priibéhu procesu 1ze v markovském procesu redukovat na zavislost na bez-
prostiedné piedchézejici veliiné. Jsou to tedy procesy, které spliiuji podminku

P (Xn =al Xiom = u) =P (Xn =al|lX, = un_l)

provSechnaa € A,n > 1, u = uyu, ---u,_, € A" takova, ze jevy v podmince maji
nenulovou pravdépodobnost. Jinymi slovy,

X[O..n—l) - Xn—l - Xn’ nz 2.

Je-li navic zavislost X, na X, stejn4 pro vSechna n, t.j. P (Xn+1 =b|X, = a)
je konstantni vzhledem k » pro vSechna n, pro ktera je definovana, mluvime o ho-
mogennim markovském procesu. Takovy proces je pln€ uren hodnotami m,, ,,
a,b € A, které urCuji pravdépodobnost toho, Ze X, je rovno b, pokud je X, = a.
Tyto hodnoty tvoii ¢tvercovou matici M, ktera se nazyva prechodovou matici mar-
kovského procesu. Je to tzv. stochasticka matice, tedy matice jejiz kazdy fadek je
stochasticky vektor, tedy vektor nezapornych redlnych Cisel se souctem jedna. Ji-
nak feceno, stochasticky vektor je pravdépodobnostni rozd€leni (v naSem pripadé na
A) a stochasticka matice je soubor takovych rozdéleni (v naSem piipadé€ indexovany
opét mnozinou A). Snadno ovéfime, Ze pro prechodovou matici M plati klicovy
vztah

I?X = 1?Xh ‘]V[.

n+l
Mocniny pfechodové matice M popisuji podminéné pravdépodobnosti dalSich veli-
¢in na pocitecnim rozdé€leni a jeji vlastnosti tak urcuji vlastnosti procesu.
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VSimnéme si drobné technické komplikace: pokud je P (X g = a) nulova, nemu-
zeme psat m,, = P (X,,; = b| X, = a). Proto jsme vySe museli podminku nenu-
lové pravdépodobnosti stile opakovat. V krajnim ptipadé, kdy je P (Xn = a) =0
pro vSechna n, je dokonce m,, , pro proces irelevantni. Zatimco tedy kazda stochas-
tickd matice definuje spolu s X, jednozna¢né markovsky proces, jehoZz je prechodo-
vou matici, pro dany markovsky proces miZe existovat pfechodovych matici, které
ho urcuji, vice. Nejednoznacnost je prave v ¢lenech m,, ,, pokud je hodnota a v celém
procesu nemoznym jevem. Komplikaci s nedefinovanymi podminénymi pravdépo-
dobnostmi I1ze opét obejit tim, Ze markovskou podminku zapiSeme jako

P(Xn=a,X[0_'n)=u)'I]:D(Xn—lz - )
=P (Xn =a,X, = u,,_l) P (X[O..n) = ”)

a podminku pro pfechodovou matici jako
P(X,=bX,,=a)=m,, -P(X,,=a).
Opakovanym pouzitim tohoto vztahu dostavame

Lemma 4.12.

k-1
P (X[n..n+k) = Upldy ==+ ”k—l) = Pxn(“o) : Hmu,.,l,ui .
i=

Homogenni markovsky proces je vyhodné chapat jako ndhodnou prochazku po
grafu, jehoZ vrcholy reprezentuji prvky z A a kde hrany jsou ohodnoceny podminé-
nymi pravdépodobnostmi m, ,. Druhym kli¢ovym parametrem je pocatecni rozdé-
leni Py , které urCuje pravd€podobnosti, s jakymi zac¢iname v konkrétnim vrcholu
grafu. Mame tedy randomizovany start. Pravé na této randomizaci zaleZi, zda bude
cely proces stacionarni. Pokud napiiklad pfifadime jednomu vrcholu g, pravdépo-
dobnost startu 1, dostaneme deterministicky start, a ten (aZ na trivialni vyjimky) ne-
povede ke stacionadrnimu procesu. Je snadné ovéfit, Ze homogenni markovsky proces
je stacionarni pravé tehdy, kdyz pocatecni rozdé€leni P = Py € A, spliiuje pod-
minku

Y P(a)-m,, = P(b)

acA
pro viechna b, tedy P - M = P, a stochasticky vektor P je tedy vlastnim vektorem
stochastické matice M = (m,, b)a ses- Takovému vektoru fikdme stacionarni (poca-
tecni) rozdéleni. Pro stacionarni 7h0mogenni markovsky proces l1ze jednodusse urcit
entropii procesu.

Lemma 4.13. Pro staciondrni homogenni markovsky proces X = (X ")nEN a kaZdé
i € N plati

HX)=H (X, | X)) =H (X, 1Xy), H (X)) =H (X)) +m=-1)-H(X).
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Diikaz. Z tetézového pravidla dostdvame, Ze

n—1

H (X)) = H (Xo) + X H (X, 1 Xpo.0)

i=1

kde markovska vlastnost X, ;_;, — X;_; — X, a stacionarita davé pro cleny sumy
vSe potiebné:

H (X, | X)) =H (X, | X,.,) =H (Py x_)—H(Px_)
=H (Py x,) —H(Py) =H(X,|X,).

Protoze je proces stacionarni, prvni tvrzeni plyne z Tvrzeni 4.7(3). [

Na zavér se slusi poznamenat, Ze entropie existuje pro vSechny homogenni mar-
kovské procesy, 1 ty nestacionarni. Entropie takového procesu je pak rovna entropii
stacionarniho markovského procesu se stejnou prechodovou matici. Takovych ale

Vv

muzZe byt vice, a my se zde touto obecnéjsi teorii nebudeme zabyvat.

Markovské procesy - AEP

Také pro homogenni markovské procesy lze zformulovat obdobu zdkona velkych
¢isel a AEP. My se zde zaméfime na jednoduchy pifipad, pro ktery jiz mame defi-
novanou entropii, tedy na stacionarni piipad. Oznacme tedy zakladni rozd€leni P,
jako P. ’

K tomu budeme navic poZadovat, aby byl tento markovsky proces souvisly, nebo-
li aby v pfechodovém grafu existovala ,,nenulovid* cesta mezi kaZzdymi dvéma prav-
d&podobnostn& moznymi stavy. Rekneme tedy, Ze markovsky proces je souvisly, po-
kud je stacionarni a homogenni a pokud pro kazdé dva stavy a, b € A, pro které jsou
P(a) a P(b) nenulové, existuje slovo u = aub € A* takové, Ze P (X 0.n) = u) > 0
(kde n je délka aub).

Pro souvislé markovské procesy plati zdkon velkych ¢isel v podobé analogické
Vété 4.9. My ale pro jednoduchost vyslovime zékon velkych ¢isel pro souvislé mar-
kovské procesy piimo ve formé, ktera sleduje vyskyt digrami, tedy dvojic po sobé
jdoucich symbolt. Ty odpovidaji hranam v pifechodovém grafu. Ze stacionarity a
homogenity plyne, Ze piislusné rozdéleni Py y  je stejné pro vSechna i, oznacme
ho P,.

Tvrzeni4.14. Je-li X = (X,) _

e Souvisly markovsky proces, pak pro kaZdou funkci
[ AX A - R plati

n—1
1 .
- Y f (X X)) = Ep () 54,
i=0
Nyni mtiZzeme pro souvislé markovské procesy dokazat silné AEP.
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Tvrzeni4.15. Je-li X = (X n) o, Souvisly markovsky proces, pak md silné asympto-

neN
ticky rovnomérné rozdéleni.

Diikaz. Nechf je X = (Xn)neN souvisly markovsky proces. Definujme reilnou
funkci f na s (P,) predpisem

f(a,b) = —logm,,,

kde m,, je piechodova pravdépodobnost dand homogenitou procesu, tedy m,, =
P (X,,; =b| X, =a),prokazdéi € N.Nanosici (X,, X,,,) tedy plat{ f(X,, X,,,) =
Sx, xsatedy Ep (f) =H (X, | X;), coZ je rovno H (X).

Prow € s (X [0__,1)) oznatme u = X, ,,(w) € A". Pak z Lemmatu 4.12 plyne

n—1

SX[OA‘n)(w) =—logP (X[O..n) = u) = —log Py, (up) + Z —logm, .,

i=1
n-2

= Sxo(a)) + Z f (X,(a))’ Xi+1(a))) '

i=0

Podélenim pfes n,

n—2
| | -1 1
;JX[O.,,»((U) = ;«SXO(CO) + : n (m Z(; S (Xi(w)’ Xi+1(w)>> .

Dle zakona velkych ¢isel pro markovsky proces jde prava strana skoro jist€ Kk Ep (f) =
H (X), coz jsme chtéli ukazat.
]

Prechodovy graf a nestacionarni procesy (nepovinné)

Nejcastéjsi zptisob, jak poznat souvislost markovského procesu je zvazeni vlastnosti
prechodového grafu, ktery je uréen pfechodovou matici M. Upfesnéme, Ze se jedna
o ohodnoceny graf, kde vrcholy jsou stavy markovského procesu, tedy mnoZina A a
ohodnoceni hrany (a, b) je rovno M, ,, pfi¢emz hrany s nulovou vahou neuvazujeme.
Potom plati jednoduché pozorovani.

Tvrzeni 4.16. Necht X = (X ")neN Jje staciondrni homogenni markovsky proces s
prechodovou matici M. Pokud je pirechodovy graf odvozeny z matice M silné sou-
visly, pak je i proces souvisly.

Ziskali jsme tedy grafové kritérium pro souvislost procesu. Toto kritérium je
zaroven mozno pouZzit pro formulaci AEP 1 pro nestacionarni procesy.

Véta 4.17. Necht' X = (X,,)neN Jje homogenni markovsky proces s prechodovou
matici M. Pokud je pFechodovy graf odvozeny z matice M silné souvisly, pak proces
md entropii i silné asymptoticky rovnomérné rozdéleni.
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Dtikaz jiz vyzaduje hlubsi pochopeni markovskych procest, a proto ho zde neu-
vadime. Podobné bez dlikazu uvadime zptisob, jak entropii daného procesu ziskat.

Tvrzeni 4.18. Necht' X = (X")neN Jje homogenni markovsky proces s prechodovou
matici M. Necht je pifechodovy graf odvozeny z matice M silné souvisly. Pak pro
matici prechodu M existuje jediné staciondrni pocdtecni rozdéleni p = (p,),ca-
Entropie procesu X je pak rovna entropii staciondrniho homogenniho markovského
procesu 'Y s pocdtecnim rozdélenim Py = p a matici pfechodu M. Plati tedy

H(X)=HY) = HY,|Y,).
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5 Komprese dat
Kody

Bud' M né&jaka mnozina zprav, které chceme prenaset néjakym kanalem, piipadné
mnoZina dat, kterd chceme nékde ukladat. K tomu musime M nejprve zakédovat do
symbold, které jsou pro pienos nebo zapis vhodné. Je-li M mnoZina zprav, zobrazeni
f + M — B* kde B* je mnoZina posloupnosti prvkii B, nazyvame kéd a obrazy
f nazyvame kédova slova. Prirozenym poZadavkem je, aby byl kod prosty, koédova
slova totiZ chceme umét dekddovat zpét na ptivodni zpravy.

V této kapitole budeme zkoumat piipad, kdy je mnozina zprav kone¢na. Zakladni
definice kédu se ale vztahuje i na spocetné nekone¢né mnoziny zprav. DileZity a pfi-
rozeny piipad spocetné mnoziny zprav jsou libovolné dlouhé posloupnosti symbola
z n¢jaké mnoziny A (napf. vSechny kone¢né binarni posloupnosti). Takové posloup-
nosti obvykle nazyvame slova a mnoZinu A abeceda. MnoZina slov délky »n nad
abecedou A je A", pro mnozinu vSech slov jsme jiz vySe zavedli znaceni A*. Pokud
vylou¢ime prazdné slovo, které znac¢ime €, zna¢ime vyslednou mnozinu A*. Dile-
Zité pro nas bude neostré ¢astecné usporadani slov pomoci relace prefix. Pokud je
tedy u prefixem v, budeme psat u < v.

Nejprirozenéjsi konstrukce kddu na nekonecné mnozing zprav M = A* je blo-
kové rozsireni néjakého koédu f : A — B* na abecedé A na zobrazeni f* . A* —
B* definované predpisem

faya,...a,) = f(a)f(a,) ... f(a,).

Ko6d na A%, ktery je takto blokovym rozsitenim svych hodnot na abecedé A (Ci pres-
néji na slovech délky jedna, kterd ovSem obvykle s pismeny ztotoZilujeme), nazy-
vame blokovym kédem. Obrazem prazdného slova je prazdné slovo, coZ souhlasi
s prirozenym chapanim prazdné konkatenace. Kod f na A nazyvime jednoznacné
dekodovatelnym, pokud je jeho blokové rozsifeni prosté na A*. Samoziejmée, ne
kazdy kod na A* je blokovy, ve vétsin€ pripadlii dokonce blokové rozsifeni nemiize
dosahovat optimalnich vysledki a je nutné pouzit jiné postupy, které budeme zkou-
mat v Kapitole 6.

Koéd f se nazyva prefixovy, pokud obraz Zadné zpravy neni prefixem obrazu jiné
zpravy. DileZitou vyhodou prefixového kddu je to, Ze i bez néjakého speciilniho
zakoncovaciho symbolu poznadme konec zpravy. Specialné je prefixovy kazdy kod
uniformni, tedy takovy, ktery ma vSechna kédova slova stejné dlouha. Pokud kod
prefixovy neni, existuje situace, kdy jsme dostali kodové slovo, ale nevime, jestli
prenos nebude pokracovat na jiné kodové slovo.

Lemma 5.1. Jednoznacné dekédovatelny kod nepouzivd prdzdné slovo. Je to tedy
zobrazeni A - B™.

KaZdy prefixovy kod f : A — B* je prosty. Je také jednoznacné dekodovatelny,
s vyjimkou jednoprvkové mnoZiny A = {a} a f(a) = €.
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Diikaz. Pokud f(a) = ¢, pak f*(a) = f*(aa) = € a f neni jednoznacn¢ dekddova-
telny.

Pokud je kod f prefixovy, pak pro a # b zejména f(a) # f(b), protoze kazdé
slovo je svym vlastnim prefixem. Kdd f je tedy prosty.

Necht je kod f prefixovy a f*(u) = f*(v) pro u # v. MiZeme predpokladat,
Ze u a v jsou nejkratSi mozna, tedy zejména nezacinaji stejnym pismenem. Jsou-li u
1 v neprazdnd, pak jsou obrazy jejich prvnich pismen prefixové srovnatelné, spor s
prefixovosti. Je-1i jedno ze slov prazdné a druhé neprazdné, pak pro vSechna pismena
a obsazena v tom neprazdném plati f(a) = €. ProtoZe € je prefixem kazdého slova,
musi diky prefixovosti f platit A = {a}. [

Priklad 5.2. Kéd f, : {a,b,c} — {0, 1}, definovany jako
a— 0 b 01 ¢ 10,

je prosty, ale neni jednoznacné dek6dovatelny, protoZe f[(ac) = f[(ba) = 010.
Kddové slovo 010, coZ je kédové slovo pro kdd f7, nelze jednoznacné dekodovat.
Kaod f) tedy také neni prefixovy. Jak je vidét i z rovnosti f(ac) = f[(ba), obrazy
f1(a) a f,(b) jsou prefixové srovnatelné.

Kod f, : {a,b,c} = {0,1}*, definovany jako

a— 0 b~ 01 cH 11,

také neni prefixovy, ale jak f, tak f; jsou prosté, jak lze snadno ovéfit pokusem
o konstrukci kédového slova, které by nemélo jednoznacny vzor. Dekédovani f7
je piesto velmi nepraktické, protoze vSechna kodova slova ac” a be* jsou prefixové
srovnatelnd. Musime tedy cekat na konec celého prenosu, abychom zjistili prvni
pismeno zpravy.

Poznamka: Na slovech je pfirozené definovana (asociativni) operace zfe-
t€zeni, kterd sloviim u a v pfifazuje slovo uv. S touto operaci tvoii A* vol-
nou pologrupu (resp. A* volny monoid) s bazi tvofenou slovy délky jedna.
Blokové rozsifeni f* lze pak stru¢né definovat jako homomorfismus monoidi
A* - B*.

V literatufe se Casto ,kédem* rozumi pifimo mnozina kédovych slov, na-
vic obvykle pouze pokud je f* prosté, tedy pokud je f jednozna¢né dekddo-
vatelné. Bez zminky o zobrazeni, pouze v terminech abecedy B, to lze vyjadfit
slovy, Ze kodova slova nespliiuji Zddnou netrividlni rovnost.

Existence prefixovych kodu

Zakladnim pozadavkem na kody je co nejkratsi vystup. Pokud chceme kod blokové
rozsifovat, je navic nutné, aby byl jednoznacné dekddovatelny. Mezi jednoznacné
dekodovatelnymi kody navic preferujeme z vyse uvedenych ditvodi prefixové kody.
Prozkoumejme tedy nejprve kombinatorické podminky pro existenci prefixovych
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kodt na koneéné mnoziné zprav, kterou budeme v tomto oddilu znadit A, protoze
nés bude zajimat blokové rozsifeni na M = A*.

Prefixové kody je mozné snadno znazornit pravidelnym orientovanym stromem
stupné D := |B| s hranami popsanymi pismeny, jehoZ kofenem je prazdné slovo,
kazdy vrchol reprezentuje slovo popisujici cestu z kotfene a kddova slova jsou re-
prezentovana listy. Je-li f : A — B* prefixovy kdd s nejdelSim kédovym slovem
délky L, ma pfislusny strom hloubku L. Vrchol odpovidajici kodovému slovu délky
¢ vzhledem k prefixovosti ,,blokuje‘ v§echny své nasledniky, zejména vSechna svi
prodlouzeni délky #, kterych je DX~¢. Z toho prostym pocitanim listd a po nasled-
ném vydéleni D* plyne, Ze pro prefixovy kod f musi platit

Z D@ <1,

aeM

coz je tzv. Kraftova nerovnost, ktera ovSem podle nésledujici véty plati i pro jed-
noznacné dekodovatelné kody.

Tvrzeni 5.3 (McMillanova nerovnost). Necht'je f : A - B* jednoznacné dekodo-
vatelny kéd. Pak plati Kraftova nerovnost.

Diikaz. Pro kazdé u € B* oznaéme p(u) = D71 a rozsifme toto znaceni aditivné
na mnoziny:

p(S) = D, p(w).

ues
Zobrazeni p, které vystupuje v Kraftové nerovnosti, vyjadiuje jakousi ,hustotu*
mnoziny S. Zejména pro slova stejné délky k plati

p(SnBY) <1,

coZ je podil mnoZiny slov z S na mnoZzing viech slov z B*. Je-li délka slov z S
nejvyse L, plati tedy také

p(S)< L. (©)

Pro p navic plati p(uv) = p(u)p(v), tedy zejména pro kazdé a, --- a, € A* také

k

p(f*(alak)) :Hp(f(a,)) (Q)

i=1

Véta, kterou dokazujeme, tvrdi, Ze p (f(A)) < 1. Postupujme sporem a predpokla-
dejme p(f(A)) > 1. Ozna¢me ¢ délku nejdelsiho slova z f(A). Bud n dostate¢né
velké ¢islo, aby platilo (p(f(A)))" > nZ, a uvazujme mnozinu f*(A") vSech kédo-
vych slov, ktera vzniknou jako obrazy zprav délky n. Délka téchto kddovych slov je
nejvyse nZ. Podle (¢) plati

nt 2 p(f*(A") = Z p (f*W) = (p(f(A))" > nt,

ue A"

51



kde prvni rovnost je disledkem pfedpokladu jednozna¢né dekédovatelnosti: na levé
stran€ rovnosti totiZ s¢itdme hustoty pfes mnoZinu obrazi, na pravé strané pfes mno-
Zinu vzori; pokud by f* nebylo na A" prosté, platila by ostra nerovnost <. Druha
rovnost plyne z (#) po dosazeni definice p(f(A)) a roznasobeni sum.

Dostali jsme spor. [

Priklad 5.4. Uvazujme kédy f, a f, z Prikladu 5.2. U obou dostdvame Kraftovu
sumu rovnu jedné. Je-li tedy Kraftova nerovnost splnéna, o tom, zda je kéd jedno-
znacné dekddovatelny nam to nic netika.

Uvazme nyni kod f,, definovany na A = {a, b, c,d} jako

a— 0 b— 01 c— 10 d— 11.

Kraftova suma je nyni p ( f4(A)) = %, a kod tedy podle McMillanovy-Kraftovy
nerovnosti nemize byt jednoznacné dekddovatelny. Ilustrujme na tomto piikladu
myslenku ditkazu Tvrzeni 5.3. Pro n = 16 plati

()= 3 orrwy>n

ucAle

Protoze slova z f* (A16) maji délku nejvySe 32, existuje alesponi jedna délka 1 <
d < 32, pro kterou je

> o= Y o>l

|f(w)|=d | f(w)|=d

Existuje tedy vice neZ 29 slov w ktera f , zobrazuje na binarni slova délky d. Zob-
razeni f, tedy neni proste.

Jako u vétSiny pocetnich argumentd, je i zde odhad velmi hruby a velkorysy.
VSimnéme si naptiklad, Ze vypocet nebere v tvahu fakt, Ze neexistuji Zadné obrazy
délky méné nez 16. Bliz§im vypocltem lze ovéfit, Ze obrazi délky 26 je vice nez
sedmkrat vic, nez je binarnich slov této délky. Lze téZ snadno ovéfit, Ze existuje 270
obrazii délky osm, takZe jiZ na slovech této délky Ize uplatnit jemnéj$i pocCetni argu-
ment, podle néjZ jakykoli binarni kod s délkami (1, 2, 2, 2) ma nejednoznacné deko-
dovatelné slovo délky osm. Ve skutecnosti vS§ak z kombinatorické analyzy snadno
plyne, Ze kolize nastava nejpozd¢ji na slové délky tfi (obrazu slova délky dva).

Prestoze je argument takto velkorysy, samotnd mez je presnd, jak uvidime v na-
sledujicim tvrzeni.

Pro dané slovo u a ptirozené Cislo n > |u|, ozna¢ime [u]f mnozinu vSech slov
délky n nad abecedou B, které jsou prodlouZenim slova u, t.j. slovo u je jejich pre-
fixem (index pro abecedu budeme vynechavat, pokud bude jasna z kontextu). Tato
slova odpovidaji listiim ve stromé hloubky n, které u ,,blokuje*. Mohutnost [u] f je
D" kde D = |B|.
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Tvrzeni 5.5 (Existence prefixového kédu). Pokud soubor prirozenych Cisel €, a €
A spliiuje Kraftovu nerovnost, tedy

Y De<l,

a€A

pro D = |B|, pak existuje prefixovy kéd [ : A — B* spliiujici | f(a)| =7, a € A.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme konstrukci pozadovaného kodu, tedy volbou kédovych
slov. Nejprve sefadime prvky A do posloupnosti a,, a, aZ a, tak, aby délky ¢, :=
¢, byly sefazeny vzestupné. PopiSeme nyni induktivni proces volby kddovych slov.
Néjprve pro prvek a, vyberme libovolné kddové slovo délky ¢,. Predpokladejme,
Ze mame prefixovy kéd f dobfe definovany na prvcich ay, a,, .., a,, k < n, achceme
ho rozsifit na prvek a,, , tak, aby byl stéle prefixovy. K tomu staci zvolit slovo délky
¢ := ¢, které neni prodlouZenim Zadného z dosud zvolenych obrazii f, ani neni
zadnému z nich rovno. Pro ,,zakdzané* mnoZziny slov f(a,), i < k délky ¢ plati

k k k
Jlr@)?| = X |lr@)?|= X o < ¥ ot = 0" ¥ 0% < 1",
i=1 i=1 i=1

acA acA

Vs vz

Z ostré nerovnosti plyne, Ze hledané slovo f(a,,,) € B?, které nenaleZi 7adné z
mnozin [ f (al.)]f, i < k, existuje. Toto slovo zaroven neni prefixem zZadného pred-
choziho kédového slova, nebot z nich ma maximalni délku. (VSimnéte si, ze kon-
strukce je korektni i pro k = 0, kdy je mnoZzina na levé strané rovnosti prazdna. V
tomto piipad¢ tedy volime slovo a,; délky Z, libovolné.) 0

Zduraznéme, Ze dikaz existence koédu v predchozim tvrzeni je konstruktivni.
Deterministicka konstrukce miiZze volit mezi kandidaty nejmensi slovo v néjakém
pfedem daném uspotadani slov (naptiklad lexikografickém).

Tvrzeni 5.3 a Tvrzeni 5.5 ukazuji, Ze siln€jSim poZadavkem na prefixovost oproti
pozadavku na pouhou jednoznaénou dekodovatelnost nic neztracime:

Dusledek 5.6. Pro kaZdy jednoznacné dekédovatelny kod existuje prefixovy kéd se
stejnymi délkami kodovych slov.

Stiredni délka kodu

V souvislosti s kompresi nas zajimaji kody s co nejkrat§imi obrazy, pfi¢emz rozho-
dujicim métitkem bude priimérnd délka zpravy, coz poukazuje na to, Ze zpravy jsou
hodnotami néjaké ndhodné veli¢iny X : Q — M, resp. Ze na mnoZiné¢ M je defino-
vané né&jaké pravdépodobnostni rozdéleni. V piipad€ konecné mnoziny M nas tedy

bude zajimat stiredni délka kodu

E(fXOD =), Py(@ - |f(a)l,

aeM

kterou se budeme snaZit minimalizovat a kterou oznacime [f] .
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Definice 5.7. Rekneme, e kéd f : M — B* je pro danou ndhodnou veli¢inu
X : Q - M optimalni pokud

® je prefixovy;

e md mezi prefixovymi kédy nejmensi moZnou stredni délku. Tedy pro kaZdy pre-
fixovy kéd f' = M — B* je [y < [f']x-

Pro kazdé X s hodnotami v konecné mnoZin€ existuje (alesponi jeden) optimalni
kod.

Lemma 5.8. Méjme ndhodnou velicinu X s hodnotami v konecné mnoziné M. Pak
existuje optimdlni kéd f : M — B* pro X.

Diikaz. Jisté pro X existuje alesponi jeden prefixovy kod g, staci napt. zvolit kéd
uniformni s délkou kodovych slov n = [log p M ]. Tim ziskavdme horni odhad pro
stiedni délku optimélniho kédu f. Musi platit

[fTx = X 1f@|Py(a) < n = [g].

aeEM

Z uvedeného vzorce pro stiedni délku kédu dale plyne horni odhad délky | f (a)| pro
kazdé a € s (PX), konkrétné f(a) < n/Py(a). Pro zpravy z nosice tedy vybirame
z kone¢né mnoZiny moznych délek kédovych slov, pricemz tyto délky vzdy jiZ ur-
¢uji primérnou délku kédu. Mtizeme tedy vybrat ty délky, které poskytuji nejmensi
stfedni délku s podminkou, Ze spliiuji Kraftovu nerovnost, kterd zarucuje existenci
prefixového kédu danych délek.

Pokud existuji zpravy mimo nosi¢, musime i jim prifadit néjak4 kddova slova.
Ackoli jejich délka na stfedni délku kddu nema vliv, zpravy mimo nosi¢ tim vynu-
cuji, Ze v predchozim kroku musime z mnoziny kandidati vyloucit ty, ktefi spliiuji
Kraftovu rovnost.

Pokud délky slov na nosici spliiuji ostrou Kraftovu nerovnost, je naopak vzdy
mozné je doplnit délkami pro slova mimo nosic¢ tak, aby Kraftova nerovnost stéle
platila. 0

Priklad 5.9. V predchozim diikazu se ukazalo, Ze i zpravy mimo nosi¢ mohou ovliv-
nit stfedni délku kédu. Pokud méme napfiklad zakédovat do binarni abecedy zpravy
{a, b, c}, pficemz pravdépodobnost zpravy c je nulova, nemiZeme zvolit vyhodné
a— 0,b — 1, protoZe pro ¢ by nezbylo zddné kddové slovo, které by neporuso-
valo prefixovost. Mohli bychom navrhnout, aby se zprava ¢ nekédovala vibec. Tim
ale ménime zadani pro konstrukci kodu. Je tedy vhodnéjsi rozliSit situaci, kdy se
kod konstruuje pro vechny zpravy, a situaci, kdy vyslovné poZadujeme kdd jen pro
nosic.

Priklad 5.10. VSimnéme si také patologické situace, kdy mnoZina zprav je jedno-
prvkova. V takové situaci je veli¢ina X konstantni a jeji entropie je nulova. Posilat
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takovou zpravu tedy nedava dobry smysl. Nicméné predchozi lemma plati i pro tento
pfipad, optimalni kod pfifazuje jediné zpravé prazdné slovo. Stiedni délka takového
kédu je nula, coz jisté zaruCuje druhou podminku optimality. Soucasné v ptipadé
jediného koédového slova plati, zZe kdd je trividlné prefixovy. VSimnéme si ale, Ze
neni jednoznacné dekddovatelny. (To je jediny piipad, kdy prefixovy kéd neni jed-
noznac¢né dekddovatelny.)

Nasledujici lemma vyslovuje zfejmé pravidlo, Ze optimalni kod musi pfifazovat
pravdépodobnéjsim slovim kratsi kédova slova.

Lemma 5.11. Je-li f optimdlni kéd pro X, pak pro Zadné a, b € M neplati soucasné
Py(a) < Py(b)a |f(a)| < |f(D)I.

Diikaz. Pokud by pro né€jaky pér a, b nastala zakazana situace, stacilo by vymeénit
kdédova slova, ¢imz by se sniZila stiedni délka kodu o

(Py(b) = Py(@) (ILf D) = | f(@)]). -

Jako dosud budeme pismenem D oznacovat mohutnost vystupni abecedy. Tato
abeceda bude nadale kone¢na a netrivialni, tedy minimalné dvouprvkova (D > 2).
Entropii a divergenci pak bude vhodné mérit ,,D“-itech, tedy zavedeme

P(a)

Hy(X)= ). Py@(-log,Py(@), DyPllQ)= ) P(@)logy 5

aes(Py) aes(P)
Tedy H (X) = H,(X)aD(P || Q) = D,(P || Q). Jisté plati

D(P || Q)
logD

H (X)

Hp (X0 = log D

, Dy(P || Q)=
Nasledujici tvrzeni je prvni, které uvadi kompresi do jiZ né€kolikrat ohlasované
souvislosti s entropii.

Tvrzeni 5.12. Necht X je ndhodnd velicina s hodnotami v konecné mnoziné M a
f je prefixovy kod f . M — B*. Potom je stredni délka kodu zdola odhadnuta
entropii:

[f1x = Hp (X).

Rovnost nastdvd pravé tehdy kdy? Py(a) = D7/ @ a e M.
Ditkaz. Ozna¢me ¢, = |f(a)|, c = Zaex( Py) D% a definujme rozdéleni Q € A,
predpisem

D_K”, a€Es (PX)

c

O(a) =
0, a¢s (PX) .
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JelikoZ maji P, a Q stejné nosi¢e, miZeme rozdil obou stran nerovnosti zapsat na-
sledovné:

[flx —Hp(X)= ). Py(a)(If (@] +log, Py(a))
aES(PX)
= ). Py(a)(~log,y(cQa) + log, Py(a))
aES(PX)

= —logpc+ Dy(Py || Q) > 0.

Z Kraftovy nerovnosti dostavame, Zze ¢ < 1, tedy —logc je nezdporny. Dokéazali
jsme pozadovanou nerovnost.

Pokud plati Py(a) = D7/ @I, pro viechna a € M, pak lze pouhym dosazenim
ovéftit rovnost entropie a stiedni délky kddu. Naopak, pokud je stfedni délka kddu
rovna entropii, musi byt ¢ = 1 a D(Py || Q) = 0. Z toho plyne Py(a) = Q(a) =
D=V @I pro kazdé a € s (Py). Zaroveii dostdvdme, Ze s (Py) = M. Jinak by totiZ
soucet ), _,/ D%« byl ostfe vé&tsi neZ ¢ = 1 a to by byl spor s Kraftovou nerovnosti.

[

Vsimnéte si, Ze odhad z pfedchoziho tvrzeni plati i pro kody jednoznaéné deko-
dovatelné, protoze ke kazdému takovému kddu existuje prefixovy se stejnymi dél-
kami kédovych slov, viz Disledek 5.6.

Shannonuv kéd

Nasledujici tvrzeni poskytuje prvni horni odhad na stiedni délku kodu. VSimnéte si,
Ze zde nejprve ignorujeme zpravy s nulovou pravdépodobnosti.

Tvrzeni 5.13. Necht' X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v konecné mnoziné M. Po-
tom existuje prefixovy kod f @ s (PX) — B* prokteryplati | f(a)| = [—log, Py(a)],
aE€s (PX), a

[flx <Hp(X)+ 1.

Diikaz. Polozme ¢, = [—log, Py(a)],proa € s (PX). Potom

Y D<) Py@=1l

aes(PX) aes(PX)

Existuje tedy prefixovy kod s danymi délkami kédovych slov. Pro takovy kdd plati

[flx= ), Py@-£,< D Px(a)(=logy Py(@)+1) =Hy(X)+1.

aES(PX) aES(PX)
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Kazdy (prefixovy) kéd spliiujici podminky z piedchoziho tvrzeni se nazyva Shan-
nonuv. Pfesnéji o takovém kodu fekneme, Ze je to Shannontv kéd pro nahodnou
veli¢inu X (pokud neni vystupni abeceda B dana z kontextu, musime specifikovat i

ji).

Tvrzeni 5.14. Je-li f . s (PX) — B* Shannonitv kod pro ndhodnou velicinu X,
Jjsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

(1) [f]x = Hp(X)

(2) |f(@)] = —logp(Px(a) EN, a € s (Py),
(3) —logp(Py(a@)) €N, a € s (Py),

(4) Zues(py) D7V =1.

Diikaz. Dle Tvrzeni 5.12, jsou podminky (1) a (2) ekvivalentni pro kazdy prefixovy
kéd. Ekvivalence podminky (3) s podminkou (2) vyplyva pfimo z definice Shanno-
nova kédu.

Plati

2 D—[—logDPX(a)]S Z D'"o¢p Px(@ — Z Px(a)zl'

aES(PX) aES(PX) aES(PX)

Rovnost plati, pravé kdyz [—log,, Py(a)] = —log,, Py(a) pro vSechna a € s (PX).
Tim je dok4zana ekvivalence (2) a (4). [

Tvrzeni 5.15. Necht' je X ndhodnd velicina s hodnotami v konecné mnoziné M a
necht’ B je abeceda mohutnosti D. Potom existuje prefixovy kod f . s (PX) — B*
takovy, Ze [ f]y = Hp (X), pravé kdyZ —logp(Py(a)) € N, a € s (Py). Takovy kod
pak bude mit nejmensi stiedni délku kodu, bude Shannonitv a bude pro néj platit
|/ (@] = —logp(Py(a), a € s (Py).

Diikaz. Véta je disledkem piedchozich vét. 0

Shannoniiv kéd je vytvoren pro konkrétni veli¢inu. Nasledujici véta ukazuje, Ze
pro jinou veli¢inu muze byt, a povétsinou je, krajné neoptimalni.

Tvrzeni 5.16. Necht' X,Y je ndhodnd velic¢ina s hodnotami v konecné mnoZiné M
af s (PY) — B* je Shannonitv kéd pro velic¢inu Y. Pokud je s (PX) Cs (PY),
plati

Hyp (X)+ Dp(Py || Py) < [f]-
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Diikaz. Rozdil dvou ¢lenti z opacnych stran nerovnosti zapiSeme pomoci divergence:

[flx —Hp(X)= Y, Py(a)(If(@)]+]log, Py(a))

aes(PX)

> ) Py(a)(—log, Py(a) +log, Py(a))
aes(PX)

= DD(PX I PY)-

O

Nyni ukdZeme, Ze Shannontv kéd 1ze rozsitit i mimo nosi¢ ndhodné veli¢iny,
aniZ bychom ztratili omezeni na stfedni délku kodu dokézané pro nosic.

Tvrzeni 5.17. Necht' X je ndhodnd veli¢ina s hodnotami v koneéné mnoziné M.
Potom existuje prefixovy kod f : M — B, pro ktery plati

[flx < Hp(X)+1.

Diikaz. Vezméme Shannonuv kéd f : s (PX) — B* aoznatme 7, = |f(a)|,
a € s (Py). Pro ten je nerovnost splnéna. Pokud je ZQGS(PX) D% < 1, miZeme
najit dostateCnd velkd £, ,a € M \ s (PX), takova, ze Zae " D%« je stale mens${ neZ
jedna. Dle Tvrzeni 5.5 existuje prefixovy kéd f' : M — B* takovy, Zze £, = | f(a)|
pro vSechna a € M. Jelikoz se délky kddovych slov pro f a f’ shoduji na s (PX),
maji stejnou stiedni délku kédu a nerovnost plati i pro f'.

Pokud je ¥.cyp) D% = 1, dostavame z Tvrzeni 5.14, 7e [f]y = Hp (X).

Vezméme prvek ¢ € s (PX) (pokud chceme co nejmensi stiedni hodnotu, volme
tak, aby | f(c)| bylo maximalni). Plati Py(c) = D/©I < D° < 1. Definujme
¢'=¢,+1at! =¢, proa€ s(Py) rizn od c. Potom plati ZQGS(P)D‘fZ <la
op€t Ize najit ¢isla £/, a € M \ s (PX) takova, Ze existuje prefixovy kod f' na M s
délkami slov £’. Pro takovy kod plati

[flx= D, Px@-£,= Y Pya)-£,+Pyc) 1 <H,(X)+1.

aES(PX) aGS(PX)

Kontrolni otazka

e Ovéite, ze Q v dikazu Tvrzeni 5.12 je opravdu rozdéleni.

Huffmanuv kod - nejkratsi binarni prefixovy kod

Podle Tvrzeni 5.15 je Shannontv kéd optimalni ve specialni situaci, kdy logaritmy
vSech pravdépodobnosti jsou celociselné. V obecné situaci horni odhad H,, (X) + 1
pro jeho délku optimalitu nezarucuje, jak ukazuje nasledujici priklad.
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P¥iklad 5.18. Rozd&lenf P = (% L é) m4 entropii

H (P) =1og(3) + % ~ 1.918.

Zaporné logaritmy pravdépodobnosti jsou —log P = (1.58, 1.58,2.58, 2.58), takze
délky pro Shannontv kéd jsou d = (2,2, 3, 3). Tomu odpovida napriklad prefixovy
koéd g = (00,01, 100, 101) s délkou

le], = % ~ 2.333,
Minimalni kéd pro P je ale napiiklad f = (00,01, 10, 11) s délkou

[F1p =2 <[l

Nyni popiSeme Huffmaniiv algoritmus, ktery konstruuje optimalni prefixové
kédy pro bindrni vistupni abecedu, tedy pro ptipad kdy D = 2. Zvolme B = {0, 1}.
Algoritmus pracuje rekurzivné nasledujicim zptisobem. Slou¢i dvé pismena s nej-
mensi pravdépodobnosti do jediného nového pismene a ziska tak rozdéleni na mensi
abecedé. Potom sestroji minimalni kod pro tuto mensi abecedu a z kédu slozeného
pismene ziska kod ptivodnich dvou pismen tak, Ze k nému piida jeden rozliSovaci
bit. Viz pseudokdd algoritmu niZe.

Algorithm 1: Huf fman
Data: P, M
Result: f : M — {0,1}*
if M = {c} then

| glo) =¢;
else
a,b < argmin,, , P(x) + P(y); (* moZnd nejednoznalnost *)
C« M\ {a,b}U{c}; (x c&g M %)
P(x), xeCl,x#c
O(x) « ;
P(a)+ P(b), x=c

g <« Huffman(Q, C) ;
gx), xe€C\{c},
f(x) <9 g(c)0, x=a,
gle)l, x=0b

end

Algoritmus neni deterministicky a zkonstruovany Huffmaniiv kéd tak neni vzdy
uréen jednoznacné, a to ani co do délek kédovych slov. V piipadé€, Ze nékdy v pri-
béhu Huffmanova algoritmu neni dvojice pismen s nejmensimi pravdépodobnostmi
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jen jedna, vedou vSechny alternativy k optimalnimu kédu. K této situaci dochazi i
v Pfikladu 5.18 a dva mozné kody s minimélni stiedni délkou jsou sestrojeny na
Obrazku 8.

0 4.1 d:l £(d) = 00
0 ’ 3 3
de : =
3 1 L1 L1
C.g C.g f(C)=01
dcba 0
bl f(b) = 10
1 1 1 6
ba : - ba : -
3 3 1 1
a: f(a) =11
0 4.1 d:l d:l Fd) =0
ﬁ -3 .3 -3 —_—
dcba 0 i ”
— —¢:3 ¢z f(c)=10
! cha : 2 0
"3 — N f(b) =110
) = a:é f(a) =111

Obrazek 8: Dva rtizné Huffmanovy kédy pro rozdéleni P(a) = P(b) = é, P(c) =
P(d) = %

Nyni dok4dZeme spravnost Huffmanova algoritmu.

Tvrzeni 5.19. Pro ndhodnou veli¢inu X s hodnotami v konecné mnoziné M vraci
Huffmaniiv algoritmus optimdlni kod f : M — {0, 1}* pro X a v Kraftové nerov-
nosti plati rovnost, tedy

Z 2/ = 1

xeM
Diikaz. Postupujme indukci podle velikosti M. Je-li M = {c} jednoprvkova, pak
Huffmandv algoritmus vraci kod ¢ — € a tvrzeni plati, viz Priklad 5.10.

Necht |M| > 2 a necht a, b jsou pismena zvolend Huffmanovym algoritmem.
Pro libovolné x,y € M, x # y, tedy plati P(a)+ P(b) < P(x)+ P(y). Budte C, O, c
a g definovany jako v algoritmu. Tedy i f je definovano pomoci g jako v algoritmu.
Pak Q = P, ,kde « : M — C pfejmenovava a a b na nové pismeno c a jinde je
identitou.

Z induk¢niho pfedpokladu plyne, Ze g je optimalni a prefixovy koéd pro ndhodnou
veli¢inu ao X a plati pro n¢j Kraftova rovnost. Pak

2 =1 = =lg(cO)l 4 p=lgleh)] 4 Z -8l — Z 7-lel — 1.

xeEM xeC\{c} xeC
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Ze je koéd f prefixovy, je zfejmé z prefixového stromu g a jeho rozsiteni na pre-
fixovy strom f pfiddnim dvou listi. Uvedme jesté formalnéjsi diikaz. Z definic vi-
dime, Ze g(a(z)) < f(z) pro vSechna z € M. Postupujme sporem a predpokla-
dejme, Ze jsou f(x) a f(y), x # y, prefixové srovnatelné. Pak jsou i jejich prefixy
gla(x)) a g(a(y)) prefixove srovnatelné, coz vzhledem k prefixovosti g znamena, Ze
a(x) = a(y), atedy {x,y} = {a,b}. ProtoZe f(a) = g(c)0 a f(b) = g(c)1 prefixové
srovnatelné nejsou, dostdvame spor s pfedpokladem, Ze f neni prefixovy.

Zbyva ukazat, Ze f ma mezi prefixovymi kody nejmensi moznou stfedni délku.
Postupujme sporem. Nechf je 4 optimélni kdd pro X a plati [h] < [f]. Pfedpokla-
dejme dale, Ze 2 ma mezi optimalnimi kédy pro X nejmensi mozny soucet délek
vSech kddovych slov. Mezi pismeny s minimalni pravdépodobnosti zvolme a’ € M,
pro které je |h(a’)| maximalni. Z Lemmatu 5.11 plyne, Ze |h(a’)| je maximalni pies
vSechna kodova slova (nejen ta jejichZ vzory maji minimalni pravdépodobnost).
Predpokladame, ze je M alespoil dvouprvkova, coz pro prefixovy kéd znamena,
7e maximalni délka kédového slova je minimaln€ jedna. Slovo A(a’) je tedy tvaru
uc, kde u € B* a ¢ € B. Z prefixovosti kodu plyne, Ze mezi kodovymi slovy neni
zadné, které by bylo prefixem slova u. Z predpokladamé minimality souctu délek
koédovych slov plyne, Ze pokud zkratime kodové slovo h(a’) na u, porusime prefixo-
vost kédu. To znamen4, Ze u je prefixem néjakého dal§iho kdédového slova h(b'). Z
maximality délky uc plyne, Ze h(b') = uc’ pro ¢ # ¢’ € B. Definujme nyni A’ za-
ménou pismen a < @’ a b < b’ (jsou-li rizna), neboli A'(a) = h(d), h'(a’) = h(a),
h'(b)y = h('), (b)) = h(b) a W' (x) = h(x) jinak. Protoze A" ma stejnou mno-
Zinu kodovych slov jako A, je to prefixovy kod. Predpokladejme, bez Gjmy na obec-
nosti, ze Py(a) < Py(b). Z minimality Py(a) + Py(b) pak plyne Py(a) = Py(d’) a
Py (b) < Py(b'). Rovnéz plati |h'(b')| < |W'(b)|, protoze |h'(b)| = |h(b')| je maxi-
malni délka mezi vSemi kddovymi slovy. Stfedni hodnota se tedy vyménou pismen
nezvétsi a A’ je stejn€ jako A optimalni.

Definujme nyni g’ : C — B* piedpisem g'(c) = ua g'(x) = h'(x), x # ¢. Z
prefixovosti A’ snadno odvodime, Ze i g’ je prefixovy; pouzivame pii tom fakt, Ze B
je binarni, a pokud je tedy u vlastnim prefixem néjakého slova, je jeho prefixem i u0
nebo ul. Dale plati

[fIx = Px(a)- [g(0)0] + Px(®) - g1l + D Py(x)- ()]
xeM\{a,b}

= Py(a) + Py(b) + Py () - 18+ D Poy(x) - [g()]
xeC\{c}

= P(a) + P(b) + [glsox
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a podobné

[W]x = Py(@) - [uO] + Py(®) - [ut| + Y, Py(x)- W' (x)]
xeM\{a,b}

= Py(a) + Py(b) + P,,x(c) - 1g'(c)| + Z P, x(x) - |g' ()]
xeC\{c}

= P(a)+ P(b) + [g'] yox-

Z optimality g plyne [g],ox < [&'].ox> tedy [f]x <[]« a f tedy spliluje druhou
podminku optimality. 0

Vsimnéme si, Ze pokud pro rozdé€leni z Ptikladu 5.18, kde P(a) = P(b) = é a
P(c) = Pd) = % zvolime optimalni prefixovy kod

a+— 10, b 01, cH 11, d — 00,

s vz

pak neexistuji Zadna pismena a a b s vlastnostmi z predchoziho lemmatu. Zaména
b < b v dikazu je nutna. To zejména znamen4, Ze takovy optimalni kod nemize
byt vystupem Huffmanova algoritmu.

Poznamenejme, Ze pro jednoprvkovou mnozinu zprav, pfipoustéjici pouze trivi-
alni rozdéleni s nulovou entropii, vraci algoritmus jako jediné kddové slovo slovo
prazdné, tedy kod s nulovou stiedni délkou. To je soucasné jiZz vySe zminény (pato-
logicky) prefixovy kod.

Poznamenejme konecné, Ze Kraftova rovnost (kterd opét plati i pro jednoprv-
kovou mnoZinu zprav) zarucCuje, Zze zadné kodové slovo nelze zkrétit, aniz by byla
znemoznéna jednoznacna dekédovatelnost. Huffmaniiv kdd ma tedy nejen optimalni
sttedni délku, ale také minimalni vektor délek vzhledem k soucinovému uspora-
déani, a to 1 mimo nosic. Jinak feceno, pokud pro néjaky jiny prefixovy (¢i jedno-
znaéné dekddovatelny) kod f’ plati | f'(a)] < |f(a)|, pro vSechna a € M, pak
| f'(a)] = |f(a)|, pro vSechnaa € M.
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6 Komprese - asymptotické chovani

V ptipadé, kdy M = A*, budeme jednotliva pismena chipat jako ndhodny proces ve
smyslu Kapitoly 4. V pfedchozi kapitole jsme zavedli jeden jednoduchy postup, jak
na nekone¢né mnoziné M = A* definovat kdd, totiz blokovym rozsifenim néjakého
kédu ma A. V této kapitole prozkouméame vlastnosti kddovani procest obecnéji.

Asymptotickou priimérnou délku kédového slova na jeden vstupni symbol na-
zveme v piipad¢€ procest ,.kompresni pomér* a definujeme ho takto:

Definice 6.1. Pro ndhodny proces X s hodnotami v abecedé A a prokéd f : A* —
B* definujeme dolni a horni kompresni pomér [ jako

X0.n)

f
Mx = liminf ]

Hf ]] X[0..m)

mx = limsup

n—oo

Kompresni pomeér je limita (pokud existuje):

Nejjednodussim piipadem je opét i.i.d. proces, kde pro délku obrazu blokového
rozSiteni plati nasledujici vztah.

Lemma 6.2. Pro i.i.d. proces X s hodnotami v abecedé A a prokod f . A — B*
plati

[F1x,, =1 [f]x,:
[y = [[f]]xo-

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze v f* fetézime vystupy pro jednotliva pismenka, plati

=g|f (Xz)‘

JelikoZ jsou X, a X, stejné rozdélené veliCiny, jsou stejné rozdélené i veliCiny | f(X ,.)|
a | f(X,)| a maji tudiZ stejnou stfedni hodnotu. Plati tedy [f]y = [f]y,- Z rov-
nosti jednotlivych stfednich hodnot a z linearity dostaneme poZadovanou rovnost
pro stiedni hodnotu délky blokového kodu:

fr (X[O-ﬂ))

[/, = ZIIE (|£ (x)|) =n-|7 (x0)| = 1l /1,

Prechod k limité, tedy diikaz druhé rovnosti z lemmatu, je uZ trivialni. O]
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Z predchoziho lemmatu je vidét, pro¢ blokové rozsifeni nemusi byt optimélni vol-
bou. Pokud totiZ na A neni moZné dosdhnout entropie H, (XO), bude se nedoko-
nalost kddu f nésobit a pro dostatecné dlouhé vektory nebude kédovani optimalni
(bude napf. prekro¢ena mez pro Shannonovy kédy). Pfirozenou myslenkou, jak kon-
struovat optimalni kody pro A*, je zkontruovat pro kazdy vektor X, ,, vZdy novy
kod f, a tyto parcialni kody sloudit. Problém ovSem je, Ze vysledny kod nebude pre-
fixovy a nemusi byt ani prosty. Lze oekavat, Ze pro rizné délky budou volena stejna
kédova slova. Pro piekonani této obtiZe je dulezita nasledujici mySlenka.

Lemma 6.3. Predpokladejme, Ze f, : A" — B*, n > 0, je soubor prefixovych kodii,
a necht « : N — B* je prefixovy kod. Potom je kod g . A* — B*, definovany
predpisem

gw) = a (lu]) f|u|(u)’
prefixovy.

Diikaz. Budte slova g(u) a g(v) prefixoveé srovnatelna. Pak i a(|u|) a a(|v]) jsou pre-
fixove€ srovnatelna, a protoze a je prefixovy kéd, maji u a v stejnou délku, oznaéme
ji k. Po zkraceni g(u) a g(v) o spolecny prefix a(k) vidime, ze 1 f,(u) a f,(v) jsou
prefixoveé srovnatelné. Z toho plyne u = v, protoZe f, je prefixovy. Tedy g je prefi-
XOVY. ]

Eliasovy kody

Nyni je tieba najit vhodny kéd a. Nazna¢ime zde postup, jak generovat posloupnost
kodi jejichz asymptotické vlastnosti se zlepSuji. Jednd se o variaci na tzv. Eliasovy
y-kédy. Uvedme nejprve pomocné lemma.

Lemma 6.4. Predpokladejme, Ze f : M — B* je prosty kod a a : N — B* je
prefixovy kod. Potom je kod g © M — B*, definovany predpisem

ga) = a(|f(@)]) f(a),
prefixovy.
Diikaz. Podobné jako Lemma 6.3. U

Zacneme s kody y, a f. Fixujme dva specidlni znaky z abecedy B a ozname je
pro jednoduchost 0 a 1. Pak prefixovy kod y, : N — B* je definovan pfedpisem

Yo(n) = 1"0.

Zvolme néjaké usporadani na mnozin€ B. Zobrazeni f : N — B*, definujeme
tak, Ze nulu zobrazime na prazdné slovo, prvnich D kladnych pfirozenych ¢isel zob-
razime bijektivn& na mnoZzinu B pii zvoleném uspoiddani, dal§ich D? &isel se zobrazi
na B? v lexikografickém uspof4dani, a tak dle.
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Zobrazeni f je nyni bijekce mezi N a B*. Pokud pismena B identifikujeme s
jejich pofadovymi Cisly, tedy pokud uvazujeme B = {1,2,..., D}, dostaneme pfi-
rozeny, byt méalo pouZivany D-adicky numeracni systém, u kterého stejné jako u
standardniho D-arniho zépisu plati, Ze a,_,q,_, -+ a,a, reprezentuje ¢islo

k—1

Z a,D',

i=0

jak lze snadno ovéfit indukci. V§Simnéme si, Ze zde pouzivame jiné oznaceni pismen
ciframi, nez byla vySe uvedena volba 0 a 1. To miZeme chapat jako pfipominku
rozdilné povahy kodt y a kodu g.

Posloupnost slov kladné délky k sefazena lexikograficky zacina k jednickami a

Pl

kon¢i k ciframi D. Tato slova tedy odpovidaji ¢isliim » spliiujicim

k-1 k-1 k k
Dk—lgZD":ZD"+1sn521)f<Dk+l=D+(D—1) D'
j 1

i=0 i=1 i= =1

D-adicky zapis je samoziejmé nejvyse tak dlouhy jako D-arni. Vidime napf-., Ze ¢islo
D!, coz je v D-arnim zapisu prvni ¢&islo s délkou zapisu k + 2, ma v D-adickém
zapisu délku k+ 1, konkrétné k cifer D—1, nisledovanych jednim D (napt. 8 = 112).
Podle vySe uvedené fady nerovnosti tedy pro kladné nplati k—1 < log, n < k+1,
neboli
logp,n—1<|pn)| <logp,n+1,

kde druha nerovnost je neostra pouze pro n = 1.

Lemma 6.5. Kédy y,,y, : N = B*, definované predpisem

ri(m) =y (|BmDE M), ra(n) =y, (I1Bm)DE(),
Jjsou prefixové,
70(0) = 7,(0) = 7,(0) =0
a pro kaZdé kladné n plati

|r1(m)| < 2logpn+ 3, |r2(m)| < logpn+2logp(logyn+ 1) + 4.
Funkce |y,|, 7,| : N = N jsou neklesajici.

Diikaz. JelikoZ je y, prefixovy a f je prosty, je dle Lemmatu 6.4 y, prefixovy kdd.
Stejné argumenty dokazuji, Ze je y, prefixovy.
Hodnoty na nule plynou z konvence f(0) = €. Je také vidét, Ze hodnota v nule
neporusuje prefixovost: nula je jediné kdédové slovo zacinajici nulou.
Omezeni délek kodh vyplyvaji z konstrukce a z omezeni pro délku kodu g vyse.
]
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Véta 6.6. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A, ktery md entropii. Necht
f  A* — B* je prefixovy kod (nemusi byt blokovy). Potom

Hy(X) <[] -
Diikaz. Koéd f zGZeny na M = A" je opét prefixovy. Z Tvrzeni 5.12 plyne, Ze

[[f]]xlo,_n) > Hp (X[O..n)) .
Vydé€lenim obou stran rovnice ¢islem »n a prechodem k liminf dostadvame tvrzeni. [

Véta 6.7. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A, ktery ma entropii. Pak
existuje prefixovy kod f . A* — B*, takovy, Ze

[[f]]x =Hp(X) .

Diikaz. Aplikaci Tvrzeni 5.17 dostdvame, Ze pro kazdé n existuje prefixovy kod f,
z A" do B* se stiedni délkou kodu mensi nez H (X [O‘.n)) + 1. Definujme

f@) =y (luD) fi, @), ue A,
coz je podle Lemmatu 6.3 prefixovy kdd, pro ktery plati

[[f]]x[o“n) = [y (m)| + [[fn]]X[oun) <2log,n+4+H, (X[OA.n))‘

Podélenim n a prechodem k limsup, dokon¢ime dtikaz.
]

Véta 6.8. Bud' X ndhodny proces s vystupni abecedou A. Necht' f . A* — B* je
prosty kod. Potom existuje prefixovy kod, ktery ma dolni i horni kompresni pomér
stejny jako f.

Specidlné, pokud ma [ kompresni pomér, existuje prefixovy kod se stejnym kom-
presnim pomérem jako f.
Diikaz. Definujme g(u) = y,(| f(w)|) f (u). Dle Lemmatu 6.4 je takovy kod prefixovy.

Zvolme libovolné 6 > 0 a k nému k takové, Ze Intml- 0, pro vSechna m > k.
Mnozina vSech slov délky nejvyse k nad abecedou B rjﬂe konecné a kod f je prosty,
proto existuje £ > 0 takové, Ze pro vSechna n > ¢, f(A") obsahuje jen slova délky
minimalné k + 1.

Z toho plyne,

|lf@| < |g@)| = |r,(If@DI + | f @] <ol f@] + | f@w].
Neboli
[[f]]x[oun) < [[g]]X[o.m <1 +9)- [[f]]X[oA.n)'

Dostavame, Ze [g] , je mezi [f]y a (1 + 6)[f] . Stejné nerovnosti plati i pro
dolni kompresni pomér. JelikoZ bylo 6 > 0 libovolné, jsou horni kompresni poméry
f a g stejné. TotéZ plati pro dolni kompresni poméry, a tedy i pro kompresni pomér,
pokud existuje. [
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Stejné jako u kone¢né abecedy tedy pozadavek prefixovosti neznamena Zadnou
nevyhodu oproti poZadavku prostoty. Negativné to vyjadfuje nasledujici tvrzeni.

Dusledek 6.9. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A, ktery md entropii.
Necht' f : A* — B* je prosty kéd. Potom Hp (X) < [[f]]x.

Diikaz. Ptimo z Véty 6.6 a Véty 6.8. [

6.1 Bodovy kompresni pomér

V predchozi ¢asti jsme zkoumali limitu posloupnosti stiednich hodnot, tedy jak se
limitné chova primérny pomér délky vystupniho slova vici délce vstupu. V této
kapitole zesilime naSi pozornost a budeme se zabyvat tim, jak se chova dany pomeér
bodové.

Kokrétné definujeme bodovy dolni a horni kompresni pomér takového kédu pro
kéd f @ A* — B* anahodny proces X v bodé w € Q predpisem

1f) (@) = liminf / (X[(;")(w)) ‘
__ |7 (X0.(@)]

(/) y(w) = limsup

n—-oo n

Bodovy kompresni pomér je limita (pokud existuje):

o g L)
X n .

n—-oo

Pokud zkouméme stfedni hodnotu bodového kompresniho poméru, mohli bychom
ocekavat, Ze se rovna kompresnimu pomeéru definovanému diive. Tak tomu bohuZzel
vzdy neni, nebot nelze vZdy prohodit potadi stfedni hodnoty a limitniho pfechodu,
aniZ by to mélo vliv na vyslednou hodnotu. Vzhledem k nezipornosti zkoumanych
funkci Ize alesponi fici, Ze stifedni hodnota dolniho bodového poméru je mensi nez
dolni kompresni pomér - jedna se o dusledek Fatouova lemmatu. My zde toto lemma
neuvadime a nebudeme ani nikde déle vyuzivat zminénou nerovnost.

Nejprve ukiZeme, Ze bodovy dolni kompresni pomér pro prosty kod je skoro
vSude vétsi nebo roven informa¢nimu obsahu a tedy 1 entropii, pokud existuje. Dolni
a horni informacni obsah procesu X v bodé o € Q definujeme predpisem

S (@)

X,
S (w) = liminf —22 |
—X n—oo n

— . SX[O n)(w)
S (@) = lim sup -

n—oo
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Informacni obsah procesu je limita (pokud existuje):

SX[O n)(a))
Sy (w) = lim -

n— 0o n

Zacneme dlilezitym lemmatem z teorie pravdépodobnosti.

Lemma 6.10 (Borel-Cantelliho lemma). Bud'V,, n € N, posloupnost mé¥itelnych
podmnoZin Q takovych, Ze z:ozo P (V) < 4o00. Pak pro skoro kazdy bod o €

n

plati, Ze ndleZi jen do konecného poctu téchto mnoZin, t.j.

P(ﬂUVk>:O.

neN k>n

Diikaz. Prunik zmenSujicich se sjednoceni popisuje pravé mnozinu bodd, které se
vyskytuji v nekone¢né¢ mnoha mnoZinich V,. Formulace slovni a pomoci formule
si tedy odpovida. Rovnost dokdZeme nasledovné: jelikoZ je suma pravdépodobnosti
konecnd, existuje pro kazdé e > 0 pfirozené &islo m takové, ze Y0 P (V) < e.

Déle plati
P<ﬂUVk>SP(UVk> <Y P(V)<e
neN k>n k>m k=m
Ovsem € > 0 bylo libovolné. [

Tvrzeni 6.11. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A a bud’ f . A* - B*
prosty kod. Potom plati

timinf (|1 (Xi0.0)

n—»oco N

- Sy, ) 205,

Mimo jiné, L
i) 28, Nx2Sp  si

Diikaz. Uvazujme mnoZiny

y = {a) €5 (X) 1| (Xig.(@)] < S, (@) - 21ogn}, neNn,

tedy mnoZziny, na jejichZ obraz kéduje f prekvapivé dobfe, pficemz za prekvapivou
odchylku od o¢ekavané hodnoty (informacniho obsahu) volime 2 log n, z divodu,
ktery se brzy ukdze. Ozna¢me tyto obrazy, tedy pfisluSné mnoziny slov z A", jako
W, . Z definice informacniho obsahu dostavame, Ze u € W, pravé kdyz

PX () < 2~-Ifwl-2logn
[0..n)

Diky ptredpokladu, Ze kod f je prosty, pro néj, a tedy tim spiS 1 pro jeho ziZeni na
W,, plati Kraftova nerovnost. Dostavame tedy

1 1
P (Vn) = Z PX[oA.m(”) < Z D~ lfwi-2logn < > Z 2@l < =

uew, uew, uew,
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1 . Yz ~ P 21un 2 sz . v «
Suma Zf;] = Je konec¢na, coz vyplyva z integralniho kritéria, ptipadn€ ze srov-

nani s teleskopickou fadou Z:‘;z (ﬁ - i) Z Borelova-Cantelliho lemmatu nyni
plyne, Ze mnoZina
v=Uv
neN k>n

nekonec¢nych slov, na kterych bude nekonec¢né Casto dochazet k prekvapivé kratkému
kédovani, ma nulovou pravdépodobnost. Skoro pro vSechna slova se tedy kddovani
diive ¢i pozdéji zacne chovat ,,normalné*. Neboli, pro w € Q \ V plati, Ze patii jen
do kone¢né mnoha mnozin V,, a proto

2logn

mnmfl<P(Xmm) 0.

n—oo N

= Sy, (@) > liminf

n—oo n

Druhi ¢ast tvrzeni plyne z prvni skrze jednoduché pozorovani, Ze rozdil dvou
dolnich limit (taktéZ hornich limit a limit) je vétSi nebo roven dolni limité rozdilu.
]

Pokud informacni obsah konverguje skoro jisté k entropii, neboli pokud ma pro-
ces sAEP, dostavame okamzité nasledujici dilezity fakt.

Véta 6.12. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A a entropii, ktery md silné
asymptoticky rovnomérné rozloZeni (napt. i.i.d. proces). Necht f . A* — B* je
prosty kod. Potom

1f), 2 Hp(X) 5.

Kapitolu zakon¢ime pozitivnim tvrzenim, Ze pro rozumné se chovajici procesy
komprimuji kédy zkonstruované v tivodu optimalné skoro vSude i bodové.

Tvrzeni 6.13. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A. Potom existuje prefi-
xovy kod f . A* — B* takovy, Ze

.1 .
lim — ()f (X[O..n))‘ - SX[OHH)> =0s,].

n—-oo N

Mimo jiné,

Diikaz. Pro kazdé ptirozené n bud’ f, Shannoniiv kéd pro X, ). Definujme
f@=r(uDfy@, ueA,

coZ je podle Lemmatu 6.3 prefixovy kod. Pro w € s (X, ) plati

|f (X[O._n)(a)))) . 2logpn+4+ 3y, (0)+1

n n
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Rozdil stran nerovnosti je tedy shora omezen vyrazem (2log, n + 5)/n, ktery kon-
verguje k nule. Tedy

lim sup 1 <‘(f(X[O..n))

n—>oo n

- SX[M> <0s,.

Z Tvrzeni 6.11 mame opacné omezeni pro dolni limitu, a proto existuje limita a je

rovna nule. Tim je dok4zana prvni ¢ast tvrzeni. Druha ¢4st je okamzitym dasledkem.
]

Opét miZeme formulovat silnéjsi verzi v pfipad€ siln€¢ asymptoticky rovnomér-
ného rozdéleni. Diikaz je pfimym disledkem vyse uvedeného tvrzeni a samotné de-
finice SAEP.

Véta 6.14. Bud’ X ndhodny proces s vystupni abecedou A a entropii, ktery md silné
asymptoticky rovnomeérné rozloZeni (napv. i.i.d. proces). Potom existuje prefixovy
kod f . A* — B* takovy, Ze

(]fDX =Hp(X) s,
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7 Komprese - Univerzalni kody

V minulé ¢asti jsme ukazali, Ze prosté kody nejsou schopny komprimovat v rychlej-
$im poméru, nez je entropie procesu, a zarovenl jsme zkonstruovali prefixové kody,
které optimalni kompresni pomér dosahovaly. Nase vysledky (tykajici se primérné
délky kodu) platily pro vSechny procesy s entropii. Na druhou stranu, optimélni kéd
byl vZdy zkonstruovéan pro jeden ndhodny proces a pro jiné procesy optimalni nebyl.
V této kapitole ukaZeme, Ze lze zkonstruovat kdd, ¢i kody, ktery bude mit kom-
presni pomér roven entropii zarovein pro vSechny i.i.d. procesy. Poznamenejme bez
precizni formulace a dikazu, Ze takovy kéd bude optimalni asymptoticky, ale pro
omezenou délku zprav a konkrétni proces optimélni nebude. Diivodem je zvySujici
se divergence mezi jednotlivymi procesy.

7.1 Frekvenc¢ni kod

Nejjednodussi kod, ktery je asymptoticky optimalni pro vSechny i.i.d. procesy s hod-
notami v abecedé B velikosti D, je frekvencni kod, ktery popisuje dané slovo tak,
Ze uda pocty vyskytt jednotlivych pismen, spolu s poradim daného slova v mnoziné
vSech slov se stejnymi pocty vyskytu.

Ptredpokladejme, Ze se kodujici 1 dekddujici strana shodne na konkrétnim uspo-
radani vSech slov nad abecedou A. Miizeme napiiklad zvolit uspofadani na A a le-
xikograficky ho rozsifit na A*. Pokud potom posleme informaci o poétu vyskytt
pismen v dané zpravé a relativni pofadi této zpravy mezi slovy se stejnym poctem
vyskytl, neni problém pro dekédujiciho dohledat si v seznamu téchto slov danou
zpravu.

Necht tedy (a,, a,, ..., a,,) posloupnost je posloupnost pismen z A ve zvoleném
usporadani. Pro slovo u € A* aa € A, znaci |u|, pocet vyskyti pismene a ve slové
u. Zobrazeni p : AT - N",

p:uvw— (|u|a1 , |u|a1 e |”|a,,,) ,
pfifazuje kazdému slovu jeho Parikhuv vektor. Ozna¢me
T()={u€ A" | pw) =v},

mnoZinu slov, s danym Parikhovym vektorem v. Tato slova jsou tedy permutaci
jedno druhého. Prvky v T'(v) sefadime v danému uspofadani na A* a zapisem T'(v);,
0 <i < |T(v)|, budeme znacit i-ty prvek mnoziny 7'(v) v daném uspofadani. Sym-
bolem #(u) budeme znacit poradové ¢islo slova u mezi slovy se stejnym Parikhovym
vektorem, tedy

T(p(u))f(u) =u.

Zaroven oznacme jako P, empirické pravdépodobnosti rozdéleni na A dané zpravou
u, konkrétng P,(a) = e 4 € A.

lul >
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Frekvencni kéd § : A* — B* je nyni definovan piedpisem
fw) =y (ul Dy (luly) ... vy (lul,)r € @),
kde pro jednoduchost zapisu predpokladame, ze A = {1,2, ... m}.
Lemma 7.1. Frekvencni kod § : At — B je prefixovy.

Diikaz. Nechf jsou f(u) a §(v) prefixové srovnatelné. Pak jsou i y,(|ul,) a y,(|v],)
prefixové srovnatelné a z prefixovosti y, plyne |u|, = |v],. Tento spole¢ny prefix od-
stranime a opakovanim téhoZ postupu dostaneme, Ze slova u a v maji stejny Parikhtv
vektor a Ze £(u) = £(v). Tedy u = v, coz jsme chtéli ukazat. ]

Y w2z

V dalS$im lemmatu a také v dalSi ¢asti, kterd se tykd Lempelova-Zivova kddu,
budeme pouZzivat pravdépodobnostni argument, ktery se opira o takzvanou (tenzo-
rovou) mocninu rozdéleni, které definujeme nasledovné: pro dané rozdéleni P na
kone¢né mnozZiné A a kladné pfirozené n, je n-ta mocnina P rozd€leni na A" defi-

nované predpisem
|| -1

P'w) =[] Pw). vea
i=0

Neni téZké ovérit, Ze se opravdu jedna o rozdéleni, tedy Ze P"(u) je vZdy nezdporné
a soucet pres vSechna mozna slova z A” je jedna. Jak jsme si jiZ mohli v§imnout, ta-
kovéto rozdéleni se objevuje v piipadé i.i.d. procest. Pokud definujeme i.i.d. proces
Y s hodnotami v A pomoci podminky Py = P, pak je pro kazdé kladné n, rozdé-
leni PY[O,M) n-tou mocninou rozdéleni P. Pro nas pravdépodobnostni argument ov§em
proces Y nepotiebujeme.

Lemma 7.2. Prou € A" plati
IT(pw))] < D7),

Diikaz. Méjme v € T(p(u)). Vzhledem k tomu, Ze ma v stejny parikhiv vektor,
musi se kazdy symbol v;, i < |v]|, vyskytovat také ve slové u. Z tohoto trividlniho
pozorovani plyne, Ze P, (v;) > 0 pro vSechna i < |u|. MiZeme tedy pfejit k loga-
ritmu,
lu]-1
logp(P)"(w) = Y logp Py = Y |v],logp((P,(a)
i=0

aES(PM)

—tul Y, Metog, (@) = —lul - 1, (7).

aes(Pu) |M|

kde druha rovnost vznikla seskupenim stejnych s¢itancti a vyuzitim faktu, Ze v; €
s (Pu) pro vSechna i < |v|. VSechna slova z T'(p(u)) tedy maji stejnou pravdépo-
dobnost

(P)"(w) = D7),

a proto jich nemuze byt vic nez tvrdi lemma. [
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Lemma 7.3. Pro x € AN plati

_ ’f (x[O..n)) | .
lim sup ——— < limsup H,, <Px ) .
neN n neN 0.

Diikaz. Oznatme u = x,_,. Plati

[ (Xi0.) | = Ia@@)l+ Y 1 ()] < In(T@DI+ Y, ()]
a€A a€A
< |A|Q2logp, n+ 3) + log, (D"HD(P")) +2log,, (10gD Dio(P) 4 1) + 4.
< |AlQlogy n+3) + nH,, <Px[0_")> +2log, (nlogp(JAl) + 1) +4.
Podélenim cislem n a prechodem k limsup dostavame tvrzeni. [

Nyni miZeme ukézat, Ze frekvencni kod je (dokonce bodové€) optimalni pro
vSechny procesy, u kterych empiricka frekvence odpovida entropii.

Véta 7.4. Necht'proces X s hodnotami v abecedé A spliiuje

lim 7, (PX[UW)) =H,(X) s

Pak
(F)x =Hp(X)sj. a [flx=HpX).

Diikaz. Z predchoziho lemmatu diky pfedpokladu dostavame

(7D, < (F)x < Hp(X) si.

—X

Z Véty 6.12 naopak plyne, Ze (]f[)X > H,, (X) skoro jisté. Tedy i (f)y = Hp (X)
skoro jisté. o 0

Které procesy jsou v tomto smyslu rozumné, zde nebudeme podrobnéji zkoumat.
Nebudeme ani zkoumat, zda je frekvencni kod optiméalni i za néjaké slabsi podminky

VVVVV

Lemma 7.5. Pro i.i.d. proces X plati, Ze

lim ,, (PX[O__n)) =H,(X)  sij..

Diikaz. Podle zékona velkych Eisel plati pro kazdé a € s (Py, ), Ze
lim pX[o.,n) = Py, s

n—oo

73



Ze spojitosti souctu a soucinu a spojitosti logaritmu pro kladné hodnoty tedy dosta-
vame

im Y Py (@ (—logD PX[OAAn)(a)>

n—oo

acs PX[O.,n)

= Z Py (a) (=logp, Py (@) = Hp (Py ) = Hp (X).

aES(PXO) 0

Frekvencni kod je univerzalni v tom smyslu, Ze dosahuje optimélni kompresi
dat pro i.i.d. proces. Na rozdil od blokovych k6dli ma vSak jednu velkou nevyhodu.
Koédovaci i dekddovaci algoritmus mé exponencidlni vypoctovou sloZitost.

Navic ma velké dekédovaci zpoZzdéni: nemizeme dekddovat postupné, zpravu
muzeme zacit dekédovat az poté, co je celd prenesena.

Zaroven tento algoritmus, tak jak jsme ho zde predstavili, nefunguje obecné pro

N

stacionarni procesy, ¢i souvislé Markovské procesy. Dal by se rozsifit tim, Ze bychom

zvazovali frekvence vystupu slov, nikoliv jen pismen, ale toto rozsifeni by vyzado-
valo jemnou praci s mnoha parametry. Rad¢ji predstavime jiny typ kodu.

7.2 Lempeliav-Zivav rekurenc¢ni kod

Dalsi typ k6du je zaloZen na rekurenci. Podslovo kddovaného textu je uréeno adresou
svého predchazejiciho vyskytu. Tyto kédy jsou stejné jako frekvencni kéd univer-
zélni: dosahuji optimélni kompresi dat pro kazdy i.i.d. proces.

Casova slozitost kédovaciho algoritmu je O(nlog n), kde n je délka komprimo-
vaného slova. Casovi sloZitost dekédovaciho algoritmu je dokonce line4rn.

Rekurencni kody 1ze konstruovat pro libovolnou abecedu. Dané slovo u € B*
rozloZime na bloky proménné délky tak, Ze zaCneme prazdnym slovem a pokracu-
jeme vzdy nejkratSim dsekem, ktery se mezi predchazejicimi bloky nevyskytuje.
Pokud po ukonéeni takového algoritmu zbude neprazdny koncovy blok z u pfidame
ho do souboru bloki, viz pseudokdd nize.

Vyslednému posloupnosti {y,, y;, ..., Y}, kde C zavisi na u, iikime rozbor.
Plati y = y,y, - ycaprol <i < Cjey, tvaru y, c;, kde ¢; € A. Zvolme pevné
prefixovy kéd f : A — B*. Lempeluv-Zivav kod slova u pak definujeme jako:

v(u) = yy(a) f(c)ry(ay) f(cy) ... }’z(ac)f(cc)-
Priklad 7.6. Zakédujme slovo
u =0000110011100110011011100

nad binirni abecedou A = {0, 1} opét do binirni abecedy B = {0, 1}, kde za f
volime identitu. Vystup algoritmu LZ-Rozbor je shrnut v nasledujici tabulce:
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i|ol1l2]3]4] 5 |6]| 7 8 9 |10
y? | e|0]00]01]1]001]|11|0011|00110| 111 |00
a, ol 1|1]o|2|4] 5 7 6

¢, 0lo0 |11 1] 1 0 110
k|01 506/ 9 [11] 15 | 20 | 23 |25

Algorithm 2: LZ Rozbor

Data: u € A*

Result: (yy, v, ..., y0); (k. kys ... ke); (ay, ... ,a0); (¢, ..o, c0)

Yo €< &,

Z « u;

Jj< L

ky < 0;

while z # € do

- {nejkratéi prefix z nelezici v {y,, ..., Vi1 }, pokud existuje,
J

z jinak ’
(aj,¢;) « ¢; € A, a; < jtakové, Ze y;, = Ya,Cj
kj « |y1 "'yj‘;
z < yilz
C<CH+1,;

end

Piipomenime, Ze naSe kddovani y, pouziva pro kodovani Cisel nejprve unarni
zapis Cisla zakonceny oddélovacim symbolem (to odpovida y,)) a poté dva po sobé
jdouci dyadické zapisy ¢isel pomoci f. Symboly abecedy B tedy plni tii rizné role.
Pro y, (tam jsme se rozhodli je znacit 1 a 0), poté pro f§ (kde jsme pouZivali jména 1
a 2) a konecné slouzi pro zakddovani abecedy A. Pro vétsi prehlednost zachovavame
rizna znaceni pro prvky B i v nasledujicim zapisu.

(y)l.lg0 = (¢,0,00,01,1,001,11,0011,00110, 111, 00)
(@;,¢),2, = ((0,0),(1,0),(1,1),(0,1),(2, 1),(4,1),(5,1),(7,0), (6, 1),(1,0))

0 1 1 0 2 4 5
cw= 0 01011010111 0 110121102121102211
7 6 1

110111110102221 10110
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Pokud tedy B = {0, 1}, pro symbol 2 dyadického zapisu pouZijeme O a pro 0, 1
postupné 0, 1, bude u ve vysledku zakddovano jako

v(u) =001011010111011010110010110001111011111010000110110.
Lemma 7.7. Lempeliiv-Zivitv kéd je prosty.

Diikaz. Nechfr(u) = v(v). ProtoZe jsou obé slova zietézenim posloupnosti kddovych
slov prefixovych kédi, jsou tyto posloupnosti pro obé slova stejné. Posloupnost slov
definujicich Lempel-Ziviv kéd jednoznacné definuje rozbor slov u a v. Rozbory
obou slov se tedy rovnaji, a proto i u = v. [

Optimalita Lempelova-Zivova kddu (nepovinné)

Lemma 7.8. Délka Lempelova-Zivova kodu splituje omezeni
le()| < C(w) (logp, C(u) + 2log,(log, C(w) + 1)+ 4+ K),
kde K je konstanta, ktera dominuje délky kédovych slov kédu | f|.

Diikaz. Z konstrukce kédu vyplyva, ze

C(u)

k@] =Y (In(al +1£(c)l) .

i=1

pro ¢isla C(u), a; a ¢; odvozené z rozkladu slova u. Z definice plyne, Ze a; < C(u).
Z monotonnosti logaritmu a z odhadu pro y, z lematu 6.5 pak ziskdvdme pro kladna
a;:

ly,(a;)| <log, C(u) + 2log,(log, C(u) + 1) + 4.

Ovsem platnost stejného odhadu pro ptipad a; = 0 Ize ovéfit pouhym dosazenim.
Mame tedy uniformni odhad, ktery jiZ zarucuje platnost tvrzeni. [

DalSi lemma tika, Ze C(u) roste spolu s délkou u do nekonecna.
Lemma 7.9. Prou € A plati C(u) > \/|u|.

Diikaz. Bud (y?) o<i<cw Tozbor slova u. Z konstrukee rozboru plyne, Ze Y| <1,
pro vSechna i < C(u). Tedy

C(u) C(u)

|u| = ; \y(“) < ; i = C(”)(Cz(”) D C*(u).

Z toho jiz dokazované tvrzeni plyne. [

V nésledujicich lemmatech a tvrzenich budeme opét vyuZivat pravdépodobnost-
niho argumentu spojeného n-tou mocninou daného rozdéleni, kterd byla definovana

s Y2z

v predchozi ¢asti pii dokazovani efektivity komprese frekvenénim kédem.
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Lemma 7.10. Bud’ P pravdépodobnost na A, ¢ = max__, P(a), u € A*. Potom

acA

C(u) <logD C(w) - log, (1og§) C(u) + C(u)g°% W 4 1)) < —log, P (u).

Diikaz. Vzhledem k vlastnostem rozboru, plati

C(u)

Pll(y) = H Ply“)l(y(i))_

i=1

Oznac¢me m = C(u), n = |u|. Z konkavnosti logaritmu dostavame
1 log Pll(y) = 1 log ﬁ Ply(i)l(y(i)) — 1 Zm: log Ply(i)l(y(i))
m P m =P i=1 mia P

< logp % Z PPUI(yD) = —log,, m + log,, Z PPy,
i=1

i=1

Z toho plyne,

m <logD m —log,, Z P'y(i)'(y(i))> < —log, P"(u).

i=1

Pro odhad sumy v pfedchozim vyrazu je dilezité, Ze jsou slova z rozboru rizna,
aZz na to posledni. V nésledujicim odhadu jsou slova seskupena dle délky a spo-
le¢na pravdépodobnost slov stejné délky je odhadnuta shora pravdépodobnosti 1.
Oznacme R'(u) = {y®,1 <i < m — 1}. Pak plati

m 4
Z phl (»?) = P (»™) + Z Z Pk(y) + Z PY(y)
i=1 k=1 yeR’(u),|y|=k YER!(u),|y|>¢
4
<14 ) 14mg™ <1+6+mg™.
k=1

V aplikacich lemmatu budeme potfebovat, Ze logaritmus pravé strany bude zanedba-
telny vzhledem k logaritmu m. Vhodnou volbou je zde £ = [log% mJ . Pfi této volbé
vychazi z predchozich nerovnosti pozadovany odhad. 0

Predchozi dvé lemmata by se dala, pii zanedbani nékterych ¢lent, ¢ist jako ne-
rovnosti |v(u)| < C(u)log, C(u) < —log, P (u). V dal§im lemmatech ukdZeme,
Ze asymptoticky je toto zanedbani ¢lent v poradku.

Lemma 7.11. Plati
m (logDm+210gD (logDm+ 1) +4+K)

lim =1
m— oo mlogD m
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Pokud 0 < g < 1, pak

m <logD m —log,, <log§) m+ mgq°e™ + 1))
lim

=1
m— oo mlog, m

Diikaz. Prvni limita je disledkem faktu, Ze log,(log,, m) roste pomaleji nez log,, m

a
2log,, (logpm+1) +4+ K
lim =0
m—oo logDm

U druhé limity, nejprve analyzujme chovani posloupnosti (mql°g§m> ,
m=1

log4, m
mqlog%m — DIOgD<’"‘1 b ) — DlogD m+log? mlog, q
JelikoZ jde log,, m k nekone¢nu a log,(g) < 0, jde exponent u vyrazu vpravo k

—o0. Proto jde cely vyraz k nule. VySetfovana posloupnost je tedy omezeni pomoci
konstanty, ktera zavisi jen na g. Ozna¢me tuto konstantu K’. Dostavame,

2 og% m
- log, <logD m+ mqe" + 1) . log,, (logym+ K’ +1)
lim = lim = 0.
m—co log, m m—0o log, m
Z toho jiz plyne platnost hodnoty druhé limity z lemmatu. 0

Uvédomme si, Ze v prvni limité je v Citateli horni odhad pro délku kédu. V
druhé limité v ¢itateli zase vystupuje dolni odhad pro — log,, P"“/(u), kde P je vlastn&
libovolna. Pokud ptfidame fakt, Ze pocet slov v rozboru jde do nekonecna, pokud do
nekonecna jde délka slova, které kédujeme, dostaneme nasledujici disledek.

Dusledek 7.12. Pro libovolnou netrividlni pravdépodobnost P na abecedé A a pro
libovolnou posloupnost x € AN plati:

T X10..n -1 P"
limsup) ( 0 )) < lim sup %o (x[O..n)).

n—0o n n—oo n
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Diikaz. Bud' g = max,, P(a) <1, ¢, = C(x_,)- PouZijeme-li odhady

. [ (X0 ¢, (logp ¢, +2logpogyc, + 1) + 4+ K)
lim sup ——— < lim sup

n—oo n—co n

¢, (logp ¢, +2logpogyc, + 1) + 4+ K)

= lim
n— co c, lOgD c,
. c,logpc,
- lim -
e cn <logD cn - logD (10g% Cn + qulogD Cn + 1))
c, <logD . — logp <log§) ¢, + ¢,qi°e e + 1))
- lim sup
n—oo n

—log, P"(x )
<1-1-limsup L O

n—o0 n

Véta 7.13. Pro kazdy i.i.d. proces X s hodnotami v abecedé A plati

v (X[o..n)>)

lim

h—0o0

=H,(X) s
Tedy
L(X,v)=H,(X).

Ditkaz. 7 Tvrzeni 4.10 dostavame, Ze

—log, P" (X
lim —— 2P (X0 =M, (X) sj. .

n—oo n

Aplikaci predchoziho lemmatu dostavame, Ze

[e(X )l
lim sup — =~ < H, (X) s.j. .
n

n—o0

Ozna¢me g(w) = liminf,_ M, podobné g’(w) oznacuje limsup. Z pred-

chozich lemmat dostavame, Ze g < gn’ < H, (X) skoro jisté. Z Véty 6.12 naopak
plyne, Ze g(w) > H, (X) skoro jisté. Tedy g = g’ = H, (X) skoro jisté. 0

Podaftilo se ndm tedy dokézat, Zze podobné, jako v piipad¢€ frekvencni kodu, je i
Lempeltv-Ziviv kéd univerzalni v tom smyslu, Ze dosahuje optimalni kompresi dat
pro i.i.d. proces.

Univerzalita tohoto k6du jde ale mnohem déle. Tento kdd dosahuje, v priméru
i bodové, optimalniho kompresniho poméru také pro vSechny stacionarni procesy a
pro vSechny, i nestacionarni, Markovské procesy. A ani to neni definitivni omezeni.
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I to je divod pro jeho realné vyuziti v kompresnim formatu gzip, ale také v algorit-
mech pouZzitych pii ukladani soubort TIFF a PDF (zde je na uZivateli, zda kompresi
chce vyuzit).

Uved'me tato fakta presnéji, v podobé nasledujiciho tvrzeni a véty. Dikaz tvrzeni
spada do teorie markovskych procest, ditkkaz Véty pak do ergodické teorie. Oboje
vybocuje z ramce naseho pfedmétu, proto dikazy neuvadime. Nejprve tvrzeni, které
tika, Ze i nestacionarni markovské procesy maji dobfe definovanou entropii.

Tvrzeni 7.14. Kazdy homogenni markovsky proces X md entropii.

Véta 7.15. Pro kazdy proces X s hodnotami v abecedé A, ktery je staciondrni nebo
homogenni markovsky, je bodovy kompresni pomér roven skoro jiste bodovému in-
formacnimu obsahu na symbol, i.e.

. v (X[O--n)> . SX[O,.M) .
lim ——— = lim S.J-

n—oo n n—oo n

(obé limity skoro jisté existuji a jsou si rovny). Z toho plyne, Ze

L(X,v) = Hp (X).
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8 Komunikac¢ni kanal
Zakladni aplikaci teorie informace je komunikace, ktera pfitom obsahuje nékolik
fazi, ke kterym se vazou rizné pozadavky a s tim souvisejici rizné matematické

otazky.

Faze Matematicky popis

Zdroj Néhodny proces

o x

Koédovéani
zdroje

f Y
Kodovani

kanalu

o5

|

Sum Kapacita kanalu

]

?R

Dekoddovani
kanalu

[ .

t Y
Dekoédovani

zdroje

Komprese

Samoopravné kody

Maximalizace AP

L
IX

Piijemce

e Za zdroj informace v naSi pfednaSce povazujeme diskrétni nidhodny proces
(X));en- To je vyznamné zjednoduSeni. Mnohé informacni zdroje (napf. hu-
debni produkce) jsou spojité. U spojitych procesti je jejich prevod do diskrétni
podoby jiZ soucasti kddovani zdroje pro prenos.

e V piipadé diskrétniho procesu uz by Zadné kddovani zdroje byt nemuselo. Dti-
vodem pro n¢j miize byt prostd zména abecedy (napf. prevod pismen anglické
abecedy do binarnich symboli ASCII). Soucasti a hlavnim smyslem kédovani
zdroje je ovsem obvykle komprese, tedy optimalizace vyuziti kanalu.
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e Pokud mame na mysli kanal bez Sumu, je kompresi ,,pfenos‘ informace do-
koncen. Uvozovky naznacuji, Ze v takovém piipad€ Casto ani o pfenosu nemlu-
vime. Je ov§em pfirozené napt. digitalni medium, na které zpravu zapisujeme
(a pfedavame piijemci), za kanal povazovat. Komprese je pak snahou kapacitu
takového kanalu/media plné vyuzit.

e Vysledkem kodovéni zdroje je nahodny proces (Y,),oy. Komprese vede k pro-
cesu (co nejbliz§imu) uniformné rozloZenych nezéavislych veli¢in. Takovy pro-
ces ma totiZ maximalni entropii.

e Pokud uvaZujeme kanil se Sumem (napi. i pokud bereme v Gvahu moZnou
chybovost digitdlniho média), musime naopak pfidat , kontrolni bity““, neboli
zpravu prodlouZit tak, aby bylo mozné chyby opravit. To je téma samooprav-
nych koda.

e Cilem kddovani kandlu je opét maximalné vyuzit moZnosti kanalu. Je klico-
vym pfispévkem Shannonova ¢lanku z roku 1948, Ze definoval kapacitu ka-
nélu a ukézal, Ze je mozZné se ji kodovanim libovolné pfibliZit.

e Dekddovani poSkozené zpravy je Casto popisovano jako hledani nejblizsiho
kodového slova. Obecnéji ovSem plati, Ze dekodovani je hledanim odeslané

zpravy, ktera je pfi znalosti zpravy pfijaté nejpravdépodobné;jsi (tzv. maxima-
lizace aposteriorni pravdépodobnosti).

e Dekomprese a ptipadny pfevod do formatu zdroje uz je typicky matematicky
pfimocara.

8.1 Kanal a jeho kapacita

Diskrétni komunikaéni kanal ma reprezentovat situaci, kdy zprava v podobé ko-
ne¢né posloupnosti znakd ze vstupni abecedy A je pfevedena do vystupni abecedy B
s tim, Ze miZe byt poSkozena Sumem. Do deterministického procesu piedani infor-
mace tak vstupuje Sum v podobé jisté miry ndhody a nejistoty na vystupu. Namisto
deterministické funkce z A* do B™, ktera by danému vstupu u € A* pfifadila jeden
vystup v € B*, budeme pro dané u € A* reprezentovat vystup po prichodu kana-
lem nahodnou veli¢inou I'(u) : Q — B*. Pro jednoduchost budeme ptredpokladat,
Ze tato veli¢ina nabyva jen kone¢né mnoho hodnot (mé kone¢ny nosic). Ekvivalentné
se da Fici, ze vystup kanalu je popsan funkci I" : A* X Q — B™, ktera zohlediiuje
fakt, Ze vystup neni ovlivnén jen vstupnim slovem u € A*, ale také Sumem, urcitou
nahodou, kter4 je zde zachycena tim, Ze I je také funkci w € Q. Par (u, w) € AT X Q
tak reprezentuje dv€ ingredience, které determinuji vystup kandlu, jednak vstupni
slovo u, které jsme se pouzili na vstupu, a pak w, které charakterizuje vné;Si pod-
minky, momentalni teplotu, mikrostavy soucastek v zafizeni atd. Pokud jsme svédky
Sumu, tedy urcitym zpisobem nepredvidatelného chovani, nemtizeme ocekavat, Ze
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bychom znali piedpis funkce I". Opét je tfeba uvazovat pravdépodobnostnim zpti-
sobem. Pro jednotliva vstupy u € A*, mizeme odvodit z I jednotlivé nahodné ve-
liciny I'(w) : Q — B* predpisem I'(u)(w) = I'(u, w). Tyto ndhodné veli¢iny pak
mame vétsinou zadany pres jejich rozdéleni, af uz jednotliva, ¢i sdruZend, napiiklad
podminkami na jejich nezéavislost. To ale pfedbihame. Obecny kanal tedy charak-
terizujeme jeho rozdélenim I', které miZeme chapat jako funkci z A* X Q — BT,
nebo jako soubor nahodnych veli¢in (I'(«) ), 4+ - Pfechod mezi jednotlivymi pojetimi
je okamZity.

Zékladnim tkolem v teorii kanalu je navrhnout takové schéma pouziti, které by
dokazalo zpétn€ odstranit Sum a rekonstruovat zaslanou zpravu, a to bud’ zcela bez-
chybné&, nebo s minimalni chybou. Schématem se pak mysli vybér vhodné mnoZiny
zprav, které budeme kandlem posilat, a k tomu pfislusné dekddovaci funkce, kterd
bude vystupni slovo interpretovat zpét na jednu z téchto moznych zprav.

Jeden z pouZzivanych zptsobu (nikoliv optimalni, jak ukaZeme pozd¢ji), jak se
vyporadat s chybovosti prenosu jsou kontrolni bity (predpokladame binarni vstupni
1 vystupni abecedu, A = B = {0, 1}). Vstupni zpravu délky n, kterou chceme poslat,
doplnime m kontrolnimi bity. Tyto kontrolni bity mohou byt definovany naptiklad
pomoci parity vybranych pozic v piivodni zpravé. Reknéme tedy, Ze posilame zpravy
délky 4 a pro kazdou zpravu u = ugu,u,u; € A* definujeme tfi kontrolni bity pied-
pisem u, = uy + u;, Us = U, + U3 a ug = u; + u;, kde sciténi se provadi modulo 2.
Kanalem tedy neposilame ptvodni zpravu, ale odvozené slovo f(u) = uyu, ... ug,
které je obohaceno o dopoctené bity. Vzhledem k Sumu, miZou byt pismena ve vy-
stupnim slovu v = vy, ... vs 0dliSna od vstupnich. Pokud ovSem i ve vystupnim
slovu funguji kontrolni bity, t.j. pokud plati v, = vy+v,, vs = v, + Uy a Vs = U, + V3,
pak budeme véfit tomu, Ze v,v, 0,04 je puvodni zprava u. V piipadé neshody v kon-
trolnich bitech povolime samoopravnou proceduru, tedy to, Ze u vystupniho slova
povolime opravu variaci malého poctu biti tak, abychom dostali slovo v/, pro které
uz kontroly budou fungovat. Pak budeme za vyslanou zpravu povazZovat prefix takto
opraveného slova, t.j. vjv|v,v}. V tuto chvili ponechme stranou pravdépodobnost
chyby pfenosu, jeho efektivitu, a zaméfme se pouze na strukturu, kterou zde vy-
tvafime. Zasadnim pozorovanim je, Ze kanalem neposilame ptivodni zpravu u, ale
upraveny vstup f(u), kterému budeme fikat kddové slovo. Na vystupu kanalu pak
konstruujeme funkci, kterd konkrétnimu vystupu pfifadi zpravu, o které se domniva,
7e byla vyslana. U nékterych vystupnich slov pak rozhodne, Ze je ani dekddovat ne-
bude vzhledem k riziku velké chyby.

Uvedeny postup zachycuje pojem kodu, ktery v sobé zahrnuje tfi faze z obrazku
z po&atku kapitoly, Y — S — R — Y, kde je Y ndhodn4 veli¢ina, ktera definuje
rozd€leni na mnoZziné zprav. Je ovSem vyhodné nejprve definovat kdd pouze jako
mnoZinu zprav. V pozadi je pfedstava, Ze zpravy se vybiraji uniformné nahodné,
a zdaleZzi tak pouze na jejich poctu. V literatufe je tento predpoklad dokonce Casto
pouze implicitni a 0 Zddné ndhodné veli¢iné se nemluvi.

Z hlediska pisobeni kanélu je zaroven nepodstatna nase ptivodni zprava, ale ko-
dové slovo. To prochazi kanalem a jeho struktura, tedy napfiklad kontrolni bity, roz-
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hoduji o nasi dekddovaci schopnosti. Pfesnéji fe€eno, podstatna je vybrana mnoZina
kdédovych slov. Predpokladame, Ze ta je znama dekddujici stran€. Dekddovani je tedy
dobré chépat jako sofistikovany vybér z kddovych slov s ohledem na slovo obdrZené,
tedy s ohledem na vystup kanalu. Prifazeni kodovych slov zpravam je obéma stra-
nam komunikace znamo, a reprodukovat tedy z kodového slova danou zpravu je jiz
trivialni zaleZzitost, od které odhlizime. Pfedpokladame pfitom jen pfirozenou vlast-
nost takového pfifazeni, totiz, Ze je prosté.

Déle néas tedy bude zajimat mnoZina kddovych slov a jejich dekddovéni. V této
souvislosti tedy definujeme n-kdéd pro kanél se vstupni abecedou A a vystupni abe-
cedou B jako dvojici (M, g), kde M je kone¢na podmnozina A" a g je zobrazeni
z podmnoziny B’ C B* do M (pfipoustime, Ze néktera vystupni slova dekddovat
nebudeme).

Samotné zobrazeni g : B’ — A" je tedy mozno chapat jako kéd ve smyslu de-
finice z kapitoly o kompresi a kodovymi slovy jsou potom prirozené vSechny prvky
z oboru hodnot zobrazeni g. My tu ov§em nazyvame kédovymi slovy prvky z nad-
mnoZziny M . Tento nesoulad je mozno vyfesit poZadavkem, aby M bylo rovno oboru
hodnot g. My ale nechdme otevienou moznost, Ze na nékteré prvky mnoZiny M ne-
bude nikdy 7adny vystup dekédovan. Cinime tak z praktickych diivodd: klasickou
strategii v teorii kandlu totiZ je nejprve vymezit mnoZinu kédovych slov, a teprve
dodate¢né specifikovat zptisob dekédovani.

V piipadé bezpamétového kandlu vyuzijeme védomosti, Ze vystupem miiZe byt
zase jen zprava délky n, proto definujeme g jako zobrazeni z B’ C B" do M. Pro
dany ké6d definujeme jeho velikost a délku, velikost je | M| a délka je n.

Jednou z kli¢ovych charakteristik kddu je jeho prenosova rychlost, kterou defi-
nujeme jako podil

lloglMl.
n

Vyznam této definice je jasny, jedna se o priimérny pocet bitl pfenaseny jednim sym-
bolem kddového slova. To je jeden z momenti, kde se tiSe predpoklada, Ze zpravy
jsou rozdéleny rovhomérn€. Pak teprve totiZ opravdu plati, Ze pienosova rychlost
n-kédu je H (S) /n. V motiva¢nimu piikladu s kontrolnimi bity jsme tedy vytvorili
prosty 7-kéd (M, g), kde |M| = |A*|. Pro sniZeni chyby pfi pfenosu 4 bitd infor-
mace, jsme radéji prenesli biti 7. Tomu dobfe odpovida prenosova rychlost, kterd je
z definice 4/7, tedy 4 bity informace za sedm realizovanych pfenosu.

Pro dany kéd (M, g) definujeme maximalni a primérnou pravdépodobnost
chyby prenosu piredpisem

A 1
A = max A(m), A=— A(m),
el i 2,

kde
A(m) = P (g (I'(m)) # m)

je chyba dekdédovani pfi prenosu zpravy m € M.
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Nasim cilem je pfirozené najit kod, pomoci néhoz dokaZeme posilat co nejveétsi
mnoZstvi zprav, neboli kodovych slov, (tedy maximalizovat pfenosovou rychlost) s
co nejmensi pravdépodobnosti chyby. S tim souvisi definice prenosové rychlosti a
kapacity samotného kanalu.

Definice 8.1. Rekneme, Ze kandl dosahuje rychlosti prenosu r > 0 (anglicky , rate “),
pokud existuje posloupnost n-kodit (M, g,), n € N, pro néZ maximdlni pravdépo-
dobnost chyby prenosu timto kandlem konverguje k nule a |M,| > 2™, n € N (tj.
prenosova rychlost kédii je alespori r).

Kapacita kandlu C(T') je supremum dosaZitelnych rychlosti prenosu danym ka-
ndlem.

JelikoZ pro n-kéd (M, g) plati |[M| < |A”|, jsou dosazitelné rychlosti a tim i
kapacita pfirozené omezeny shora log | A|.

Zaroven staci k dosazeni urcité prenosové rychlosti r < log|A| najit vhodné
kody (M, g,) pro n dostatecné velka n. Pro mala n 1ze dodefinovat (M, g,,) libovolné
v souladu s podminkou |M,| > 2. Toto dodefinovani nema vliv na konvergenci
maximalni pravdépodobnosti chyby.

Kapacita kanalu C(I') je tedy definovand pomoci nasledujici vlastnosti:

e Pro kazdé nezaporné r < C(I') existuje posloupnost n-kodia (M,,g,), n €
N, jejichz maximalni pravdépodobnost chyby pfenosu konverguje k nule a
IM,| >2", neN.

e Pro kazdé nezaporné r > C(I') a kazdou posloupnost n-kédia (M, g,), n € N,
pro néZ plati |M,,| > 2™, n € N, maximalni pravdépodobnost chyby pienosu
nekonverguje k nule.

N2

Jinymi slovy tedy kapacitou méfime asymptoticky maximalni moZnou rychlost pre-
nosu pomoci kodil rostouci délky. Nemélo by byt prekvapivé, Ze podobné jako pfi
bezztratovém kédovani procestt mohou delsi kédy dosahovat lepSich pfenosovych
rychlosti nez kratké, pfinejmensim u bezpamétového kanalu, na ktery se brzy zame-
fime.

8.2 Fanova nerovnost a horni mez pro kapacitu kanalu

V této kapitole uz bude tieba chapat zpravu jako hodnotu ndhodné veli¢iny. Tomu je
tieba prizptsobit nase chapani definice kanalu, ve které jsme dosud predpokladali,
7e posilame konkrétni slovo u a pro néj byl vystup, ovlivnény ndhodnym Sumem,
reprezentovan nahodnou veli¢inou I'(u) : Q — B*. Jak ale popsat vystup kanalu
pokud i odesilané slovo je hodnotou néjaké ndhodné veli¢iny .S : Q — A*? Nejprve
uvedme formalni definici a pak si ji rozeberme.

Definice 8.2. Vystup kandlu s rozdélenim I" pro ndhodny vstup S : Q — A* je
ndhodnda velicina I'(S) : Q — B?, kterd je definovand vztahem

['(8)(@) = T'(S(w), ).
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Uvédomme si, Ze jevy S = u, u € A*, tvoti rozklad pravdépodobnostniho pro-
storu Q. Jakoukoliv ndhodnou veli¢inu tedy miZeme popsat takzvané po Castech,
tedy zvlast pro kazdy ze zminénych jevi, z nichz se celé Q sklada. Takto dostavame
ekvivalentni definici I'(.S") pomoci podminek

I'(S)w) :=T'(u)(w), pokud S(w) =u.

Nahodna veli¢ina I'(.S) je tedy identicka s I'(u), kdykoliv .S = u. To vypada jako
samoziejmost, ale nesmime zapomenout, Ze vyraz S = u zde neznamena rovnost
dvou objektq, které tudiz miiZzeme ve vyrazech libovolné zaménovat. V naSem pii-
padé vyraz S = u popisuje jev, tedy urcitou podmnozinu €2, totiZ mnoZinu, na které
ma veli¢ina S hodnotu u. A pravé na tomto jevu splyne I'(.S) s I'().

VSimnéme si zejména, Ze definice po Castech, prestoze se v ni objevuji pod-
minky, se 1i8i od definice podminénych pravdépodobnosti (uZ proto, Ze Zadnou ,,pod-
minénou ndhodnou veli¢inu“ jsme nedefinovali).

Pro dany n-kéd (M, g) popsany v piedchozi kapitole nyni uvaZzujeme ndhodnou
veli¢inu S s hodnotami v M a pfislusny vystup R = I'(S). Dilezité pojmy, jako
napt. chybu pfenosu, 1ze nyni vyjadfit jako konkrétni jevy. Zde je ale zasadni vyslo-
vit a zdiraznit zékladni pfedpoklad celé Shannonovy teorie kanalu, ktery v piipadé
kodh chapanych jako mnoZiny miiZe snadno ziistat mimo centrum pozornosti. Timto
zékladnim predpokladem je nezdvislost volby zprdavy a Sumu. Dokud jsme chéipali
kanal jako soubor ndhodnych velic¢in, dochazelo k volbé kdédového slova jaksi pre-
dem, mimo teorii pravdépodobnosti. My jsme nyni ucinili volbu kédového slova (v
duchu zékladniho principu vysvétleného v Kapitole 2) soucasti stejného pravdépo-
dobnostniho prostoru jako Sum. Tento fundamentalni pojem nezavislosti vyslovime
pomoci definice.

Definice 8.3. Ndhodnd veli¢ina X je nezavisla na kanalu ', pokud X a I'(u) jsou
nezavislé, pro viechna u € A™*. Tuto vlastnost budeme zapisovat X L T.

Pro sdruzené a podminéné pravdépodobnosti z definice po Castech dostavame
nésledujici rozumné vlastnosti.

Lemma 8.4. Bud’ S ndhodnd velifina s hodnotami v A™ nezdvisld na kandlu T a
R =T(S) bud’ odpovidajici vystup kandlu s rozdélenim I'. Pak

P(R=0v,S=u)=PTw) =0v)P(S=u),uc A*,v € B".

PR=v|S=u)=PTw) =0|S=u=PTu=0v)
pro kazdé u € s (Pg) av € B*,

Diikaz. Dikaz je velmi pfimocary, pokud vse rozepiSeme v feci prislusnych pod-
mnozin Q. Konkrétné je tfeba nahlédnout nasledujici rovnost mnozin (tedy jevi)

{fwe Q| Rw)=0v,Sw)=u}={weQ|T'u)(w)=uo,Sw) =u}.
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Kazda z téchto mnoZin je dana konjunkci podminek, z nichZ jedna je zastoupena
v obou. Jde tedy o to, zda podminka S(w) = u implikuje ekvivalenci podminek
R(w) =val(u)(w) = v. OvSem za podminky S(w) = u je

R(w) =T'(S)(@) =T'(S(w), w) = 'y, w) = I'u) ().

Proto, pokud S(w) = u, pak R(w) = v a I'(u)(w) = v jsou ekvivalentni. Uvedené
jevy jsou tedy totozné a maji tim spiS stejnou pravdépodobnost. Z nezavislosti S a
I', dostavame

P(R=v,S=u)=PTwW=0,S=u)=PTw)=0)P(S =u).

Pokud u € s (Pg), pak podélenim obou stran pravé dokdzané rovnosti vyra-
zem P (S = u) dostaneme rovnost podminénych pravdépodobnosti. Posledni rov-
nost plyne z nezavislosti. [

Jak jsme avizovali, miZeme nyni vyjadfit primérnou pravdépodobnost chyby
pomoci konkrétniho jevu.

Lemma 8.5. Bud' (M, g) n-kéd s primérnou pravdépodobnosti chyby A, S bud’
ndahodnd velicina rovnomérné rozloZend na M, nezdvisld na I

Oznacme R = T'(S). Potom je A rovno pravdépodobnosti Spatného dekédovani
ndahodné zvoleného kodového slova S, t.j.

A=P(g@(S) #S)=P(gR) #S).
Ditkaz. Oznacme R =T°(S).

P (g@'(S) #S5) = Z P (g@'(S) #S5,85 =m)

meM

= Y P(g(T(m) # m, S = m)

meM

= ) P@(m) #mP (S =m)
meM

1

= Y P (g(m) # m) = A

meM

Predpoklad nezavislosti jsme pouZili u tfeti rovnosti. 0

8.2.1 Poznamka o nezavislosti transformaci

Dilezitou soucasti teorie kanalu, kterou vyuZijeme zejména pro kandl bez paméti
v nésledujici kapitole, jsou zobrazeni aplikovana na vystupy nadhodnych veli¢in, po-
moci nichZ 1ze definovat nové nahodné veli¢iny. Velic¢ina X : Q — A je tak zobraze-
nim f : A - A’ transformovdna na veli¢inu foX : Q — A’. Tuto novou veli¢inu
nazyvame transformaci nahodné veli¢iny X a zapisujeme ji obvykle jako f(X). S
nékterymi vlastnostmi transformaci uZ jsme se setkali napf. v Tvrzeni 3.4. Vzhle-
dem k zasadni roli pojmu nezavislosti veli¢in v teorii kanalu bude pro nés dulezité
nésledujici lemma.
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Lemma 8.6. Necht X : Q - AaY : Q — B jsou ndhodné veliciny a necht
f i+ A—> Aag : B — B jsouzobrazeni. Pokud jsou X a Y nezdvislé, jsou
nezavislé i transformace f(X) a g(Y).

Diikaz. Predpokladejme, Ze jsou X a Y nezavislé. Dlikaz nezavislosti f(X)ag(Y)je

prostym vypoctem zaloZenym na tom, Ze jev f(X) = u je disjunktnim sjednocenim

jevli X = apies vSechnaa € f~!(u), tedy pies viechna a € A, pro které je f(a) = u.
Prokazdéu € A’ av € B’ plati

Pf(X)=u f(Y)="0)
= ) PX=aY=h= ) PX=a P¥=bh

a€ f~'w ae f~w
beg () beg (v
= Z [P’(X:a)-( Z P(Y:b))
acf~1(u) beg!(v)
= Z PX=a)-P¥)=0)=P(f(X)=u)-PEX)=0).
a€f~'(u)
Transformace jsou tedy nezavislé. [

Indukci miZeme rozsitit pfedchozi tvrzeni na nezavislé soubory.

Lemma 8.7. Necht' X, : Q — A, i < n, jsou vzdjemné nezdvislé veli¢iny a f
A; — Al jsou zobrazeni. Pak jsou i transformace f,(X,) vzdjemné nezdvislé.

Diikaz. Chceme ukazat

P (X[o..n+l)) = (ay,ay,...,a,) = H P (Xi = a,.) .

i<n+1

Podle indukéniho predpokladu plati

P (X[O..n)> = (aOa ag,... ’an—l) = Hﬂ:D (X[ — a[)

i<n

a nyni miizeme pouZit pfedchozi lemma pro X = X, aY = X, , s transformacemi
[, a transformaci

g (ag,ay,....a, )~ (folay), fi(ap, ..., f_i(a,_))
O

Pfedchozi tvrzeni fik4, Ze mezi nezavisla data nelze vnést dodate¢nym zpraco-
vani Zadnou novou zavislost. Nasledujici tvrzeni fikd, Ze zpracovanim nelze do X
vnést Zadnou informaci o Y, kterd tam jiZ neni.

Lemma 8.8. Necht' X a Y jsou ndhodné veliciny, f(X) je transformace X. Pak
Y - X - f(X).
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Diikaz. Pro (x,y) € s (PX,Y) zjevné plati,

1, pokud z = f(x)

PfX)=z|X=xY=y)=P(f(X)=z|X=x)= {0, pokud z # f(x).

Dostavame tedy markovskou vlastnost Y — X — f(X). ]

Lemma 8.9. Necht X : Q - AaY : Q — A jsou ndhodné veli¢iny a necht f
A — A'. Pokud jsou X a Y stejné rozdélené (tj. Py = Py ), pak jsou i transformace
f(X)a f(Y) stejné rozdélené (1j. Py xy = Pry)-

Diikaz. Predpokladejme, Ze jsou X a Y stejn€ rozdélené. Pro kazdé b € B plati
Pidy= D Py@= ) Pya)= Py b
acf-1(b) aef=1(b)

Vskutku, Py ) = Ppy)- [

8.2.2 Fanova nerovnost

Nasledujici Fanovu nerovnost pouZijeme pro horni odhad rychlosti pfenosu kana-
lem. Jedna se o jednoduchy a fundamentalni nastroj, ktery 1ze neformalné vyjadfit
takto. Budeme chtit vyjadfit entropii zpravy S za podminky R, tedy zbytkovou ne-
jistotu o vstupu po pfijeti vystupu. Ta pochazi z ptitomnosti Sumu a bude zdrojem
mozné chyby dekddovéni. Fanova nerovnost tuto entropii odhaduje nasledujici ava-
hou: zdkladem nejistoty je to, Ze nevime, zda doSlo k chybé. Pokud k ni nedoslo,
74dna nejistota nezbyva. Pokud k ni doslo, je naSe nejistota nejvyse rovna nutnosti
slep€ uhodnout, které z neprijatych kédovych slov bylo vyslano.

Nejprve Fanovu nerovnost vyslovime v obecné podobé€, potom ji aplikujeme na
praveé popsanou situaci pfenosu zpravy.

Tvrzeni 8.10 (Fanova nerovnost). Necht'S, S’ : Q — A jsou ndhodné veli¢iny. Pak
H(S|S)<h(P(S#S"))+P(S#S")log(A]l-1).
Diikaz. Definujme

_ /0 pokud S'(@)=S()
E(w)_{l pokud  S'(w) # S(@).

Protoze je E jednozna¢né urena veli¢inami S a S’ plati H (S, 5", E) = H (S, 5").
Ze souctovych vzorct nyni dostavame
H(S|S)=H(S,S')-H(S")=H(E,S,S')-H(S)
=H(S|S.E)+H (S E)-H(S) =
=H(S|S E)+H(E|S')<H(S|S" E)+H(E).
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Pro E jakoZto binarni veli¢inu plati
HE)=h(P(S#S5)).

Zbyva tedy odhadnout H (S | S’, E), a to jako vazeny primér entropii podminénych
hodnotami podmitiujicich veli¢in (Tvrzeni 3.10). Pokud k chybé nedoslo, entropie
je nulova. Pokud k ni doslo, zbyva pro S na vybér z |A| — 1 hodnot, cozZ lze shora
odhadnout entropii uniformniho rozdéleni. Celkové:

H(S|S,E)= )Y P(S=aE=i)-H(S|(S,E)=(aD)

(a)es(Psr k)

= ) P(S=¢E=0)-H(S|(S.E)=(a0)
(a0)es(Pgr )
+ ) P(S=aE=1)-H(S|(S.E)=(al)

(a,nes(Pgr )
<0+ ) P(S'=qE=1)-log(A|-1)
(a,hes(Pgr i)

=P(E=1)-log(|A|- D) =P (S #5') -log(|A| - 1).
Tim je nerovnost dokézéna. [

Aplikace Fanovy nerovnosti na dekodovani pfenosu je zaloZena na tom, Ze vy-
slané kodové slovo je pii dekddovani prijatého slova v odhadnuto jako g(v).

Tvrzeni 8.11 (Fanova nerovnost pro kéd). Necht' (M, g) je n-kéd a S ndhodnd veli-
¢ina s hodnotami v M. Ozna¢me R = I'(S). Potom

H(S|R) <1+ log(|M|—-1).
Diikaz. Z Fanovy nerovnosti plyne
H(S | g(R) <1+P(g(R) # S)log(|M]| - D).
Zaroven z Lemmatu 8.8 dostivime markovsky fetézec S — R — g(R) a podle
Tvrzeni 3.40(4) plati H (S | R) < H (S | g(R)). ]
8.2.3 Shannonova mez

Definujme Shannonovu mez pro kanél I" nasledovné:
Cgp(D) = liminf CY(D),
kde |
(n) _ .
C, M) == sup TI(S:I(5)).

ns:QsA"SIT
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Pro dané n tedy uvaZzujeme maximélni vzajemnou informaci mezi vstupem a vystu-
pem kanalu pro volby vstupu nezavislé na kanalu.

Prvnim hlavnim vysledkem nasi teorie kandlu je, Ze Shannonova mez je opravdu
hornim odhadem kapacity kanéalu. Intuitivni vyznam tohoto vysledku je jasny. Ka-
nalem se nepienasi vice informace, nez kolik ji mezi vstupem a vystupem je.

Véta 8.12 (Shannonova véta o nepropustnosti kanalu). Pro kandl T plati C(I') <
Cg, (D).

Diikaz. Bud (M, g,), n € N, posloupnost n-kod, jejichZ maximalni pravdépodob-
nost chyby prenosu A, jde k nule (k nule jde tedy i primérna pravdépodobnost chyby
pfenosu).

Chceme shora omezit rychlost pfenosu, tedy log |M Y | ,cozZjerovno H (Sn) , kde
za S, volime nahodnou veli¢inu rovnomérné rozdélenou na M, a nezavislou na ka-
nalu. Mame tedy

log|M,| =H (S,) =1(S, : R)+H(S,|R,) .

Ze zékladniho souctového vzorce tu vidime, Ze entropie zpravy ma dvé slozky:
kromé vzijemné informace s vystupem jesté entropii vstupu za podminky vystupu.
Neformalné feceno, mame zde trivialni pozorovani, Ze zprava obsahuje to, co se z
ni pfeneslo do vystupu, a to co se do vystupu nepfeneslo. Dokazované tvrzeni (jak
plyne z definice kapacity a definice Shannonovy meze) fika, Ze nepfenesena Cést
zpravy jde asymptoticky k nule. Ale to je pfesné to, co tvrdi Fanova nerovnost pro
kanal spolu s predpokladem asymptoticky nulové priimérné chyby.
Presnéji a formaln€, mame

log|M,| =H (S,) =1(S, : R)+H(S,|R,)
<I(S,: R)+1+4,log(|M,|-1)
<I(S, : R)+1+ni,log|A|

< sup  I(S : T(S) +1+nd,log|A].

S:Q-A"S1I

Nerovnost na druhém fadku je Fanova. Nerovnost na tfetim fadku plyne z |Mn| <
|A"|, coz je disledkem prostoty f. Tteti nerovnost pfedpoklada nezévislost S, na
kanalu. Vydélenim » a pfechodem k liminf na obou stranach nerovnosti dostadvame

lim inf 1 log |M,| < Cs ().
n—oo N

To znamen4, Ze pro jakékoliv r > Cg, (I') plati |[M,| < 2" pro dostatené velka n.
Tedy kanal nedosahuje rychlosti pfenosu r. Proto C(I') < Cg, (I). 0

Pravé dokazani véta je v literatuie obvykle oznacovana jako ,,slabd inverzni
forma véty o kédovani kanalu* (weak converse of the Channel Coding Theorem).
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,Inverzni‘ proto, Ze mluvi o nemoZznosti prekrocit kapacitu. Zde tuto inverznost vy-
jadfujeme zaporem ve slové ,,nepropustnost®. ,,Slaba‘ proto, Ze nezkouma otazku,
co se stane, pokud néjakou malou chybu pfipustime. Zbyva totiZ otazka, jaké je ka-
pacita kandalu, pokud asymptoticky pfipustime n€jakou malou chybu. tedy pokud
pozadujeme aby chyba neprekrocila pro velka n néjaké € > 0. Lze za této podminky
rychlost pfenosu asymptoticky zvysit? To by znamenalo najit pro néjaké malé £ > 0
posloupnost kédu, pro néz

log [M,| > n (Cg(D) +6),

pro né€jaké kladné §, pficemzZ chyba prenosu je pro velka n nejvyse €.

Odpovéd na tuto otazku je komplikovanéjsi z zavisi na tom, jak si definujeme
chybu pfenosu. Pokud ji definujeme pomoci maxima, ¢i aritmetického priméru chyb
dekddovani jednotlivych zprav, pak nelze dosdhnout zlepseni. Tento vysledek se na-
zyva v literatufe silnou konverzi.

Na druhou stranu, pokud by chybou byla pravdépodobnost jevu g(R) # S, pfi
nahodné S, pak by kapacita prekrocit §la. Chyba pfenosu by zde také byla priimérem
chyb pfi poslani jednotlivych zprav, ale byl by to primér vazeny, ktery by zpravam,
které se Spatn¢ dekdduji prifazoval sice kladnou, ale velmi malou pravdépodobnost
ve srovnani s t€émi, které se dekdduji dobre.

Zde je tteba se tedy chovat opatrné z hlediska formulace takového tvrzeni. My
se podrobnostmi silné konverzni véty v této prednasce nezabyvame.

8.3 Kanal bez paméti

Kanal definovany obecné v predchozi kapitole je tézké zkoumat, navic predstavuje
malo realisticky pfipad, kdy Sum bere v iivahu celou zpravu. Nyni se tedy omezime
na specialni piipad, takzvany ¢asové invariantni diskrétni kanal bez paméti. Ta-
kovy kanal ptisobi oddé€lené a nezavisle na jednotliva pismena zpravy (je ,,bez pa-
méti) a navic stile stejnym zplisobem (je ,,Casove€ invariantni®).

Déle budeme ,,Casové invariantni diskrétni kanal bez paméti*“ oznacCovat stru¢né
jako ,.kanal bez paméti“. Pro tento kanal umime dokézat, Ze se jeho kapacita rovna
Shannonové mezi a také mizeme 1épe popsat, jak Shannonovu mez najit.

V souladu s neformalnim popisem je kandl bez paméti definovan pomoci i.i.d.
procesu (I';),cn» ktery za své hodnoty piijima zobrazeni z A do B. Kanal tedy na-
hodné vylosuje, ktery prvek se kam zobrazi. Formalné tedy mame ndhodné veli¢iny

I,:Q—- BYieN.
Kazda takova ndhodna veli¢ina tedy predepisuje, jak bude reagovat na konkrétni
vstup z A. MZeme tedy odvodit pfislusné veli¢iny I",(a) : Q — B, a € A, predpi-

Ssem
L@@ =)o), ©e
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Tyto veli¢iny popisuji vystup ndhodného zobrazeni I';(w) : A — B, pfi vstupu
a€A.

Pripomerime, Ze obecny kanél byl definovén jako zobrazeniI” : A*XQ — B*,a
kanal bez paméti jsme definovali proces (Fi>ieN’ pricemz obé definice jsou v ptipadé
kanalu bez paméti spojeny predpisem

IF'w) =Tyl (uy) ... T,_(u,_,) neN,ue A",
kde u; znali jako obvykle pismena, ze kterych sestava u. Neboli
I'(S) =Ty(@ (SN (7, (S)) ... T, _ (7,_,(S)) neN,ue A",

kde r; : A" — A jsou projekce. Takto definovany kanal je kanidlem ve smyslu
Definice 8.2.
Prechod od I'; k I';(a) probéhl pomoci dosazeni prvku a do ndhodného zobrazeni
I';, coz je vhodné chapat jako transformaci ptivodni ndhodné veli¢iny. Konkrétné, pro
fixni a € A, definujeme zobrazeni eval,, : B* — B, predpisem eval,(z) = z(a).
Z definice pak plyne
I'(a) = eval,(I').

Diky tomuto pozorovani dostavdme nezavislost jednotlivych vystupti kanalu,
ktera je okamzitym dusledkem Lemmatu 8.7.

Lemma 8.13. Pro kandl bez pamétiI', n > 1, u € A", plati, Ze (I';(u,)), i < n, jsou
vzdjemné nezdvislé veliciny, tj. pro kaZdé v € B",

n—1

Pry@ = [ ] Py @0
i=0

n—1
P@w =@)=[]P (W) =w)).
i=0

Zdiraznéme ovSem na tomto misté, Ze neplati obracena Gvaha, tedy Ze by z ne-
zavislosti (I',(u,)), i < n, pro viechna n > 1 a vSechna u € A" uZ plynula nezavislost
veli¢in I';. JednoduSe feCeno, z nezavislosti transformaci se obecné neda usuzovat
nezavislost ptivodnich veli¢in. My ovSem tento siln&jsi typ nezavislosti, tedy neza-
vislost veli¢in I';, i € N, pfedpokladame.

Pfipomenime jesté druhy dilezity pfedpoklad, totiZ Ze jsou I'; stejné rozdélené.
Stejné rozdéleni fik4, Ze libovolné pevné zobrazeni z : A — B je jako hodnota I’
stejné pravdépodobné pro libovolné i.

Pokud znovu uvazime, Ze pro fixni a, je I';(a) = eval (I';), dostavame aplikaci
Lemmatu 8.9 nésledujici lemma.

Lemma 8.14. Pro kandl bez paméti ', a € A, jsou veliciny (I',(a)), i € N, stejné
rozdélené.
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V souladu s naS$im zacilenim na jednotlivé instance prenosu, tedy prenos jednot-
livych pismen, definujeme néasledujici pojem. Rekneme, Ze rozdéleni P na mnoZing
AX B je prenosové rozdéleni kanilu bez paméti I', pokud pro vSechnaa € A, b € B
plati

P(a,b) = P,(a) - Pr (,(b),

kde P, je marginalni rozdé€leni P, tedy rozdéleni vstupnich pismen, k nimz kanél
definuje rozdéleni pismen vystupnich. Pokud ma dvojice ndhodnych veli¢in (X, Y),
kde X mi hodnoty v A a Y m4 hodnoty v B, sdruzené rozdéleni rovné pfenosovému
rozdéleni kanalu, fekneme jednoduse, Ze tato dvojice ma pienosové rozdéleni.
Pfenosové rozdéleni je definovano opravdu tak, aby popisovalo sdruzené roz-
dé€leni jednopismenkového vstupu a vystupu pro dany kanal. Pfimo z definice totiZ
plyne, Ze pokud je .S ndhodna veli¢ina s hodnotami v A, ktera je nezéivisli na ka-
nélu, pak ma dvojice (.5, I'((.S)), neboli (S, I'(S,)) pfenosové rozdéleni. (Pozor ob-
racend implikace neplati. Pokud ma dvojice (X, Y') pfenosové rozdéleni, nemusi byt

Y =T'y(X)).
Ve zbytku kapitoly bude S znacit ndhodnou veli¢inu s hodnotami v A” nezivis-
lou na kanalu I" bez paméti, a symbolem S;, i = 0,...,n — 1, budeme oznaCovat

jednotliva pismena S. Veli¢inu S tedy miZeme chapat jako néhodny vektor Sy, .
Podobné pro R : Q — B", pficemZ R bude znacit I'(.S), kde .S bude vZdy zfejmé z
kontextu. Pro kanél bez paméti tedy dostdvame R, = I';(.S)).

Lemma 8.15. Pro kaZdé i < n je S; nezavisld na kandlu. Zdroveri je S; nezdvisld
nal';(a), proviechna j €N, a € A.

Diikaz. Nezavislost veli¢iny S : Q — A" znamen4, Ze je .S a ['(«) nezavisla pro
vSechna u € N. OvSem S, = 7,(.S) je transformaci veli¢iny S. Z Lemmatu 8.6
plyne, Ze také S; a I'(u) jsou nezavislé veliCiny, pro vSechna u € A". Tedy S, je
také nezavisla na kanalu. Pro pevné j € N a a € A, uvazujme slovo ua pro néjaké
u € A’. Potom .S, a I'(ua) jsou nezavislé. Oviem I';(a) = z;(I'(ua)) je transformaci
veli¢iny I'(ua). Musi byt tedy také nezdvisla na S,. 0

Lemma 8.16. Budte S a S’ ndhodné veliciny s hodnotami A, které maji stejné
rozdéleni a jsou nezdvislé na kandlu. Potom maji dvojice (S,T°,(S)) a (S, Fj(S’)),
i,j €N, stejnd rozdéleni a plati

I(S:T(8))=1(S :I;(8").
Diikaz. Predpokladejme, ze S, S’ a i, j, spliiuji predpoklady lemmatu. Pak
Pgrs)(@.b) = Pg(a) - P, y(b) = Pg(a) - B (,(b) = Pgi (5@, b),

kde prvni a posledni rovnost plyne z nezavislosti veli¢in na kanalu, druhd pak ze
stejného rozdéleni S a " al'(a) al';(a).
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Rovnost sdruZenych rozdéleni zarucuje také rovnost marginalnich rozdéleni, mimo
jine, P g je totoZné s Prj( s)- Toho vyuzijeme v dokonCeni dukazu, kde rovnost vza-
jemnych informaci bude pfimym diisledkem rovnosti piislusnych rozdéleni,

I(S :T(8) =H (Pg) +H (Pr5) — H (Psrs)
=M (Py)+H (PFJ(S,)> -H (Ps',rj(S’)> =I(S :Ty(S)) .
]
Tvrzeni 8.17. Pokud jsou (Si),' <

jemné nezavislé a (R,.)i <, JSOU vzdjemné nezavislé.

_, vzdjemné nezavislé, pak jsou i (Si, R,.)l_ <py VG-

Diikaz. DokaZme nezavislost souboru (Si, Ri),- <, - Prou € A"av € B" plati

n—1 n—1 n—1

Py (1, ) = Pgu) Py (@) = [ | Ps, ) [ ] Py @) = [ Ps, ) Py ()
i=0 i=0 i=0

n—1
= H Py, g, 0),
i=0

kde prvni rovnost je disledkem Lemmatu 8.4, druha rovnost plyne z nezavislosti
souboru (S)),., a souboru (I';(;)),,, viz Lemma 8.13. Veli¢iny (S}, R,),, jsou tedy
vzajemné nezavislé. Prechodem k druhym projekcim pak dostaneme, Ze je nezavisly

i soubor veliin (R;)._ ., viz Lemma 8.8. O

Dusledek 8.18. Bud’ S bud’ ndhodnd velifina s hodnotami v A" nezdvisld na bez-
pamétovém kandlu U. Pak plati:

n—1
H(R|S)= Y H(R|S,).

i=0

Ddle »
I(S:R<DI(S:R,).

i=0

a rovnost nastane pravé tehdy kdyZ jsou veliciny R,, i < n, vzdjemné nezdvislé.

Diikaz. Bud @ € s(S, R) a ozname u = S(w) a v = R(w). Tedy S;(w) = u; a
R,(w) = v,. Pak z Lemmatu 8.17 dostavame

n—1
Sps@) = —logP (R=v|S=u)=~log[[P (R, =v,] 5, =u)
i=0

el n—1
= 2 —logP (Ri =y | S = ”i) = 2 Sr1s,(@)-
i=0 i=0
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Prechodem ke stredni hodnoté:
n—1 n—1 n—1
H(R|[S)=E (8R|S) =E (ZSR”S,’) = Z E (SR,-|S,-) = ZH (Rl | Sl) :
i=0 i=0 i=0
Pro vz4jemnou informaci dostavame,

I(S:R=HMR-HR|S)< Y H(R)- D H(R|S)

i=0 i=0
=Y I(S:R).
i=0

V predchozim vypoctu jsme sdruZenou entropii H (R) odhadli pomoci souctu en-
tropii jednotlivych veli¢in R;, i < n. Rovnost nastane pravé tehdy kdyZ jsou R,
vzajemné nezavislé. [

Tvrzeni 8.19. Pro bezpamétovy kandl plati

Cs, (D) = CL(ID) = CLA(D),

Sh

n € N.

Diikaz. Staci dokazat Cé;)(l“) = C"(I"), n € N, druha rovnost pak vyplyne z defi-

Sh
nice. Nejprve si uvédomme, Ze I'(a) = I'y(a), pro vSechna a € A. Tedy

CPOM = sup I(S:T,(S).

§:Q—a,S1I

Nyni uvazujme S : Q — A", kterd je nezavisla na kandlu. Z Lemmatu 8.15 plyne,
Ze je veliCina S; nezavisla na kanalu a Z Lemmatu 8.16 dostdvdme, Ze I (S, : R,) a
1 (Si : FO(Si)) jsou totozné. Ze zminéné nezavislosti také plyne, Ze .S, je veli¢inou,
ktera je brana v potaz v definici CéL)(F). Souhrnem,

I(S,:R)=I(S,:Ty(S))<CD.

Z Dusledku 8.18 dostavame

n—1 n—1
ISR <Y I(S:R)=) I(S:T,(S)) <n-CHD.
i=0 i=0

Vydélenim pres n a prechodem k supremu pres vSechna .S nezévisla na kanélu do-
staneme, Ze Céfl)(l“) < Célll)(l“).

Nyni vezméme libovolné S, : Q — A, které je nezavislé na kandlu, a jeho
vzajemné nezavislé kopie S;, i = 0,...,n — 1, takové, Ze jejich konkatenace S =
S'o.n) J€ také nezévisla na kanalu.
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VeliCiny (S)),,_ Jsou stejn€ rozd€lené. Z Lemmatu 8.16 plyne, Ze vSechny vzé-
jemné informace 1 (Si : Ri) jsou stejné. Z nezavislosti (.5)),.,_; dostivime nezé-
vislost (I';(.S;)). Z disledku 8.18 pak plyne druhd rovnost v nasledujicim vypoctu,

n—1
1 1 n
I(Sy: T(Sy) = - DY I(S :R)= ~L(S 1 T(S) < (D).
i=0
ProtoZe S, bylo libovolné, dostavame CéL)(F) < Cé;)(F). O

97



8.4 DosazZeni kapacity kanalu

Zakladni mySlenka dosazeni kapacity kandlu je postavena na dekédovani vzhledem
ke spole¢né typické mnozZing. NeZ vysvétlime tuto mySlenku, pfipomeneme nejprve
samoopravné kody pro binarni symetricky (bezpamétovy) kanal. Ty jsou jiZ kon-
krétni aplikaci kodu zaloZeného na typické mnoZing, ackoliv se tato terminologie v
feSeni pifimo neobjevuje.

Binéarni symetricky kanal s pravdépodobnosti chyby e € [0, 1] funguje tak, Ze
kazdé odeslané pismeno ze vstupni abecedy {0, 1} pfenese bezchybné s pravdépo-
dobnosti 1 — e. To jinymi slovy znamena, Ze s pravdépodobnosti e zméni odesilany
symbol na symbol opacny, tedy O na 1 a 1 na 0. Pravdépodobnosti vystupu pro dané
vstupy se obvykle vyjadfuji matici

1—e e
FN( e 1—e>'

Dalsi uvahy plati pro piipad e < %, tedy pro variantu, kdy bezchybny pienos
pfevaZzuje nad chybovym. V tomto pfipad€ ochrana pied chybami spociva ve volbé
kodovych slov, ktera jsou od sebe dostatecné daleko v takzvané Hammingové vzda-
lenosti. Vzhledem k této vzdalenosti, je koule B, (u) se sttedem u a polomérem d,
mnozina slov, které se od u 1i$1 na méné neZ d mistech. Stiedni hodnota poctu chyb
pri prenosu slova délky n je en. Ze zékona velkych Cisel plyne, Ze pravdépodobnost
vice neZ n (e + €) chyb konverguje k nule pro n - oo. Z toho plyne, Ze pokud pro
velké n posilame slovo u € A", bude s velkou pravdépodobnosti vystup I'(x) nalezet
kouli B, (u) pro d, = n(e + €). Malé pravdépodobnosti chyby pfi pfenosu m zprav
lze tedy dosdhnout pokud zvolime vzdjemné disjunktni koule s polomérem d,. Ko6-
dovymi slovy budou stiedy téchto kouli a dekddovaci zobrazeni zobrazi celou kouli
na svuj stfed. Takovéto dekdédovani se nazyva samoopravnym kédem.

Z hlediska rychlosti pfenosu a kapacity je zdkladni otazkou samoopravnych kodi
nalezeni maximalni mnoZiny kouli, které se daji disjunktné vmeéstnat do prostoru A”.

Objem koule s polomérem d,, neboli jeji pocet prvki, 1ze aproximovat jako

n n
l+n+-+ <dn> ~ (dn> ~expn-h(d,/n) =expn-h(e+e),
kde pro piedposledni aproximaci potfebujeme nerovnost e + &€ < 1/2.
Pokud tedy odhlédneme od geometrie prostoru a udélame zjednodusenou tivahu,
tedy celkovy objem prostoru vydélime objemem jednotlivych ¢asti, dostaneme, Ze
takovych disjunktnich kouli by mohlo byt az

expn/expn-h(e+e)=expn-(1—-h(e+e)) ~rexpn-Cg (I).

Posledni aproximace zanedbava €. Pfipomenime, Ze Cg, (I') je rovna 1 — h(e).
Tento heuristicky argument dava ale ve skutecnosti jen horni mez pro rychlost

prenosu pro tento typ kédd. Pokud bychom chtéli ukazat, Ze 1ze této meze doséah-

nout, je tteba lehce pozménit nase pozadavky. Pii dekddovani musime dodrzet malou
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chybu, tu Ize dodrZet nejen v momentu, kdy budou koule v naSem vybéru navzajem
disjunktni, ale také tehdy, kdyZ se vzajemné budou pfekryvat, ale tyto priniky budou
malé relativné k velikosti koule. Pfi takovém poZadavku jiZ 1ze do prostoru vméstnat
dostatek kouli.

Zvolme e < 1/4,n € N, d = n(e + €) abud K pocet prvki v kouli o poloméru
d. Tato kardinalita jist€ nez&visi na zvoleném stfedu koule.

Nyni vybirejme koule s malym vzijemnym prunikem. Konkrétné mizeme po-
stupné pridavat B,(u®) tak, Ze velikost priniku B, (u‘*") se sjednocenim viech
pfedchozich kouli B,(u"), j < i je mensi neZ >K.

Postupnym pfidavanim dostaneme M kouli. Uvazujme piipad, kdy jiZ nejde pfi-
dat Zadna koule tak, abychom neporusili podminku o velikosti priniku. Ozna¢me
sjednoceni vSech kouli symbolem V. Kédovymi slovy naseho kédu budou stredy
kouli a dekédovat budeme vSechny prvky z prislusné koule na jeji stied. Pokud bude
slovo nélezet do vice kouli, ma pfednost ta s niz§im poradovym cislem. Pokud vy-
Sleme zpravu, miiZe dojit ke dvéma chybam, bud’ nastane pfili§ mnoho chyb a vystup
bude mimo danou kouli, nebo bude 1 v néjaké predchozi kouli a bude tedy mylné
dekddovan jako jiny stfed. Pravdépodobnost prvni chyby jde k nule s rostoucim n.
Pravdépodobnost druhé chyby je omezena podminkou na vybér kouli. Nemize pie-
sahnout ¢/2. Zvolme n dost velké, aby pravdépodobnost prvniho druhu chyby byla
mensi neZ ¢/2. Celkova chyba tedy bude mensi nez €.

Co se tyce velikosti M, ta souvisi s velikosti V. JelikoZ predpokladame, Ze jiz
nelze pridat Zadnou dalsi kouli, musi pro vSechna nevybrana slova u € A" platit, Ze
prinik B,(u) a V' ma kardinalitu alespori %K . Pro ta vybrana to plati trivialné také
(prekryv je v tomto piipad¢€ pfesné K). Pro velikost prekryvi tedy dostavame

A"SK < Y [Biw)n V< K|V,

ucA”"

kde druha nerovnost je velkorysym odhadem zaloZenym na pozorovani, Ze kazdy
bod V' miiZe byt pokryt nejvyse K riznymi koulemi (definovanymi svymi stfedy
uvniti koule se sttedem v pokryvaném bodé). Dostavame % |A"| < |V|. Zaroven ale
[V] < M - K, acelkové tedy

M > %|A”|/K ~ %2" exp —n(h(e + €)) = %exp n(1 = h(e + €)).

Tento vyraz roste exponencialné rychlosti exp n(1 — h(e + €)). Pokud ptjdeme s
pozadovanou chybou k nule, dostaneme pozadovanou kapacitu pienosu Cg, (I') =
1 — h(e). (Zde ignorujeme multiplikativni faktor /2, a vynechavame tak detaily dis-
kuse o vztahu mezi € v exponentu a € v tomto multiplikativnim ¢lenu.)

V nésledujici kapitole vysvétlime tvorbu kddu pro obecny bezpamétovy kanal
opteny o myslenku typického prenosu. Zpétné€ se da hledét na vybér stiedl jako na
vybér z podmnoZiny typickych slov pro rovhomérné rozlozeni zdroje. V takovém
pfipadé u BSC nastava nasledujici

e vystup je rozloZen rovnomérne,
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e vSechna vstupni slova jsou typicka,
e vSechna vystupni slova jsou typicka,
e typické vystupy pro vstup u naleZi do sférické vrstvy B, .. () \ B,,_ ().

Treti bod naznacuje, Ze jsme méli v predchozim kdédu pouZivat nikoliv koule,
ale sférické vrstvy. To jsme opravdu mohli, pti zachovani stejné chyby pienosu. To
vyplyva z faktu, Ze pro dlouhd slova u je vystup I'(u) s velkou pravdépodobnosti
nejen uvniti vySe zvolené koule, ale dokonce pravé ve zminéné sférické vrstvé. To
odpovida tomu, Ze je nejen nepravdpodobny pfili§ velky pocet chyb, ale také pfilis
mala chybovost.

Zéaroven musime také upozornit na fakt, Ze typické mnoZiny se sférickymi vrst-
vami, které odpovidaji frekvencné typickym mnoZinadm, zcela neshoduji. Zasadni
je ale fakt, Ze do kazdé sférické vrstvy jsme schopni vméstnat typickou mnoZinu a
naopak.

8.4.1 Typické vstupy a vystupy

Zafixujme konkrétni i.i.d. proces (.S;)7,, a uvazujme odpovidajici vystupni proces
R, :=1T1(S,), i € N. Pfedpokladame, zZe .S je nezavislé na kanalu, z ¢ehoZ plyne

vlastnost 1.i.d. pro procesy (R;)2, 1 sdruZeny proces ((S;, R))),-
Budeme pracovat s typickymi mnoZinami dle Definice 4.5 pro vstup, vystup a
sdruZené€ pro dvojici vstup-vystup. Tim myslime mnoZiny

M (S)={ue A" |exp—n(H (S)+€) <P (S, =u) <exp—-n(H(S)—e)},
M/ (R)={veB"|exp—n(H(R)+¢&) <P (R, =v) <exp-n(H(R)—¢)},
M (S,R) = {(u,v) € A" X B" |
exp—n(H (R, S)+¢) <P (S, =u Ry, =v) <exp—n(H(R,S)—¢)}.

Pro sdruzeny proces pak definujeme takzvanou spole¢né typickou mnoZinu:

M (R, S) = (M (S) XM (R)) N M'(S,R).

Tato spolecn€ typickd mnoZina je podmnoZinou M (S, R), kterd po svych prv-
cich, coby dvojicich vstup a vystup, poZaduje nejen typi¢nost paru pro sdruZeny
proces, ale také typi¢nost samotného vstupu a vystupu vzhledem k pfisluSnym pro-
cesim S a R.

8.4.2 Kodovani a dekédovani na zakladé typického pirenosu

Nyni miiZeme vysvétlit, jak pro dané € a n budeme konstruovat kéd, tedy jak budeme
vybirat kddova slova a jak je budeme dekddovat.
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Zaméifime se na typicka slova, u kterych je navic velkd pravdépodobnost, Ze
budou se svym obrazem tvofit spolecné typicky par. Definujme tedy

M ::{ueA"|u€M;’/\IP<(u,F(u))eW(S,R)>>1—§},

Konstrukce kédu je nasledujici. Pro k > 0 vybirdme vstupni slovo u® z M" tak, aby
platilo

p (r () e V,) <3 (D

j<k
kde V; jsou mnoZiny typickych vystupt pfi typickém pfenosu slova u'”, tedy

v, = {u e B | W)€ W;(S,R)} ,
a to tak dlouho, dokud takové slovo existuje. Dekddovani je definovano tak, Ze slovo
v dekédujeme na u®, kde i je nejmensi takové, Ze v € V; (pokud takové i neexistuje,
dekddovani selze).

Zékladni myslenka dekddovani je jasna: dekodujeme na vstupy, pro které je pri-
jaty vystup typicky. Na prinicich mnoZin V; pfitom uplatnime pravidlo ,,Kdo diiv
prijde, ten diiv mele*. Prioritu bude mit v takovém ptipadé kddové slovo s nejmen-
§im indexem. Jinak feceno, na u'” jsou dekddovana pravé vystupni slova z mnoZiny

i—1

vi\Uv.

j=1

Konstrukce snadno poskytuje omezeni pravdépodobnosti chyby dekédovani pa-
rametrem €. Chyba totiZ miZe byt zplisobena dvéma diivody: prvnim z nich je ne-
typicky prenos kédového slova kandlem, kv;li kterému nebude vystup lezet v pfi-
sluSném V;, druhym je konflikt s jinym (dfive vybranym) kédovym slovem. Chyba
prvniho typu je prostfednictvim definice M ! vyslovné shora omezena hodnotou &/2.
Chyba druhého typu je rovnéz vyslovné omezena hodnotou ¢/2, tentokrat pozadav-
kem (1) malého prekryvu. Kli¢ovou otazkou pro dosaZeni kapacity tedy je, zda tyto
pozadavky umoziiuji zkonstruovat kédy poZadované velikosti, kterou prozkoumame
v nasledujici ¢asti.

8.4.3 Velikost kddu

Necht je dano kladné € < 1/2. Zajima nas, jak velké je N, tedy jaka je velikost kodu
zkonstruovaného v predchozi ¢asti. Odhad vyplyne z ivah o mnoZiné V' = Uj ~V

Jedna se o mnozinu typickych hodnot nahodné veli¢iny R, ,, = T’ (S[O..n))’ kterou
budeme méfit jeji pravdépodobnosti, tedy hodnotou P (R[O..n) € V).
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Proved'me nejprve dolni odhad P (R[O..n) € V). Ten primarné vyplyva z faktu,
Ze konstrukce kddu se zastavi az ve chvili, kdy kddovou mnoZinu nelze rozsifit. To
je situace, kdy pro vSechna u € M plati

PTweV)> %

Pro slova ze zkonstruovaného kédu to plati diky definici M 2, podle které padne vy-
stup s pravdépodobnosti alesponi 1 — ¢/2 > ¢/2 do pfisluSné mnoZiny V;. Pro slova
mimo kdéd to plati z podminky konstrukce a faktu, Ze kod jiZ nelze rozsifit. Dosta-
vame

P(Ry.,EV)2 Z P (R €V, Siom =u)

- ueMﬁ

= Z P (R €V | Sjom=u)P (S =u)
ue]\?[g

= Y PTweV)P (S, =u)
ueM:’

> 2 5P (Son=u)=5P (S, € M).

ueM:’

Musime tedy jeSt€¢ odhadnout pravdépodobnost mnoZiny M;’ To neni prekvapivé,
protoZe kddova slova vybirdme pouze z ni, a pokud by napt. byla prdzdna, byl by
prazdny i konstruovany kéd. Také mnoZinu ME" odhadujeme podle pravdépodob-
nosti, Ze do ni padne hodnota Sy, . Tuto pravdépodobnost si vyjadiime jako

Jde tedy o pravdépodobnost typické mnoZiny veli¢iny .S a pravdépodobnost, Ze pro
u € M"(S) bude platit P ((u, T(u)) & M(S, R)) < ¢/, viz definici M". Tvrzeni o
typické mnoZing zarucuje, Ze pro n dostatecné velka budou pravdépodobnosti

P (Sjo.m €M (S)) P (Rpgy & M (R)) . P ((Sio.» Rpo.y) & M (S, R))

mensi nez ;—4. Pro takova n bude platit

— E
P ((S[o..n)’R[o..n)) & M (S, R)> <3

8/8
1 —¢/o4

P ((Sioon Rio.n) €30 (S, R) | S0y €C(S)) < <

I

Tvrdime, Ze pro takova n zkouman4 pravdépodobnost spliiuje
“rn n 1
P (S[O.-n) € Ms | S[O..n) € MS(S)) > E

Diikaz mé podobu argumentu, ktery vyslovime jako obecné tvrzeni.
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Lemma 8.20. M¢&jme ndhodné jevy U, W C Q, kde U je disjunktnim sjednocenim
mozZnych jevit U, i € I, pro néjakou konecnou mnoZinu indexit I. Bud’'r > 1 a I

i

podmnoZina I, kterd obsahuje ty indexy, pro které plati
P(WIU)>r-PW|U).

Pokud P (W | U) > 0, pak P (U, U; | U) < 1.

iel’
Diikaz. Dtkaz vychazi z faktu, Ze pravdépodobnost P (W | U) je vaZenym primé-
rem hodnot P (W | U;) a hodnotu priiméru, pii nezépornych pifsp&vcich, nelze pre-
krocit r-krat vice nez v 1/r piipadech. Konkrétné
PW|U)=Y P(W|U)P(U|U)> Y P(W|U)P(U,|U)
iel iel’

ZZr-P(WlU)IP(UilU)

iel’
=r-Pw |OP(|Ju U ).
iel’
Podélenim vyrazem r - P (W | U) dostavame tvrzeni lemmatu. ]

Nyni sta&f zvolit I = M"(S), I' = M'(S) \ M,

W= ((S[O..n)’ R[o,,n)) & W(S, R)) ,
U = (Sp.n €M (S))

alU, = (S[O..n) = u). Struc¢né 1ze provedenou tvahu shrnout takto: pravdépodobnost,
ze prvek M déva spole¢né netypicky vystup s pravdépodobnosti alespoii ¢/2, nemiize
byt jedna polovina ¢i vic, protoZe pak by pravdépodobnost takovych netypickych
vystupii na M” byla alespoii /4.

Celkem dostdvame hledany spodni odhad na miru V, totiz

P (R €V) > <P (S € M| Sy €MUS)) - P (S, € MI(S)) >

2
e 1 £ £
>33 U=59)>5

Dolni odhad pro N vyplyne z nutnosti pokryt tuto pravdépodobnost pravdépo-
dobnostmi jednotlivymi kouli V. UvaZujme tedy n&jaké pevné u') € M . Z definic
V.a Me” plyne u® € M’(S) aprokazdé v € V; také v € M*(R) a (u", v) € M(R, S).
Tudiz
P (Ro.n=0:Sp.n =4")  exp-n(H(R.S) +e)

P (S[O..n) = u(i)) ~ exp—n(H(S)—-¢)
=exp—n(H(R|S)+2e).

P (R[o..m =0 | Sy = “(i)) =
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Z. nerovnosti

1>P(Tw”)eV,) =P (Ry, €V | Sg.n,=u?)
=Y P(Rg, =vlSq, =u)>|V| exp—n(H(R]|S)+2e),

1
vey;

nyni plyne
Vil <expn (H(R|S)+2e),
a tedy

P (R €V;) = Z < |Vi|exp—n(H (R) — €) < exp—n(H (R : §) - 3e).

vev;

i

Celkem tedy dostavame
t<P(R V. |<N H(R: S)-3
5 < [0.‘n)eU i) <N -exp—n(H(R :S§)-3e).
J<N

a konecné
N > %expn(H(R L S) - 3¢).

MiuzZeme shrnout do nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.21. Pro kazdé S : Q — A a pro 6 > 0, dosahuje bezpamétovy kandl '

prenosové rychlosti I(S : T'(S)) — 6.

Diikaz. Zvolme € > 0 ostfe mensi nezZ 6/3. VySe uvedena konstrukce poskytuje
kod, ktery 1ze kanalem posilat a dekddovat s chybou nejvyse € a jeho velikost je pro

dostate¢né velka n vice nez

expn (H(R:8)—68) =expn(H (R, : Sy) —3).

Pfechodem k supremu pfes vSechna mozna S’ a prechodem 6 k nule dostaneme

Shannonovu vétu.

Véta 8.22 (Shannonova Véta o propustnosti kanalu). Kapacita bezpamétového ka-

nalu T" je vétsi nebo rovna neZ Cqp ().

104



	Entropie jako cena informace
	Pravděpodobnostní prostor a náhodné veličiny
	Informace a entropie náhodných veličin
	Podmíněná informace a podmíněná entropie
	Divergence entropie
	Entropie jako funkce na prostoru rozdělení
	Vztah tří náhodných veličin. Podmíněná vzájemná entropie a podmíněná nezávislost.

	Náhodné procesy a jejich entropie
	Komprese dat
	Komprese - asymptotické chování
	Bodový kompresní poměr

	Komprese - Univerzální kódy
	Frekvenční kód
	Lempelův-Zivův rekurenční kód

	Komunikační kanál
	Kanál a jeho kapacita
	Fanova nerovnost a horní mez pro kapacitu kanálu
	Poznámka o nezávislosti transformací
	Fanova nerovnost
	Shannonova mez

	Kanál bez paměti
	Dosažení kapacity kanálu
	Typické vstupy a výstupy
	Kódování a dekódování na základě typického přenosu
	Velikost kódu



