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KAPITOLA 1

Logika, mnoziny a zakladni
¢iselné obory

1.1. Logika

1.1.1. Logika je véda o formalni spravnosti mysleni. Formalné logicka spravnost
spociva ve spravnosti vyvozeni zavéru z predpokladi. V tomto oddilu se budeme
zabyvat logikou vyrokovou a predikatovou.

1.1.2. Vyrok je tvrzeni, o kterém ma smysl fici, Ze je pravdivé (plati) nebo ne-
ni pravdivé (neplati). Pokud vyrok plati, itkame, ze ma pravdivostni hodnotu 1,
pokud neplati, fikame, Ze ma pravdivostni hodnotu 0. Pouze nékteré spravné utvo-
fené gramatické véty jsou vyroky. Véty ,Cislo 4 je sudé.” a ,,Praha je hlavni mésto
Kanady.“ jsou vyroky, naproti tomu ,Ahoj!“ nebo ,,Kéz by uz byl konec.“ nikoli.
Tvrzeni ,Cislo 7™ je iracionalni.” je vyrok, i kdyz zatim neni znamo, zda pravdivy ¢i
nepravdivy. Z vyroki lze vytvaret nové slozitéjsi vyroky pomocilogickych operaci.
Se zakladnimi logickymi operacemi se nyni seznamime.

1.1.3. Negaci vyroku 4 rozumime vyrok ,Neni pravda, ze plati 4.“ K vyjadieni
negace vyroku A mtzeme také pouzit obrat ,,Neplati 4., pfipadné zménit prislus-
né sloveso ve vyroku pomoci predpony ,ne-“. Negaci vyroku A zna¢ime —A. Je-li
vyrok A pravdivy, pak je vyrok —A nepravdivy. Je-li vyrok A nepravdivy, pak je
vyrok —A pravdivy.

1.1.4. Konjunkci vyrokt 4 a B nazveme vyrok ,Plati A a zaroven plati B.“ Dale
pouzivame také obraty ,Plati A a plati B.“, ,Plati A4 i B.“ Konjunkci vyrokti 4 a B
znac¢ime A A B, n¢kdy také A & B. Pokud jsou pravdivé oba vyroky 4 a B, pak je
konjunkce A A B pravdiva. Pokud je alespon jeden z vyrokii A a B nepravdivy, pak
je konjunkce A A B nepravdiva.

1.1.5. Disjunkci vyroki 4 a B nazveme vyrok ,Plati 4 nebo plati B.“ Disjunkci
vyrokti A a B znac¢ime A v B. Pokud je alespon jeden z vyrokt A a B pravdivy,
pak je disjunkce A v B pravdiva. Pokud jsou oba vyroky A a B nepravdivé, pak
je disjunkce 4 v B nepravdiva. Poznamenejme, ze disjunkce neni vylucujici, to
znamena, ze je pravdiva i v ptipadé, kdy plati oba vyroky A a B zaroven. Takto
pouzivame spojku ,nebo v matematice na rozdil od pfirozeného jazyka, kde mtize
mit i vyznam vylucovaci.
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1.1.6. Implikaci nazyvame vyrok ,Jestlize plati (vyrok) A, potom plati (vyrok) B.“
Takové spojeni vyroktt 4 a B zna¢ime A = B. Pokud A neplati nebo oba vyroky
A i B plati, pak jde o pravdivy vyrok. Pokud A plati a B neplati, pak jde o vyrok
nepravdivy. Vyroku 4 fikime predpoklad a vyroku B zavér. Misto vyroku ,Jestlize
plati A, potom plati B.“ pouzivame také nasledujici obraty.

Jestlize plati vyrok A, pak plati vyrok B.

Vyrok A implikuje vyrok B.

Z vyroku A plyne vyrok B.

Ptedpokladejme, ze plati vyrok A4, potom plati vyrok B.
Necht plati vyrok A. Potom plati vyrok B.

Vyrok A je postacujici podminkou pro platnost vyroku B.
Vyrok B je nutnou podminkou pro platnost vyroku A.

Je-li predpoklad A4 nepravdivy, pak implikace A = B plati vidy bez ohledu na
platnost zavéru B. Jinymi slovy, z nepravdivého vyroku plyne jakykoliv jiny vyrok.
Tato skute¢nost mize nékdy puisobit potize, které vyplyvaji z rozdilného pouzivani
obratu ,Jestlize plati A, pak plati B.“ v logice a v pfirozeném jazyce. V béiné fe-
¢i pouzivame tento obrat zpravidla tehdy, existuje-li néjaka vécna souvislost mezi
predpokladem A4 a zavérem B, zatimco v logice pouzivame tento obrat i ke spojeni
vyroki, kde takova souvislost nemusi existovat, napiiklad ,Jestlize je medvéd ry-
ba, pak jsou Athény v Egypté¢.“ Pravdivost takového vyroku v logice zavisi pouze
na pravdivostnich hodnotach predpokladu a zavéru. Ackoliv pravdivost takovych
vyrokt miize pisobit nezvykle, je formalné logické pojeti implikace v matematice
velmi uzite¢né. Podrobnéjsi vysvétleni lze nalézt naptiklad v [18, I1.8].

1.1.7. Ekvivalenci vyrokii A a B nazyvame vyrok ,Vyrok A plati pravé tehdy, kdyz
plati vyrok B.“ Ekvivalenci vyrokii A a B zna¢ime A < B. Pokud A4 a B maji
stejnou pravdivostni hodnotu, pak je A < B pravdivy vyrok. Pokud nemaji 4 a
B stejnou pravdivostni hodnotu, pak je A ¢ B nepravdivy vyrok. Misto ,Vyrok 4
plati pravé tehdy, kdyz plati vyrok B.“ pouzivame také nasledujici obraty.

e Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.

e Vyrok 4 je ckvivalentni s vyrokem B.

e Vyrok 4 je nutnou a postacujici podminkou pro platnost vyroku B.

1.1.8. Nasledujici tabulky uvadéji pravdivostni hodnoty vyse definovanych logic-

kych operaci v zavislosti na pravdivosti vyrokt 4 a B.

Al -4 A B|AANB|AVB|A=B|A& B

0] 1 0 0 o 0 1 1

1|0 0 1| 0 1 1 0
1 0] o0 1 0 0
1 1] 1 1 1 1

1.1.9. Pro zjednoduseni zapisu bude mit mezi logickymi operacemi negace pred-
nost pred ostatnimi operacemi. Napiiklad zapis =4 = B znamena (—A) = B.
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1.1.10. Véta (vlastnosti negace, konjunkce a disjunkce). Necht A, B a C jsou vyro-
ky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroka
A, B, C.

(a) ~(—=A4) < A
(b) (AAB) & (BAA)
(© ((AAB)AC) & (AN (BAC))
(d) (Av B) & (BV A)
(e) (AVB)VC) & (AV(BV(O))
) (AV(BAC)) < ((AVB)A(AVC))
(g) (AAN(BVC)) & (AAB)V(AAC))

Diikaz. (a) Ptedpokladejme nejprve, ze vyrok A je nepravdivy. Potom je vyrok =4
pravdivy a vyrok —=(—A4) je nepravdivy. Vyroky 4 a —=(—A) maji stejnou pravdivostni
hodnotu, takze je vyrok =(—4) < A pravdivy.

Nyni prfedpokladejme, Ze vyrok A je pravdivy. Potom je vyrok =4 nepravdivy
a vyrok =(—A4) je pravdivy. Vyroky A a =(—A) maji stejnou pravdivostni hodnotu,
takze je vyrok —(—A) & A opét pravdivy. Tim je dtikaz proveden. Predchozi tivahu
Ize prehlednéji zapsat pomoci nasledujici tabulky.

A=A | =(=4) | =(=4) & 4
o 1] o I
1o | 1 1

(b) Kazdy z vyrok 4 a B muze byt pravdiV)'/ nebo nepravdivy Pouzijeme-li
stejny postup jako v pfedchozim ptipadé, je tieba projit celkem ctyrl piipady. Tyto
piipady spolu s pravdivostnimi hodnotami piislusnych vyrokt jsou zachyceny v
nasledujici tabulce.

A B|AAB|BAA|(AANB) & (BAA)
0 O 0 0 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Posledni sloupec pravdivostnich hodnot obsahuje pouze pravdivostni hodnotu 1,
takze uvazovana eckvivalence je vidy pravdiva.

(c) Podobné jako v predchozim pripadé¢ sestavime prislusnou tabulku. Zde je
jiz celkem osm moznosti pravdivostnich hodnot pro trojici vyrokt 4, B a C.
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A B C|AAB|BAC | (AANB)AC | AN(BAC)
0 0 O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
I 1 1 1 1 1 1

Posledni dva sloupce pravdivostnich hodnot jsou shodné, takze dokazovana ekvi-
valence je vzdy pravdiva.
Pripady (d)-(g) lze odvodit zcela obdobné a piislusné tabulky zde jiz uvadét

nebudeme. [

1.1.11. Tyrzeni (b) a (c) Véty ukazuji, Ze pokud chceme postupné spojit vy-
roky Ay,..., A, pomoci konjunkce, nezalezi na poradi, v jakém uvazované vyroky

spojime. Naptiklad vyroky
Al/\((Az/\A3)/\A4), ((A4/\A3)/\A1)/\A2

jsou ekvivalentni. V takovych piipadech pak pouzivame jednodussi zapis 4, A
Ay A+ A Ay. Tyrzeni (d) a (¢) Véty [1.1.10 umoziiuji zavedeni obdobného zapisu
Ay v A2 V ---V Ay pro disjunkci. V pripadé konjunkce dokonce nékdy vynechava-
me symbol Aa vyroky pouze oddélujeme ¢arkami. Napiiklad vyrok ,Plati vyroky
Ay, Az, A3.“ znamena ,Plati vyrok Ay A Ay A A3.%

1.1.12. Véta (negace konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence). Necht 4 a B
jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost
vyrokt A a B.

(a) ~(AAB) < (mAV —B)
(b) =(AVv B) & (—A A—=B)
(c) (A= B) & (AA—B)

(d) ~(4 & B) & (A < —B)

Diikaz. Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot ukazme naptiklad platnost (d). Prav-
divost vyroku (a)-(c) lze dokazat obdobné.

A B|A©B|-(4¢B)|As B
0 0 1 0 0
0 1| o 1 1
1o o 1 1
111 0 0

Posledni dva sloupce jsou shodné, a tedy vyrok —=(4 < B) & (A & —B) je vzdy
pravdivy. [



1.1. LOGIKA 5

1.1.13. Véta (vztah implikace a ekvivalence). Necht A a B jsou vyroky. Potom jsou
vyroky A & B a (A = B) A (B = A) ckvivalentni, tj. vyrok

(A& B) & (A= B)A (B = A)) 1.1)
je vzdy pravdivy bez ohledu na pravdivost vyrokt A a B.

Diikaz. Opét pouzijeme tabulku pravdivostnich hodnot.

A B|A=>B|B=>A|(A=>BA(B=>4)| A5 B
0 O 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
Posledni dva sloupce jsou shodné, a vyrok ([L.1) je tedy vzdy pravdivy. ]

1.1.14. Véta. Necht A, B a C jsou vyroky. Potom jsou nasledujici vyroky vidy
pravdivé bez ohledu na pravdivost vyroki 4, B, C.

(@) (A= B) & (=B = —A)
(b) (A= B) & (—mAV B)
(© ((AvB)=C) & (A= C)A(B=())

Diikaz. Tvrzeni plynou z nasledujicich tabulek pravdivostnich hodnot.

@

A B|-A|-B|A=B|-B=—-A|(A= B) & (—-B = -4)
0 O 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
1 0] O 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 1
(b)
A B|-A|A=B|-AVB|(A= B) & (-AV B)
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0] O 0 0 1
1 1 0 1 1 1

©
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A B C|AVB|(AVB)=C|A=C|B=C|A=C)AB=C)
0 0 0] 0 1 1 1 1
0 0 1| 0 1 1 1 1
0 1 0] 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 of 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1
11 0] 1 0 0 0 0
11 1 1 1 1 1 1

Sloupec pravdivostnich hodnot odpovidajici vyroku (4 v B) = C je shodny s
poslednim sloupcem, a proto je vyrok v bodé (c) vzdy pravdivy. ]

1.1.15. Tvrzeni ,,Cislo x jeliché.“, kde x je proménna, je gramatickou vétou, nicmé-
né neni vyrokem, protoze jej nelze potvrdit ani vyvratit. Z uvedeného tvrzeni se

stane vyrok, pokud proménnou x nahradime konkrétnim ¢islem, napiiklad ,Cislo
7 je liché.” Pravé uvedeny piiklad motivuje nasledujici definici.

1.1.16. Definice. Vyrokova forma V(x,...,x,) je vyraz, z n¢hoz vznikne vyrok,

kdyz za proménné x1, . .., x, dosadime po fad¢ prvky z danych mnozin My, M, ..., M,.
Takovou vyrokovou formu s n proménnymi a piislusnymi mnozinami My, M, ..., M,
znadime

V(xl,...,xn), X1 €My, x, e My,...,x, € M,.

1.1.17. Pojem mnoziny v predchozi definici pouzivame v intuitivnim smyslu. Pro
nase uvahy ndm zatim postaci toto (ne zcela presné) vymezeni: MnoZinou rozumime
kaZdé shrnuti urcitjch a navzdjem riznjch objektii (které nazyvame proky) do jediného celku. Je-li
a prvkem mnoziny A, pak piseme a € A. Pokud a neni prvkem A, piseme a ¢ A.
Jestlize kazdy prvek mnoziny A je i prvkem mnoziny B, potom fikame, ze 4 je
podmnozinou B a piSeme A C B. Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, ktera

neobsahuje zadny prvek. Zpresnujici vyklad je uveden v Oddilu B a Dodatku @

1.1.18. Necht vyrokova forma V ma tvar ,.x je hlavni mésto Ceské republiky®, kde
za x dosazujeme prvky z mnoziny vsech ceskych mést. Pak V(Praha) je pravdivy
vyrok, ale vyrok V(Plzen) neplati.
1.1.19. Poznamka. Predikatem v logice rozumime vlastnost, kterou néjakému pred-
métu prisuzujeme, nebo mu ji upirame. V Prikladu je predikatem ,,byt hlav-
nim méstem Ceské republiky®. Predikatova logika se vénuje studiu predikati a
vysetfovani vlastnosti kvantifikace. Pojmem kvantifikace se nyni budeme zabyvat.
1.1.20. Definice. Necht V(x), x € M, je vyrokova formaa P C M.
(a) Vyrok ,,Pro kazdé x € P plati V(x).“ symbolicky zapisujeme ve tvaru
Vx € P: V(x).
Symbol ¥ nazyvame obecnym kvantifikatorem.
(b) Vyrok ,Existuje x € P takové, Ze plati V(x).“ zapisujeme ve tvaru
dx e P: V(x).
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Symbol 3 nazyvame existen¢nim kvantifikatorem.
(c) Vyrok ,Existuje pravé jedno x € P takové, ze plati V(x).“ zapisujeme ve
tvaru
dlx € P: V(x).

1.1.21. Poznamka. Z typografického hlediska vznikly symboly V a 3 otocenim
pismen A a E. Pismeno A vychazi z némeckého slova allgemein, a pismeno E patrné
z francouzského slova exister.

1.1.22 (kvantifikace pfes prazdnou mnozinu). Necht V(x), x € M, je vyrokova
forma. Jestlize P je prazdna mnozina, potom vyrok
Vxe P:V(x)
povazujeme za pravdivy. Na druhé stran¢ vyrok
dx e P: V(x)
je zfejmé nepravdivy.
1.1.23. Pokud ma vyrokova forma vice proménnych, mtizeme z ni pomoci kvantifi-
katort vytvorit nové vyrokové formy s mensim po¢tem proménnych nebo dokonce
vyroky. Mé¢jme vyrokovou formu V(x, y), x € My, y € M,. Nyni mizeme vytvorit
nové vyrokové formy s jednou proménnou naptiklad takto:
Vx e My: V(x,y), dx € My: V(x,y),
Vy e M,y: V(x,y), dy € Ma: V(x,y).

V prvnim fadku jde o vyrokové formy s proménnou y a ve druhém s proménnou
x. Z téchto forem lze utvofit vyroky pouzitim dalsiho kvantifikatoru, napriklad

Vx e My: (Vy € My: V(x,y)), dy € My: (Ix € My: V(x,y)).
Vyroky uvedeného typu zapisujeme zpravidla jednoduseji nasledujicim zptisobem:
VxeMVy eMy: V(x,y), dy € My 3x € My: V(x,y).

Obdobné miizeme pomoci kvantifikatort vytvaret vyrokové formy a vyroky z vy-
rokové formy s vice nez dvéma proménnymi.

1.1.24 (intuitivni pojeti matematické logiky). V nasem textu se pridrzime intuitiv-
niho vyznamu kvantifikatort, tj. vyuzijeme toho, jak v bézné fe¢i rozumime obra-
tam ,pro kazdé x“ a ,existuje x“. Nebudeme tedy usilovat o ¢isté formalni pojeti
matematické logiky, nebot takovy piistup by pro svou naro¢nost nebyl pfiméteny
nasemu textu. Proto né¢které vlastnosti kvantifikatorti z tohoto oddilu nebudeme
dokazovat, nicmén¢ by tyto vlastnosti mély byt intuitivné zfejmé. V knize [16] je
mozné se seznamit s precizni vystavbou matematické logiky a jejimi hlubokymi
vysledky. Kniha vsak predpoklada obeznamenost s vy$si matematikou.

1.1.25 (ztzeni vyrokové formy). Uvedme nejprve dvé nasledujici vlastnosti. Necht
V(x),x € My, je vyrokova forma a M, C M;. Potom plati:

(@) (Vx € My: V(x)) = (Vx € Ma: V(x)),
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(b) (Ix € Ma: V(x)) = (Ax € My: V(x)).
Vyrok (a) fika, ze pokud vyrok V(x) plati pro kazdy prvek x mnoziny M,, pak plati
i pro kazdy prvek x z mnoziny M,. Vyrok (b) tvrdi, Ze pokud v podmnoziné¢ M,
existuje prvek x takovy, ze V(x) plati, pak takovy prvek nalezneme i v mnoziné M.
1.1.26 (poradi kvantifikatorti). Uvedme dale tfi zakladni vlastnosti tykajici se po-

fadi kvantifikatord, které budeme casto pouzivat. Necht V(x,y),x € M,y € M,
je vyrokova forma. Potom plati:

o (Vxe M VyeM,:V(x,y)) & (Vy € My Vx € My: V(x,y)),

e (Ixe My e My: V(x,y)) & (3y € My 3x € My: V(x,y)),

e (Ixe M VyeMy:V(x,y) = (Yy € My Ix € My: V(x,)).
Prvni dvé vlastnosti fikaji, ze poradi kvantifikatori stejného typu 1ze zaménovat, aniz
by se zménila pravdivostni hodnota vyroku. V posledni ze tif vySe uvedenych for-
muli je vsak pouze implikace, nikoli ekvivalence. Poradi obecného kvantifikatoru
a existen¢niho kvantifikatoru totiz obecné zaménit nelze, jak ukazuje nasledujici

priklad.
Necht A(m,d),m € M,d € D, znaci vyrokovou formu

»>Muz m je otcem ditéte d.“, m e M,d € D,
kde M je mnozina vSech muzii a D je mnozina vsech déti. Vyroky
Vd e DIme M: A(m,d), dm e M YVYd e D: A(m,d)

se lisi pouze potadim kvantifikatorti. Prvni vyrok tka, ze kazdé dité ma svého otce.
Druhy vyrok tvrdi, ze existuje muz, ktery je otcem viech déti. Pravdivostni hodnoty
téchto vyroki se tedy lisi.

1.1.27. Oznaceni. Necht V(x, y) je vyrokova forma, kde za proménné x a y bere-
me prvky mnoziny A. V takovém piipadé vzhledem k zaménnosti kvantifikatort
stejného typu pouzivame ¢asto misto zapisu

Vxe AVye A: V(x,y)
zapis
Vx,yeA: V(x,y).
Podobné misto
dxeAdye A: V(x,y)
piseme zkracené
dx,y € A: V(x,y).

Tuto konvenci budeme zfejmym zptisobem pouzivat i ve formulich, které obsahuji
vice nez dva kvantifikatory.

1.1.28. Oznaceni. Necht V' a P jsou vyrokové formy s proménnou x € M. Zapis
Vx e M, P(x): V(x), 1.2
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oznacuje vyrok
Vx e M: (P(x) = V(x)).
Vyrok @) cteme: ,Pro kazdé x z M splnujici P plati V(x).“ Zapis
dx € M, P(x): V(x) (1.3)
oznacuje vyrok
Ax € M: (P(x) A V(x)).
Vyrok @ ¢teme: ,Existuje x z M splnujici P, pro které plati V(x).“ Obdobny

zapis pouzivame i v piipadé, ze V je vyrokova forma o vice nez jedné proménné.
Vyse uvedena imluva zjednodusuje a zprehlednuje zapis formuli.

1.1.29 (negace vyroku s kvantifikatory). Necht V a P je vyrokova forma s promén-
nou x € M. Negaci vyroku

VxeM: V(x)
lze zapsat ve tvaru
dx e M: =V(x),

pricemz =V znaci vyrokovou formu, ktera po dosazeni za proménnou x urcuje

vyrok —=(V(x)). Podobné negaci vyroku
dx e M: V(x)
lze zapsat ve tvaru
Vx e M: =V(x).
Negovat vyrok
Vx e M, P(x): V(x),
znamena negovat vyrok
Vx e M: (P(x) = V(x)).
Po provedeni negace dostaneme
Ix e M: —=(P(x) = V(x)),
takze podle Véty [.1.13(c)
dx e M: (P(x) A —|V(x)).
Posledni formuli Ize prepsat ve tvaru
dx € M, P(x): =V (x).
Podobné lze odvodit, Ze negace vyroku
dx e M, P(x): V(x)
ma tvar

Vx e M, P(x): =V (x).
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Pokud negujeme vyrok, ktery obsahuje vice kvantifikatorti, postupujeme tak,
ze ve formuli zaménime obecné kvantifikatory za existenéni, existenéni za obecné
a znegujeme vyrokovou formu. Spravnost postupu vyplyva z predchoziho vykladu.

1.1.30. Negaci vyroku

Vxe M,y e My Vz € M3: V(x,y,2)
lze zapsat ve tvaru

dx e My Vy e My 3z € M5: =V(x,,2).

1.1.31. Priklad.
Dalsi piiklady jsou uvedeny v Oddilu @

1.2. Zakladni metody ditkazi

1.2.1. Mnozinu v$ech prirozenych ¢isel, tj. mnozZinu vsech ¢isel 1, 2, 3,..., bu-
deme znacit N, mnozinu vsech celych ¢isel Z, mnozinu vSech racionalnich ¢isel,
tj. mnozinu disel tvaru g, kde p € Z a g € N, budeme znacit Q a mnozZinu vsech
realnych c¢isel R. Iracionalnim ¢islem rozumime kazdé realné ¢islo, které neni raci-
onalni. Cisla z uvedenych mnozin miizeme porovnavat mezi sebou podle velikosti,
s¢itat, odecitat, nasobit a d¢lit. Pro rovnost realnych ¢isel budeme pouzivat stan-
dardni symbol = a pro nerovnosti symboly <, >, <, >. Pro uvedené operace pak
symboly + (plus), — (minus), - (krat) a - (zlomkova ¢ara). Budeme predpokladat
znalost zakladnich vlastnosti téchto mnozin na trovni stftedoskolské matematiky,
tj. zejména znalost vlastnosti pocetnich operaci. Také pouzijeme tvrzeni, Ze mno-
zina prirozenych ¢isel je rovna mnoziné viech celych cisel, ktera jsou vétsinez 0, a
¢islo 1 je nejmensi prirozené ¢islo, tj. pro kazdé n € N plati n > 1. O mnozinach
N,Z,Q aR zde hovoiime zejména proto, abychom je mohli pouzivat v ilustra¢nich
prikladech tohoto oddilu. Jejich presnému zavedeni se budeme vénovat v Oddi-
lu @ a Dodatku . Logicka struktura hlavni linie vykladu vsak nebude narusena
pouzivanim dosud nedefinovanych pojmu a nedokazanych tvrzeni.

1.2.2. V matematice vychazime z nékolika zakladnich tvrzeni, kterd nedokazuje-
me. Takova tvrzeni nazyvame axiomy. Vechna dalsi tvrzeni jsou potom odvozo-
vana z axiomu a tvrzeni jiz dokdzanych. Matematické tvrzent, které povazujeme za
dilezité nebo zajimavé samo o sob¢, vétsinou nazyvame vétou. K oznaceni tvrze-
ni, které ma pomocny charakter, tj. Eotfebujeme jej pouze k ditkazu jinych tvrzent,
pouzivame zpravidla slovo lemma.! Definice vymezuji nové pojmy, véty a lemma-
ta hovorti o vlastnostech téchto pojmt a vztazich mezi nimi. Matematicka teorie je
tak tvofena axiomy, definicemi, vétami, lemmaty a dikazy. Podrobnéjsi vyklad o
axiomech i samotném jazyce matematiky je uveden v Dodatku [A].

18lovo lemma je stfedniho rodu.
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Nejcastéji byva matematicka véta formulovana ve tvaru implikace, tj. pokud
plati predpoklad A, pak plati zavér B. Dikazem je pak posloupnost spravnych
uvah vedoucich od predpokladi véty k jejimu zavéru. Mezi zakladni typy dtikaza
patfi:
primy dikaz,
nepiimy dikaz,
dukaz sporem,
dukaz rozborem pripadi,
dtikaz matematickou indukci.

Tyto postupy nyni stru¢né vysvétlime a vyklad doplnime priklady. Uvedme jesté,

ze u slozitéjsich dikazi je ¢asto nutné pouzit i nékolika z vyse uvedenych postupti
a vzajemn¢ je kombinovat.

1.2.3 (pfimy dtkaz). M¢éjme matematickou vétu ve tvaru implikace A = B pro
jisté vyroky A a B. Pii pfimém ditkazu postupujeme takto: Predpokladame, ze vy-
rok A plati. Odtud odvodime platnost jistého vyroku C;, pomoci C; dokazeme
pravdivost jistého vyroku C3, z n¢ho pak dokazeme Cs a tak dale, az z predpokla-
du platnosti vyroku C, dokazeme vyrok B. Odvodili jsme tedy nasledujici fetéz
implikaci

A:>C13 Cl :CZs C2:>C3s"'scn—l :>Cns Cn:>Bv

ze kterého jiz plyne platnost implikace A = B. Chceme-li dokazat néjakou vétu
pr1mym dtikazem, je na nas, abychom nalezli vhodné sttedni ¢leny Cy, . .., Gy, které
nam umozni z pfedpokladu odvodit zavér. Jak je hledat v konkrétnim prlpade, na
to bohuzel zadny navod ¢i dokonce algoritmus neexistuje. Matematika je tvirdi
¢innost a bez ur¢ité miry divtipu zadnou novou vétu dokazat nelze.

1.2.4 (nepiimy dtikaz). Tento typ diikazu je zalozen na ekvivalenci vyrok A = B
a =B = —4 (viz Vétu [[.L1.14(a)). Plati-li druhy vyrok, pak plati i prvni. Staéi tedy
nalézt jakykoli dtikaz druhého vyroku.

1.2.5 (dikaz sporem). Tato metoda je zalozena na ckvivalenci vyroki A = B
a—(A A—-B) (viz Vétu (c)) P1i tomto zptisobu dokazovani predpokladame
platnost vyroku A A =B. Pokud se nam z n¢ho podaii odvodit vyrok C, ktery je
neplatny, pak nemutize platit ani vyrok A A =B (z platné¢ho vyroku nelze odvodit
vyrok neplatny). Plati tedy =(4 A —B), neboli A = B.

1.2.6 (dtikaz rozborem pitipadit). Ma-li dokazované tvrzeni tvar (AV B) = C, pak
podle Véty [1.1.14(c) sta¢i dokazat tvrzeni A = C a B = C.V tomto dikazu tedy
nejprve dokazujeme zavér C za predpokladu, ze plati A. Pak dokazujeme C za
predpokladu, ze plati B. Pti aplikaci této metody je tedy treba zapsat predpoklad
véty ve tvaru A V B tak, abychom pak mohli snaze odvodit A = C a B = C. Ani
zde neni k dispozici zadny algoritmus, jak takova 4 a B nalézt, a je tfeba pouzit
vlastniho davtipu.
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1.2.7 (dtkaz matematickou indukci). Metodu diikazu matematickou indukei 1ze
pouzit k dtikazu vyroku tvaru

Vn e N: V(n), 1.4

kde V(n), n € N, je vyrokova forma. V prvnim kroku matematické indukce doka-
zeme platnost vyroku V(1). Ve druhém kroku pak dokazeme vyrok

Vn e N: (V(n) = V(n + 1)),

neboli predpokladame platnost V(n) (tzv. indukéni prredpoklad) a odvodime plat-
nost V(n + 1). Z téchto dvou krokti pak vyplyvé platnost vyroku (.4).
V ptipadé, ze chceme dokazat vyrok tvaru

Vn € Z,n > ng: V(n),

kde ng € Z aV(n),n € {j € Z; j = ng}, je vyrokova forma, pak v prvnim kro-
ku matematické indukce dokazeme platnost vyroku V(ng). Ve druhém kroku pak
dokazeme vyrok

Vn e Z.n>ng: (V(n) = V(n+1)).

Korektnost této ditkazové metody podstatné souvisi s konstrukcemi mnozin
prirozenych ¢isel a mnoziny celych ¢isel, kterym se budeme vénovat v Dodatku ﬁ,

1.2.8 (diikaz uplnou matematickou indukci). Necht V(n),n € N, je vyrokova for-
ma. Vyrok
Vn € N: V(n) (1.5)

je n¢kdy mozné dokazat pomoci Giplné matematické indukce, ktera sestava z ove-
feni nasledujicich tvrzent:

(a) plati V(1),
(b) pro kazdén € N plati

(VjeN,j<n:V(j))=Vn+1).

Krok (b) uplné matematické indukce se lisi od druhého kroku matematické in-
dukce popsané v paragrafu v tom, ze misto abychom predpokladali platnost
pouze V(n), predpokladame, ze plati vyroky V (1), V(2),...,V(n).
Piedpokladejme, Ze plati (a) a (b). Ukazeme, 7e pak plati (.5). Definujme
vyrokovou formu W(n),n € N, nasledujicim zptisobem: Vyrok W(n) tika, Ze pro
kazdé j € N, j < n, plati V(). Matematickou indukci dokazeme tvrzeni
Vn € N: W(n). (1.6)
Vyrok W(1) plati podle (a). Nyni predpokladejme, ze pro néjaké n € N plati W(n).
Potom podle (b) plati V(n + 1). Plati-li W(n) a V(n + 1), pak plati W(n + 1). Podle
principu matematické indukee plati (.6). Z vyroku (f.6) pak okamzité plyne 5.

Dalsi varianty ditkazu matematickou indukei jsou uvedeny v piikladové casti

této kapitoly (Oddil [L.9).

Pouziti vyse uvedenych ditkazovych metod priblizime v nasledujicich ptikla-

dech.
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1.2.9. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé a,b € R plati %(a2 + b?) > ab.

Reseni. Provedeme piimy dtikaz tvrzeni. Vezméme libovolna ¢isla a,b € R. Potom
plati (a —b)2 > 0. Upravime-li tuto nerovnost, dostaneme a?—2ab+b? > 0. Odtud
jiz snadno plyne dokazovana nerovnost %(a2 + b?) > ab. *

1.2.10. Pfiklad. Nechtn € N. Dokazte, Ze potom existuje k € N takové, ze n =
2k, nebo n = 2k — 1, pticemz oba piipady nemohou nastat zaroven. V prvnim
pripadé fikame, ze n je sudé, a ve druhém, ze je liché.

Reseni. K ditkazu prvni ¢asti tvrzeni pouzijeme matematickou indukei. Pron =1
polozme k = 1. Potom mame 1 = 21 — 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro
n € N, a chceme tvrzeni dokazat i pro ¢islo n + 1. Podle indukéniho predpokladu
existuje k € N takové, ze n = 2k, nebon = 2k — 1. V prvnim pfipadé platin + 1 =
2k +1=2(k +1)—1,vedruhém n + 1 = 2k. V prvnim piipadé je tedy hledanym
¢islem k + 1 a ve druhém k.

Pokud by ¢islo n € N bylo zaroven liché i sudé, pak by existovala k,/ € N
takova, ze n = 2k = 2/ — 1. Potom 2(l — k) = 1, atedy I —k > 0. Tudiz by
platlok +1 < /,atedyn =2/ -1 > 2(k +1)—1 =2k +1 > 2k = n, coz
neni mozné. Metodou diikazu sporem jsme odvodili i druhou ¢ast tvrzeni. Tim je
tvrzeni prikladu dokazano. ry

1.2.11. Priklad. Nechtn € N a p € N je liché. Dokazte, ze potom p” je liché
&slo. (Symbol p" znadi p--- p a p® = 1. Podrobné je tento z4pis zaveden v para-
———

grafu [1.6.1(b).)
Reésent. Necht p e N je liché. Tvrzeni dokazeme matematickou indukci. Pron =1
je &islo p' = p liché podle predpokladu. Predpokladejme platnost tvrzeni pro
prirozené ¢islo n, tj. predpokladejme, Ze ¢islo p” je liché. Pak existuje k € N takové,
ze p" = 2k — 1. Existuje také [ € N takové, ze p = 2/ — 1. Potom plati

Pl =pt p=02k—-1)-Ql—1)=2Qkl —k—1+1)—1.

DéleplatiZkl—k—l+l =k(l-1D)+I1k-1)+1> l,atedkal—k—l+l e N.
Odtud plyne, ze &slo p"*! je liché. a

n krat

1.2.12. Pripomenme, ze ¢islo d € Z nazyvame délitelem ¢isla n € Z, znac¢ime
d | n, pokud existuje k € Z splnujici n = kd. Pro kazdé n € N je zfejmé 1 i n
délitelem n. Rekneme, e n € N je prvocislo, pokud n > 1 a jeho jedini kladni
délitelé jsou 1 a n. Naprtiklad ¢isla 2,3, 5,7, 11 jsou prvocisla.

1.2.13. Priklad. Necht n € N. Dokazte, ze potom existuje pravé jedna dvojice
k,l € N takova, ze n = 2k=1(21 — 1).

Reseni. K ditkazu pouzijeme tGplnou matematickou indukci. Pro n = 1 polozime
k=1lal=1amimen=1=2"12-1-1).

Predpokladejme, ze kazdé j € N, j < n, lze vyjadtit ve tvaru 2k=1(21 — 1) pro
vhodna k,l € N. Chceme ukazat, Ze i pro ¢islo n + 1 lze nalézt ptislusna k,/ € N.
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Pokud je n + 1 ¢islo liché, pak existuje [ € N takové, ze n 4+ 1 = 2/ — 1. Polozime
k =1 a tvrzeni je dokazano. Pokud je ¢islo n + 1 sudé, pak existuje m € N takové,
zen + 1 = 2m. Ponévadz m < n, existuji podle indukéniho predpokladu ¢isla
k'.l' € N takové, ze m = 28121’ — 1). Potom stali polozitk =k +1al =1.
Zbyva dokazat, ze ¢isla k, [ jsou pro dané n € N uréena jednoznac¢né. Piedpo-
kladejme, ze n = 2K=1(21 — 1) = 2¥'~1(21' — 1) pro k,1,k’, I’ € N. Ptedpokladejme,
ze k' > k, pak plati 2/ — 1 = 2K'=k (21" — 1). Cislo na levé strané rovnosti je liché,
zatimco ¢islo na pravé strané je sudé, coz je spor. Podobné vede ke sporu predpo-
klad k < k’. Musi tedy platit k = k’. Potom dostavame 2/ — 1 = 2/’ — 1. Odtud jiz
snadno plyne / = !’. Tim je dtikaz jednoznacnosti proveden. *

1.2.14. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, Ze je-li n? sudé, potom je in je sudé.
Reseni. Podle Piikladu plati, Zze pokud je n liché, pak je i n? liché. Odtud

plyne tvrzeni metodou neptimého dikazu. *

1.2.15. Pfiklad (Hippasusg). Dokazte, ze &islo v/2, které je definovano jako kladné
feseni rovnice y2 = 2 v oboru realnych ¢&isel, neni racionalni. Existenci a jednoznac-

nost takového feseni dokazeme pozdéji (vizte .

Reseni. Provedeme ditkaz sporem. Predpokladejme, ze V2 je racionalni ¢islo. Po-
tom existuji p € N ag € N takova, ze V2 = 5. Navic mazeme predpokladat,
ze nejvyse jedno z Cisel p a g je sudé. Podle Prikladu lze totiz nalézt ¢isla
ki,11,k2,l5 z mnoziny N U {0} takova, ze p = 251 (21; — 1) a ¢ = 2%2(2, — 1). Pak
sta¢i misto dvojice p a g uvazovat dvojici 2/ — 1 a 2k2=k1 (21, — 1), pokud k> > ky,
nebo 2517 k221, — 1) a 2l, — 1, pokud k> < k.

Z rovnosti v/2 = Z plyne, ze p* = 2¢?, a tedy &islo p? je sudé. Podle Piikla-
du dostavame, Ze i p je sudé, a tedy p? = 4k, kde k € N. Z vychozi rovnosti
p? = 24> dostavame, ze g2 je sudé. Podle Ptikladu [1.2.14 je &islo ¢ sudé. Odtud
plyne, Ze p a g maji spole¢ného délitele 2. To je oviem spor s predpokladem, ze
nejvyse jedno z ¢isel p a g je sudé. Cislo v2 tedy neni raciondlni. *

1.2.16. Priklad. Nechtn € N. Dokazte, ze potom je ¢islo n(n + 1) sudé.
Reseni. Provedeme diikaz rozborem piipadd. Méjme n € N. Pak plati, Ze n je sudé,

nebo 7 je liché. Pokud je n sudé, pak je i ¢islo n(n + 1) sudé. Pokud je ¢islo n liché,
pak je ¢islo n + 1 sudé, a proto je i ¢islo n(n + 1) sudé. Tim je dikaz proveden. &

1.2.17. Pri dikazu vyroku
Vx e M: V(x)

¢asto postupujeme nasledujicim zptsobem. Zvolime x € M pevné, ale libovol-
né, tj. o x predpokladame pouze to, Ze je prvkem M, a nic dalsiho. Postupnymi
dedukcemi ukazeme platnost vyroku V(x) pro toto x. Tim je pak ditkaz proveden.

2Hippasus (5. stol. pt.n.1.)
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1.2.18 (konstruktivni a nekonstruktivni ditkaz). Pfi dikazu vyroku
dx e M: V(x)

mame dvé moznosti. Bud primo nalezneme néjaké x € M, pro které plati V(x),
nebo takové x € M nenalezneme, ale dokazeme, ze alespon jedno musi existovat.
Tyto postupy nazyvame po fadé konstruktivnim ditkazem a nekonstruktivnim
diikazem. Nekonstruktivni diikaz také nékdy nazyvame existenénim ditkazem.

1.2.19. Priklad. Ukazte, Ze existuji iracionalni ¢isla a, b takova, ze al je ¢islo raci-
onalni.

Resent (konstruktioni diikaz). Polozme a = /2 a b = log, 9, kde log, oznatuje loga-
ritmus o zakladu 2. Pfesnou definici vyrazu al a logaritmti uvedeme v Kapitole E
Potom plati

ab = J/2%82° — 9oz, (37) _ glog,3 _ 3

Staci tedy odvodit, ze ¢islo log, 9 je iracionalni. Pouzijeme metodu diikazu spo-
rem. Pfedpokladejme, ze log, 9 = g, kde p € Z a q € N. Ponévadz je ¢islo log, 9
kladné, musi byt p pfirozené. Potom 9 = 2logr 9 — 25, a tedy 97 = 27, Cislo 27 je
sudé a podle Prikladu je ¢islo 97 liché, coz je spor. s
Resend (nekonstruktiont ditkaz). Vyuzijeme opét iracionalitu ¢isla +/2. Pokud by &islo
\/Eﬁ bylo racionalni, pak bychom byli s ditkazem hotovi. Pokud by tomu tak
nebylo, pak by ¢isla ﬁﬁ a2 byla iracionélni, pfitom ale ¢islo

V2
(fzﬁ) = V2 =2
je racionalni. Tim je tvrzeni dokazano, nebot alespon jedna dvojice ¢isel

a=+v2,b=+2 nebo a=«/§ﬁ,b=\/§

splnuje zadani dlohy. Vyse uvedeny postup vsak netika, zda je fesenim prvni nebo
druha dvojice ¢isel.

Poznamenejme jeité, ze lze ukédzat, ze &islo +/27 ~ je iracionélni. Dikaz je viak
velmi obtizny ([[7, 15]). *

1.2.20 (diikazy nerovnosti). Mame-li dokazat nerovnost A < B mezi realnymi ¢isly
Aa B, ¢asto postupujeme tak, ze nalezneme realné ¢islo C splnujiciA < CaC < B.
Odtud pak jiz plyne nerovnost A < B. Pfi hledani ¢isla C jde o to, aby diikazy
nerovnosti A < C a C < B byly snazsi nez dtikaz nerovnosti A < B. Cislu C nékdy
tikdme horni odhad &isla A a také dolni odhad ¢isla B. Samotnou nerovnost A < C

nebo C < B také nékdy nazyvame odhadem.
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1.3. Mnoiiny

1.3.1. Nebudeme se zde zabyvat otazkou, co je obecné mnozina. Tento problém,
jenz se nachazi na pomezi matematiky a filosofie, je totiz velmi nesnadny a prekra-
¢uje ramec tohoto textu. Zopakujme zatim pouze formulaci z paragrafu , kte-
ra tika, ze mnozinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem riznych objektt
(které nazyvame prvky) do jediného celku. Doplnujici informace jsou uvedeny v
Dodatku A. Pro systematicky vyklad teorie mnozin doporucujeme knihu [j5].
Nyni zopakujeme pojmy z paragrafu a pridame nékolik dalsich.
1.3.2. Mnozina je urc¢ena svymi prvky. Skutecnost, ze prvek a patfi do mnoziny 4,
znac¢ime a € A, a skutecnost, Ze a do A nepatfi, zapiseme ve formé a ¢ A.
Mnozinu definujeme vyctem prvki, naptiklad piseme {1,2,3, 4,5}, nebo po-
moci vlastnosti, kterou museji splnovat jeji prvky, tj. piseme {x € M; V(x)}, kde M
je mnozina a V(x), x € M, je vyrokova forma. Piikladem je zapis {x € N; x < 6}.
Prazdnou mnozinou nazveme mnozinu, ktera neobsahuje Zadny prvek. Ozna-
¢ime ji symbolem @. Mnozinu, ktera neni prazdna, nazyvame neprazdnou.

1.3.3. Rekneme, e mno¥ina A je €asti mnoziny B nebo mnozina 4 je podmno-
Zinou mnoziny B, jestlize kazdy prvek mnoziny 4 je rovnéz prvkem mnoziny B.
Tuto skute¢nost zna¢ime A C B (nékdy téz piseme B D A) a tomuto vztahu mezi
mnozinami fikime inkluze. Prazdna mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny.
Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné prvky, neboli plati

soucasné A C B a B C A. Neni tézké odvodit, ze pro libovolné mnoziny 4, B, C
plati

e A=A,

e jestlize A = B, potom B = A,

e jestlizeA=BaB =C,potomA=C.

Pokud si mnoziny A a B nejsou rovny, piseme A # B. Rekneme, Ze mnozina A
je vlastni ¢asti mnoziny B nebo A je vlastni podmnozinou mnoziny B, jestlize
ACBaA#B.

Necht X je mnozina. Mnozinu vsech podmnozin X zna¢ime & (X) a nazyvame
ji poten¢ni mnozinou mnoziny X. Z jazykovych diivodi budeme ¢asto pouzivat
slovni spojeni ,,systém (pod)mnozin® misto ,mnozina (pod)mnozin®.

1.3.4. Oznaceni. (a) Nechtn € N a A,,..., 4, jsou mnoziny. Potom zapis A, C
.-+ C A, znamena, ze plati inkluze Ay C A, A2 C Az,...,Ap—1 C A,. Obdobné
znaceni pouzivame i pro symbol D.

(b) Necht X je mnozina a n € N. Misto zapisu x; € X,x € X,...,x, € X
budeme ¢asto pouzivat struénéjsi zapis x1, x2,...,x, € X.

Nyni zavedeme operace, které ze dvou (nebo vice) mnozin utvori dalsi mno-
Zinu.

1.3.5. Sjednocenim mnozin A a B nazveme mnozinu vytvofenou viemi prvky,

které patii alespon do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnozin A a B znacime
symbolem A U B.
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Je-li A systém mnozin, pak jeho sjednoceni | 4 definujeme jako mnozinu
vsech prvki a, pro které existuje A € 4 takové, Ze a € A.

1.3.6. Priinikem dvou mnozin 4 a B nazveme mnozinu vsech prvkd, které nalezeji
soucasné do A ido B. Prinik mnozin 4 a B zna¢ime symbolem 4 N B. Maji-li dv¢
mnoziny prazdny prinik, fekneme o nich, Ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnozin, pak jeho prinik () A definujeme jako mno-
zinu vsech prvki a, které pro kazdé A € A splnujia € A. Rekneme, 7e systém A je
disjunktni, jestlize pro kazdé A, B € # splnujici A # B plati AN B = 0.

1.3.7. Necht A = {{1,2,3},{3,4,7}.{1,2,3,4,5}}. Potom | JA = {1,2,3,4,5,7} a
A = {3}.

1.3.8. Rozdilem mnozin A a B nazveme mnozinu prvki, které patii do mnoziny A
a nepatii do mnoziny B. Rozdil mnozin 4 a B znac¢ime A4 \ B.

1.3.9. Nechtm € Na Ay,..., Ay jsou mnoziny. Kartézskym soucinem A4; x A, x
-+ X A;y nazveme mnozinu vsech usporadanych m-tic [ay.az, ..., anm], kde a; € 4;
pro kazdéi € {1,...,m}. N¢kdy misto symbolu [a1,az. ..., ay,] pouzivime symbol
(ay,az,...,an). Plesnou definici pojmu usporadana n-tice lze nalézt v Dodatku @
Je-li A mnozinaan € N, pak misto A x --- x 4 piSeme A”.
————
n-krat

1.3.10. Poznamka. V operaci kartézského soucinu neni obecné mozné zaménovat
poradi mnozin. Pokud naptiklad 4 = {0}, B = {1}, pak A x B = {[0, 1]}, B x A =
{[1,0]}, takZe A x B # B x A.

1.3.11. Véta (de MorganovaE pravidla). Necht X je mnozina a #4 je neprazdny
systém mnozin. Pak plati

X\ JA=){X\4: 4 A}
a dale

X\(A=JIX\4: 4e A}

Diikaz. Provedeme diikaz prvniho z uvedenych tvrzeni. Mame dokazat dvé inklu-
ze, a sice
X\[JAc X\ 4 AenA)
a zaroven
X\ JAD X\ 4: 4 €A
Jedix € X\ U 4, znamend to, Ze x patii do X, ale nepatii do sjednoceni | #.
Tedy x ¢ A pro kazdou mnozinu 4 € A. To ale znamena, ze pro kazdé 4 € # je
xe X\ A,atudiz x € (|{X \ 4; A € A}. Tim je prvni inkluze dokazana.
Necht x € X \ A4 pro kazdou z uvazovanych mnozin 4 € A. Tedy x € X, ale
x ¢ A pro viechna A € A. Takze x ¢ (J . Tudiz celkem x € X \ [J 4, ¢imz je
zavr$en dtikaz druhé inkluze.
Druhé de Morganovo pravidlo lze dokazat obdobné. [

3Augustus de Morgan (1806-1871)
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1.4. Relace usporadani a zobrazeni

Relace usporadani.

1.4.1. Definice. Necht 4 a B jsou mnoziny. Binarni relaci R mezi prvky mnozin
A a B rozumime libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu 4 x B. Pokud
[a,b] € R, pak fikame, Ze prvek a je v relaci R s prvkem b. Piseme a R b. Pokud
A = B,tikame, Ze R je binarnirelace na A. Pokud nehrozi nedorozuméni, budeme
misto slovniho spojeni ,binarni relace” pouzivat slovo ,relace®.

Existuje mnoho prikladti matematickych objektii, které jsou relacemi. V tuto
chvili pro nas budou dulezité dva specialni typy relaci, totiz usporadani a zobraze-
ni. Nasledujici definice nam pomize zavést prvni z nich.

1.4.2. Definice. Necht A je mnozina a necht R je relace na A. Rekneme, 7e R je
e reflexivni, jestlize plati

Vxe A: [x,x] € R,

symetricka, jestlize plati
Vx,y€A:[x,y] € R=[y,x] € R,

tranzitivni, jestlize plati

Vx,y,z€A: ([x.y] € RA[y.z] € R) = [x,z] € R,
e antisymetricka, jestlize plati
Vx,y€e A:[x,y]€e R=[y,x] ¢ R,

slabé antisymetricka, jestlize plati
Vx,ye A: ([x,y]€ RA[y.x] €R) = x = y.

1.4.3. Definice. Necht A je mnozina a necht R je relace na A. Rekneme, ¥e R je
o usporadani (n¢kdy téz astecné usporadani ¢i neostré usporadani), jestli-
ze je reflexivni, slabé antisymetricka a tranzitivni,
e ostré usporadani, jestlize je antisymetricka a tranzitivni,
e linearni usporadani, jestlize jde o usporadani takové, ze pro kazdé prvky
x,y € Aplati [x, y] € R nebo [y, x] € R.
1.4.4. Pravé definovany pojem uspotadani je velmi abstraktni a pouziva se pro
porovnavani velmi rozmanitych objektt mezi sebou. Usporadani realnych ¢isel je
jenom jednim z mnoha prikladi usporadani. Toto usporadani je navic linearni.
Podobn¢ ostra nerovnost mezi realnymi Cisly je ostrym usporadanim ve smyslu
nasi definice.

1.4.5. Necht X je mnozina. Pak relace
R ={[A.B] € P(X)x P(X): AC B}
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je uspotradani na £ (X). Pokud ma X alespon dva prvky, pak toto usporadani neni
linearni. Jestlize totiz existuji x,y € X, x # y, pak neplati ani {x} C {y} ani

(RARERES

1.4.6. Priklad. Na mnoziné N? definujeme lexikografické usporddani <j.x nasle-
dujicim zptisobem

[n1.72] <iex [M1,m2] & (n1 < my Vv (ny =my Any < my)).
Ovérte, ze relace <jex je opravdu usporadani.

Resent. Reflexivita. Pro libovolné [ny,n»] € N? plati [n1,n3] <iex [n1,12], nebot ny =
nyany <nj.

Slabd antisymetrie. Pokud [n1,n2] <iex [m1,m2] a zaroven [my, my] <iex [n1,n2], pak
nemiize platit ny < my ani m; < ny. Musi tedy platit n; = m,. Pak ovsem plati
ny < myamy < ny,aproto ny = my. Dokazali jsme tedy, ze [n1,n2] = [my, m2].

Tranzitivita. Uvazujme nyni prvky [n1,nz], [my,ma], [k1, k2] € N? splnujici
[n1,n2] <iex [M1, m2] a [m1,ma] <jex [k1, k2.

Z prvniho vztahu plyne n; < m; a z druhého m; < k;. Dostavame tedy n; < k;.
Pokud plati dokonce ny < ki, pak [n1,n2] <iex [k1,k2]. Pokud ny = ki, pak plati
takény = m;. Musi tedy platitn, < mj am, < k. Odtud plyne nerovnostn, < k.
Tim je dokazan vztah [ny,n2] <ix [k1, k2] rs

Nyni uvedeme nékolik zakladnich pojm, které souvisi s relaci usporadant.

1.4.7. Definice. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a A C X. Rekneme,
ze prvek x € X je
e horni zavorou mnoziny 4, jestlize pro kazdé a € A platia < x,
e dolni zavorou mnoziny A, jestlize pro kazdé a € A plati x < a.
Mnozina 4 je
e shoraomezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je horni zavorou mno-
ziny A,
¢ zdola omezena, jestlize existuje prvek x € X, ktery je dolni zavorou mno-
ziny A,
e omezena, jestlize je omezena shora i zdola.

1.4.8. Definice. Necht < je relace usporadani na mnozin¢ X a M C X. Rekneme,
ze prvek G € X je supremem mnoziny M, jestlize plati:

(@) G je horni zavorou mnoziny M,

(b) je-li prvek G’ € X horni zavorou mnoziny M, potom G < G'.
Rekneme, 7e prvek g € X je infimem mnoziny M, jestlize plati

(a) g je dolni zavorou mnoziny M,
(b) je-li prvek g’ € X dolni zavorou mnoziny M, potom g’ < g.
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1.4.9. Poznamka. V predchozich dvou definicich jsme pouzili symbol <, ktery se
pouziva zejména pro oznaceni usporadani na realnych ¢islech. Zde jej pro nazor-
nost pouzivame k oznadeni libovolné relace usporadani.
1.4.10. Necht < je relace usporadani na mnoziné X a A C X. Podle predchozi
definice je supremum A4 jeji nejmensi horni zavorou a infimum je jeji nejvétsi dolni
zavorou. Supremum a infimum mnoziny A nemuseji existovat, pokud vsak existujf,
jsou urceny jednoznac¢né.

Odvodme toto pozorovani napiiklad pro infimum, v ptipadé¢ suprema je moz-
né postupovat obdobné. Necht g; a g> jsou infima mnoziny A C X vzhledem k
uspofadani < na mnoziné X. Potom g; 1 g jsou dolni zavory mnoziny A. Podle
vlastnosti (b) z definice infima plati g; < g, a také g < g1. Ze slabé antisymetrie
relace usporadani pak plyne g, = g».

Pokud supremum mnoziny A (vzhledem k usporadani <) existuje, znacime jej
sup A. Pokud existuje infimum mnoziny A, znac¢ime jej inf A.

Supremum a infimum budeme pouzivat zejména pfti studiu podmnozin real-
nych ¢isel, pro ilustraci véak uvedme nasledujici priklad, ktery vyuziva lexikogra-
fického usporadani dvojic pfirozenych ¢isel.

1.4.11. Priklad. Necht <. je lexikografické usporadani na mnozin¢ N? (viz Pri-
klad . Dokazte, Ze supremum mnoziny A = {[1,n] € N?; n € N} je rovno
prvku [2,1].

Reésend. Pro kazdén € N podle definice plati [1,n] <ix [2, 1], ¢imz je ovéfena pod-
minka (a) z definice suprema. Uvazujme prvek [a, b] € N2, ktery je horni zévorou
mnoziny A. Potom pro kazdé n € N plati bud 1 < a,nebo 1 =a an < b. Druha
moznost v§ak nemuze platit pro kazdé n, nebot prirozené ¢islo b + 1 nesplnuje
nerovnost b + 1 < b. Plati tedy 1 < a, neboli 2 < a. Pak ovSem opét podle defi-
nice usporadani <j., dostavame [2, 1] <ix [a, b]. Tim je ovéfena i podminka (b) z
definice suprema. ¥
1.4.12. Véta. Necht < je relace usporadani na mnoziné X, M C X je neprazdna

mnozina a necht existuje infimum a supremum mnoziny M. Potom plati inf M <
sup M.

Diitkaz. Mnozina M je neprazdna, takze mtzeme nalézt prvek a € M. Potom pla-
ti infM < a, nebot inf M je dolni zavorou M. Dale plati @ < sup M, nebot
sup M je horni zavorou M. Odtud diky tranzitivité usporadani dostavame nerov-
nost inf M < sup M. ]

K pravé zavedenym pojmiim suprema a infima se vratime v Oddilu @, kde
budou uvedeny dalsi ilustra¢ni priklady.

Relace zobrazeni.

1.4.13. Definice. Binarni relaci F C A x B nazyvame zobrazenim z mnoziny A
do mnoziny B, jestlize plati

Vx € AVyy, v, € B: (([x,yl] e FA[x.y2] € F) = »n =y2).
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1.4.14. Je-li F zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak podle definice pro kazdé
x € A existuje nejvyse jedno y € B takové, ze [x, y] € F. Pokud pro dané x € 4
takové y existuje, pak je tedy urceno jednoznacné a znacime je F(x).

1.4.15. Definice. Necht F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

e Defini¢nim oborem zobrazeni F nazyvame mnozinu
D(F)={x € A; dy € B: F(x) = y}.
e Oborem hodnot zobrazeni F nazyvime mnozinu
H(F)={yeB;Ax e A: F(x) = y}.
e Grafem zobrazeni F nazyvame mnozinu
graf(F) = {[x, F(x)] € A x B; x € D(F)}.

1.4.16. Poznamky. (a) Zobrazeni jsme definovali pomoci pojmu relace. Pti tomto
piistupu tedy ztotoznujeme pojem zobrazeni a pojem grafu zobrazeni. V matema-
tické analyze vsak casto chapeme zobrazeni F z mnoziny A do mnoziny B jako
pritazent, tj. prvkim x z jisté podmnoziny A je pfifazen jednoznacné urceny prvek
F(x) zmnoziny B. V takovém ptipadé pak zobrazeni a jeho graf chapeme jako dva
rizné objekty, které si vSak vzdjemné jednoznac¢né odpovidaji.

(b) Je-li F zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak je F také zobrazeni z
mnoziny C do mnoziny D, pokud F C C x D, neboli D(F) C C a #(F) C D.

Naptiklad zobrazeni F, které kazdému kladnému ¢islu x € R prirazuje realné
¢islo %, je zobrazenim z mnoziny kladnych realnych ¢isel do mnoziny kladnych
realnych ¢isel, ale také zobrazenim z R do R.

1.4.17. Oznaceni. Necht A a B jsou mnoziny. Pak symbol F: A — B znamena,
ze F je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B a D(F) = A. Takové zobrazeni F
nazyvame také zobrazenim mnoziny A do mnoziny B. Na rozdil od zobrazeni z
mnoziny A do mnoziny B, kde defini¢ni obor je pouze podmnozinou mnoziny 4,
je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B definovano pravé ve véech bodech mnoziny
A.

1.4.18. Zobrazeni F: A — B asto definujeme tak, ze pro kazdé x € A uréime
prvek F(x) € B.V takovém piipadé nékdy pouzivame zapis x = F(x), x € A. Je
tfeba si uvédomit, ze dva riizné predpisy mohou definovat stejné zobrazeni. Tak je
tomu napiiklad u nasledujicich dvou predpisii:
x> (x+1)32 xeR,
x> x2+2x+1, xeR.
1.4.19. Definice. Necht f: A — B je zobrazeni, M C A, P C B.
e Obrazem mnoziny M pii zobrazeni f rozumime mnozinu
{yveB;IxeM: f(x) =y},

kterou znadime f(M).
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e Vzorem mnoziny P pfi zobrazeni f rozumime mnozinu
{x e 4; f(x)e P},
kterou znadime f~1(P).

1.4.20. Definice. Rekneme, 7e zobrazeni f: A — B je
e prosté (injektivni), jestlize plati
Vx.y e A: (f(x) = f(y) = x =),
e ,na“ (surjektivni), jestlize plati
VyeBixe A: f(x)=y,
e bijekce (vzajemné jednoznaéné zobrazeni), jestlize je prosté a ,na“.

1.4.21. Poznamka. Abychom mohli fici, Ze néjaké zobrazeni je ,na“, musi byt
zadana koncova mnozina B. Odtud vyplyva, ze pojmy surjektivity a bijektivity
zobrazen{ zavedené v Definici predstavuji vlastnosti zobrazeni f a zaroven
mnoziny B.

1.4.22. Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Potom piimo z definic dostavame,
ze f je bijekce mnoziny A na mnozinu f(A).

1.4.23. Definice. Necht f: A — B je zobrazenia C C A. Pak zobrazeni g: C —
B definované predpisem x — f(x), x € C, nazyvame restrikci ncbo zuZenim
zobrazeni f na mnozinu C. Zobrazeni g znadime f|c.

1.4.24. Definice. Necht f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovano
piedpisem (g o f)(x) = g(f(x)) pro viechna x € D(f) takova, ze f(x) € D(g).
Zobrazeni g o f nazyvame sloZenym zobrazenim (slozenim zobrazeni) f a g,
pficemz g nazyvame vnéj$im zobrazenim a f nazyvame vnitfnim zobrazenim.

1.4.25. Definice. Necht f: A — B je prosté zobrazeni. Pak zobrazeni f~!: f(A) —
A definované pro y € f(A) predpisem f~1(y) = x, kde x € 4 je jednozna¢né ur-
¢eno vztahem y = f(x), nazyvame inverznim zobrazenim k zobrazeni f.

1.4.26. Poznamka. K zobrazeni, které neni prosté, nelze definovat inverzni zobra-
zeni. Prikladem je funkce f: R — R definovand pfedpisem f(x) = x? pro x € R.

1.4.27 (sjednoceni a prinik indexovaného systému). Necht X a I jsou mnoziny
a pro kazdé a € I je definovana mnozina 4, C X. Mame tedy dano zobrazeni
o — Ay mnoziny I do poten¢ni mnoziny £ (X). Takové zobrazeni nazyvame in-
dexovanym systémem mnozin. Uvazujme systém A = {4,: @ € I}. Pak mnozinu
U # oznacujeme také symbolem ( J,¢; Ae. Pokud je navic I neprizdna mnozina,
pak mnozinu () A oznacujeme (),c; Aa-

Na zavér tohoto oddilu uvedeme definice dvou typti zobrazent, se kterymi bu-
deme casto pracovat.
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1.4.28. Definice. Necht A4 je neprazdna mnozina.
Je nep ]

(a) Konecnou posloupnosti prvki 4 rozumime kazdé zobrazeni mnoziny {1,...,n},

kde n € N, do mnoziny A. Pokud k — ay, k € {1,...,n}, je takové zobrazeni, pak
y J p

tuto posloupnost zna¢ime {ay }? _,. Prvek ay nazyvame k-tym ¢lenem této posloup-

p p k=1 Y p p
nosti.

(b) Nekone¢nou posloupnosti prvkit A rozumime kazdé zobrazeni n — a,,
n € N, mnoziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny A. Takovou posloupnost ob-
vykle zna¢ime {a,}72,, ptipadné jen {a,}. Prvek a, nazyvame n-tym ¢lenem této
posloupnosti.

1.4.29. Posloupnost muiize byt definovana také rekurentné. Méjme neprazdnou
mnozinu A. Pfi rekurentnim zadani posloupnosti je obvykle explicitné predepsan
¢len a; € A nebo nékolik prvnich ¢lenti ay, az,...,a, € A pro néjaké n € N a je
stanoven predpis, podle kterého je mozné pro kazdé j € N, j > n, uréit hodnotu
ajy1 € A na zaklad¢ znalosti hodnoty a;, piipadné né¢kterych dalsich jiz znamych
hodnot ag, kde k < j. Existence a jednoznacnost takto zadané posloupnosti vy-
plyva z nasledujici véty.

1.4.30. Véta (rekurentné zadana posloupnost). Necht 4 je neprazdna mnozina a
& je mnozina viech kone¢nych posloupnosti prvktt mnoziny A véetné prazdné po-
sloupnosti. Necht f: § — A je zobrazeni. Potom existuje pravé jedna posloupnost
{xn}52, prvkt mnoziny A splnujici

(@ x1 = f(9),

(b) xn = f(x1,...,xp—1) pro kazdén € N,n > 1.

Diikaz. Nejprve pomoci matematické indukce ukazeme, Ze pro kazdé k € N exis-
tuje pravé jedna posloupnost {xX}k_  takovd, ze

@) x} = f(9),
) x,’f = f(x]f, .. .,x,’ffl) pro kazdén € {2,... k}.

Pokud k = 1, pak je posloupnost {x!}}_, jednozna¢né uréena podminkou
a’).
@ Predpokladejme, ze pro k € N podminky (a’) a (b’) jednozna¢né uréuji po-
sloupnost {x¥}¥_ . Posloupnost {x**1}**! musi podle indukéniho predpokladu
spliovat {xkT13k_ = (xk1k_  Prvek x’,:ill musi splnovat x],;j:ll = f(xlfH, e, x,f“) =
f(x]f, e x’k‘), a je tedy jednoznacné urcen.

Hledanou posloupnost {x,}52, definujeme predpisem x, = xj;,n € N. Tato
posloupnost zfejmé splnuje podminku (a). Vzhledem k jednoznacnosti posloup-
nosti {xX}k_, plati (k= kyk pro kazdé k,j € N,;j > k. Pro kazdé

k,j e N,j >k, tedy plati x; = x,i. Potom pron € N,n > 1, plati
Xp=xp = fxF . x0_) = f(x1,. .0 Xn—1),

¢imz je ovétena podminka (b). Odtud plyne, ze {x, }32; ma pozadované vlastnosti.
]
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1.4.31. Poznamka. Nejcastéjsi zpasob zadani rekurentni posloupnosti {x, }52 ; vy-
pada nasledovné. Je dana neprazdna mnozina A a zobrazeni g: A — A. Prvek
x1 € Ajedan a x, = g(x,—1) pron € N,n > 1. Tento zptsob je specialnim pii-
padem zadani rekurentni posloupnosti z predchozi véty. Staci totiz definovat jed-
nak f(@) = x; a pro kone¢nou posloupnost (y1, ..., ym) prvki mnoziny A polozit
SO, ym) = &m)-

1.5. Mnozina reéln)’rch Cisel

1.5.1. Ciselné obory ptirozenych, celych, raciondlnich a realnych ¢isel maji pro
dalsi vyklad zasadni vyznam. Jejich presnd konstrukce vsak neni snadna, a proto
ji provedeme az v Dodatku . V tomto oddile budeme predpokladat, ze uvede-
né mnoziny jiz mame zkonstruovany, a uvedeme jejich vlastnosti, které budeme v
dalsim vykladu pouzivat. V Dodatku [B pak ukazeme, ze tyto vlastnosti v jistém
smyslu jiz jednoznacné urcuji uvazované ¢iselné obory.

Nase ¢iselné obory popiseme jako mnoziny, na nichz jsou definovany operace
s¢itani a nasobeni a relace usporadani, které budeme znacit obvyklym zptsobem
+, - a <, pficemz jsou splnény nasledujici skupiny vlastnosti:

e vlastnosti s¢itani a ndsoben a jejich vzajemny vztah (viz[1.5.9a [1.5.3),
e vztah uspofddéani a operaci s¢itani a ndsobeni (viz [L.5.9),
e vlastnost existence suprema (viz [1.5.12).

Zakladni vlastnosti mnozin N, Z a Q jsou uvedeny v —.

Nyni popiseme, jaké vlastnosti pozadujeme po ¢tvetici (R, +, -, <), kde R je
mnozina, +: R x R — R, -: R x R — R jsou zobrazeni a < je relace, ktera je
podmnozinou R x R. Dale téZ uvedeme vlastnosti mnozin N, Z a Q.

1.5.2 (vlastnosti s¢itani). Zobrazeni +, respektive -, pfifazuje dvojici [x, y] € RxR
hodnotu v R, kterou zna¢ime x + y, respektive x - y. Misto o zobrazenich + a -
budeme hovotit o operacich + a -.

(a) Scitani realnych ¢isel je asociativni, neboli
Vx,y,zeRix+ (O +z2)=x+y) +z. 1.7
(b) S¢itani realnych ¢isel je komutativni, neboli
Vx,yeR:x+y=y+x. (1.8)

() V mnoziné realnych cisel existuje nulovy prvek, neboli
JweRVxeR:x+w=x. 1.9
Prvek w je uréen jednoznac¢né. Pokud totiz prvky wy a w, maji uvedenou vlastnost,
pak plati w; + w2 = w; a také diky komutativité s¢itani wy + wy = wz + wy = ws.
Odtud plyne w; = w,. Prvek w zna¢ime symbolem 0.
(d) Pro kazdé x € R existuje opacny prvek, neboli
VxeR3dzeR:x+z=0.
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Pro dané x € R je prvek z urcen jednoznacné. Pokud totiz prvky z; a z, maji
uvedenou vlastnost, pak diky komutativité¢ a asociativité s¢itani plati

Z1=21+0=z21+(x+22) = (21 +x) + 22
=2+ @1 +x)=22+x+21) =22+0=25.
Prvek z zna¢ime symbolem —x.
1.5.3 (vlastnosti nasobeni). (a) Nasobeni redlnych ¢isel je asociativni, neboli
Vx,y,zeR:x-(y-2) =(x-y)-z2. (1.10)
(b) Nasobeni realnych ¢isel je komutativni, neboli

Vx,yeR:x-y=y-x. (1.11)

() V mnoziné realnych ¢isel existuje jednotkovy prvek, neboli
JveR\{0}VxeR:v-x =x. (1.12)

Prvek v je urcen jednoznacéné. Pokud totiz prvky vi,va € R\ {0} splnuji pravé
uvedenou podminku, potom plati vi = vy - v; = v - v = v2. Prvek v znad¢ime
symbolem 1.

(d) Pro kazdé x € R\ {0} existuje inverzni prvek, neboli
VxeR\{0}dyeR:x-y=1. (1.13)

Pro dané x € R je prvek y uréen jednoznacné. Pokud totiz prvky y; a y, maji
uvedenou vlastnost, pak diky komutativité¢ a asociativit¢ nasobeni plati y; = y; -
(x - y2) = (y1-x) - y2 = y2. Prvek y zna¢ime symbolem x~1 nebo %

1.5.4 (vzajemny vztah s¢itani a nasobeni). Scitania nasobeni splnuji pravidlo dis-
tributivity, neboli

Vx,y,zeRi(x+y)-z2=x-24+y-z. (1.14)

1.5.5 (operace od¢itani a déleni). Necht x, y € R. Rozdil ¢isel x a y je definovan
jako ¢islo x + (—y) a znac¢ime ho symbolem x — y. Pokud navic y # 0, pak je podil
¢isel x a y definovén jako &islo x-y~'. Misto x-y~! pouzivime také symbol % nebo
(méné Casto) x 1 y Cix/y.

1.5.6. Z vlastnost{ uvedenych v [1.5.9, [1.5.3 a [L.5.4 vyplyvaji viechna obvykla pra-
vidla pro pocitani s realnymi ¢isly. Nékolik zakladnich prikladii uvedeme v nasle-
dujici vété. Dikazy dalsich pocetnich pravidel jsou obsazeny v Dodatku [B-

1.5.7. Véta. Plati:
(@) Vx eR: — (—x) = x,
(b) Vx e R\ {0}: (x~ )1 =x,
(c) VxeR:0-x=0.
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Diikaz. (a) Nechtx € R. Potom podle (d),(b) platix+(—x) =0a(—x)+x = 0.
Tedy x je opac¢ny prvek k prvku —x, a proto plati —(—x) = x.

(b) Necht x € R \ {0}. Potom podle [.5.3(d),(b) plati x - x™! = lax™!-x = 1.
TudiZ x je inverzni prvek k prvku x1, jinymi slovy (x71)~! = x.

(c) Necht x € R. Postupnym pouzitim [1.5.3(c), [1.5.9(c), [[.5.4 a znovu [L.5.3(c)

dostaneme

x=1-x=(140-x=1-x4+0-x=x+4+0-x.
Pri¢teme-li v rovnosti x = x + 0 - x k obéma strandm ¢islo —x, dostaneme
X+ (x)=((x+0-x)+ (—x).
Odtud pomoci vlastnosti [[.5.9(d) pouzité na levou stranu rovnosti a vlastnosti
1.5.9(b), () pouzitych na pravou stranu obdrzime
0=0-x+ (x + (—x)).
Konec¢né diky vlastnostem (d),(c) odtud dostaneme 0 - x = 0. [
1.5.8. Poznamka. N¢kdy hovotime o prvcich mnoziny R jako o bodech a o prvku
0 jako o pocatku.
1.5.9 (vztah usporadani a operaci s¢itani a nasobeni). (a) Relace < je linedrnim
uspofadanim na mnoziné R.
(b) Pro kazdé x, y,z € R splnujici x < y plati
X+zZ=y+z.
(c) Pro kazdé x,y € R splnujici0 < x a0 < y plati
0<x-y.

1.5.10. Oznadeni. Necht x,y € R.

(a) Symbol x > y ma stejny vyznam jako symbol y < x. Pokudx < yax # y,
pak piseme x < y nebo y > x. Symboly < a > znadi tzv. ostrou nerovnost.

(b) Pokud x > 0, respektive x < 0, pak nazyvame x kladnym, respektive za-

pornym, realnym cislem. Pokud x > 0, respektive x < 0, pak nazyvame x neza-
pornym, respektive nekladnym, realnym cislem.

1.5.11. Véta. Plati
Vx,y,zeR: (x <yAnz>0)= xz <yz.

Diikaz. Predpokladejme, ze realna ¢isla x, y, z splnuji x < y a z > 0. Pfictenim
prvku —x k levé a pravé stran¢ nerovnosti x < y dostaneme 0 < y — x. Potom
podle vlastnosti (c) v obdrzime 0 < (y — x)z = yz — xz. Pfi¢tenim prvku xz

k levé a pravé stran¢ posledni nerovnosti dostaneme pozadovanou nerovnost. ®

V Definicich [1.4.7 - -Jsme zavedli pojem horni zavory, dolni zavory, ome-
zenosti mnozmy a pOme suprema a infima pro obecné usporadani. Nyni bude-
me tyto pojmy pouzivat pro mnozinu realnych ¢isel s uvedenym usporadanim <.
Vlastnost existence suprema realnych ¢isel Ize pak formulovat nasledovné.
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1.5.12 (vlastnost existence suprema). Kazda neprazdna shora omezena podmno-
zina R ma supremum.

1.5.13 (zakladni vlastnosti mnoziny pfirozenych ¢isel). Mnozina N C R pfiroze-
nych ¢isel splnuje tyto podminky:

(a) 1eN,

(b) VxeN:x+1€eN,

(¢) jestlize A C N splnuje

e leA,
e VxeA:x+1€A,
potom N = A.

Podminky (a)-(c) lze neformalné popsat nasledujicim zptsobem. Mnozina
prirozenych ¢isel obsahuje ¢islo 1 (podminka (a)) a pokud je néjaké realné ¢islo
x Cislem pfirozenym, pak také ¢islo x + 1 je ¢islem prirozenym (podminka (b)).
Podminka (c) k4, Ze mnoZina pfirozcn)'/ch cisel je nejmenéi mnozina splnujici
podminky (a) a (b). Tato vlastnost také zarucuje platnost pr1n01pu matematické in-
dukce (viz -) Mnozina ptirozenych cisel, opét neformalné feceno, tedy vznikla
tak, Ze jsme do ni zaradili prvek 1 a pak vsechny prvky, které vznikly postupnym
pric¢itanim 1, a zadneJme Misto 1+1, 14141, 1+14+1+1,... budeme samozrejmé
psat2,3,4,.

1.5.14. Mnozina celych ¢isel je definovana jako
Z=NU{0jU{meR; —m € N}.
1.5.15. Mnozina racionalnich ¢isel je definovana jako

Q={pq ' peZ.qeN}.

1.6. Vlastnosti realnych cisel

Poté co jsme popsali mnozinu realnych ¢isel, budeme pokrac¢ovat odvozenim
jejich zakladnich vlastnosti.

Vlastnosti pocetnich operaci a usporadani.

1.6.1. Oznaceni. (a) Necht m,n € Z, m < n, apro kazdéi € {m,...,n}jea; € R.
Potom symbolem )";_, a; zna¢ime soucet viech realnych &isel ap, ..., ay, tedy

n
Y ai = am - dmir Aot + an.

i=m

Je-lim > n, pak klademe

n
Z a; = 0.
i=m
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(b) Necht m,n € Z, m < n, a pro kazdéi € {m,...,n} je a; € R. Potom
symbolem []7_,, a; zna¢ime soucin vSech redlnych &isel ted
y m Qi ych cisel ap, ..., an, tedy

n
l_[ ai =d4m " dm+1-"" dp—1"dn.
i=m

Je-lim > n, pak klademe

n
1_[ a; = 1.
i=m

Pripomenme jesté, ze pokud a € R an € N, pak symbol a” znaci soucin
a-a---a-a.
N————
n krat
Pokuda € R,a # 0,an € N, pak symbol a™ znaci soucin

aliglea7 gt

n krat

Pro a € R definujeme symbol a° jako 1. Zde nedefinujeme novou podetni operaci,
ale pouze uzite¢nou zkratku, kterd zjednodusuje zapis n¢kterych vyrazi. Toto je
tfeba mit na paméti zejména v pripadé, kdy a = 0.
(c) Pro kazdé n € NU{0} definujme symbol n!, cteme n faktorial, takto: 0! = 1
an!=n-(n—1)!pron € N. Pokud n € N, pak je ¢islo n! souc¢inem ¢isel 1, ..., n.
(d) Pron,k € NU{0},k < n, definujeme kombinaéni &islo (}}), ¢teme n nad k,

predpisem
(n) _ n!
k] (m—k)'k!"

1.6.2. Poznamka. Presné vzato jsou definice souctu a soucinu koneéné¢ mnoha
realnych ¢isel induktivni. Mame-li definovan soucet (soucin) n realnych ¢isel, mi-
zeme definovat soucet (soucin) n + 1 realnych &isel. Z téchto definic by mély také
vychazet ditkazy béznych pravidel pro pocitani s kone¢nymi soucty a souciny, jako

je naprtiklad vzorec
n3 na n3
E ap = E an + E an,

n=ni n=nj n=n+1
kde ny < ny < nj3 jsou pfirozena ¢isla a ay,,...,an; jsou realna cisla. Zde vsak
volime vys$e uvedeny neformalni vyklad, nebot jeho presnost je pro nas text dosta-
¢ujici.

Uvedme nasledujici pozorovani, které je uzite¢né pfi praci se soucty realnych
¢isel.
1.6.3. Nechtm,n,p € Z,m <n,aprokazdéi € {m,...,n}jea; € R. Potom plati

n+p

n
§ a; = E di—p,
i=m

i=m+p
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nebot v obou souctech séitdme redlna &isla a,y, . . ., ay.

1.6.4. Véta (binomicka véta). Pro kazdé n € N U {0} a pro kazda a,b € R plati

@+ =3 (”)a"—kbk. (1.15)

k=0 k

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci. Pro n = 0 a libovolnd a,b € R

plati

(a+b)° =1,

0
Z (O)ao_kbk = (O)aobo = 1.
k 0

k=0

Odtud dostdvame pron =0.
Predpokladejme, Zen € NU{0},a,b € R avztah plati. Pak diky induk¢-

nimu predpokladu a algebraickou Gpravou dostaneme

(a+b)”+1=(a+b)"-(a+b)=<

3 (Z)a”_kbk> (a+b)

k=0

_ Zn: (Z)an—k-i-lbk n Zn: (Z)an—kbk—&-l'
k=0 k=0

Podle pozorovani v obdrzime

n n+1

M\ n—kpk+1 _ n +1—k pk
Z (k)a” b = Z (k - l)a” b,
k=0 k=1
a tedy
n n n+1 n
b n+l _ n—k+lbk n+l—kbk
(@+b) kg(k) +,§ e

n n
— gt Z (Z)an—k—i-lbk + Z (k n 1)an+l—kbk 4 prtl
k=1 k=1

n+ 1) PR ((’1) ( n )) n—k+1pk (” + 1) n+1
= a"tl 4 Z + a b* + prl
( 0 fat k k—1 n+1
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Dokazované tvrzeni nyni plyne z nasledujictho vztahu, ktery plati pro kazdé n, k €
N,k <n:
n! n!

n n . !
(k) + (k— 1) Sk T ar ik =1

_ n! 1 1
= (n—k)!(k—l)!'(z—}_n—i—l—k)

_ n! n—+1 _(n+1
_(n—k)!(k—l)!'(n+1—k)k_( k )
|

Nasledujici piiklad obsahuje zobecnéni zndmych vztahtia>~b? = (a—b)(a+b)
aa®—b3 = (a—b)(a*+ ab + b?).

1.6.5. Priklad. Dokazte, ze pro véechnan € N a pro vechna a, b € R plati
a"—b" =(a—b)- Y a" P
k=1

Reseni. Vztah odvodime upravou pravé strany:
n n n
(Cl _ b) . Z an—kbk—l — Z an+]_kbk_l _ Z (,ln_kbk
k=1 k=1 k=1

n n—1
=a" + Zan+l_kbk_l _ Zan—kbk _pn
k=2 k=1

n—1 n—1
=a" + Zanfkbk _ Zanfkbk _p"
k=1 k=1

=a" - b".

1.6.6. Priklad. Nechtg € R\ {1} an € N U {0}. Potom plati
+1

n k_ l—qn
Zq - 1—¢q :
k=0

Resent. Pouzijeme Piiklad 1.6.5 proa = 1,b = g ana misto ¢islan dosadime n + 1.
Pak s pomoci [1.6.3 obdrzime

n+1 n

I1—¢""'=(1-9)) ¢ '=0-9) ¢~
k=1 k=0

Odtud jiz snadno plyne dokazovany vztah, nebot 1 — g # 0, a tedy mtizeme obé
strany rovnosti vyd¢lit ¢islem 1 —g¢. *

1.6.7. Véta. Necht k € N.
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(a) Prokazdéx,y € R,0 <x <y, plati x¥ < y*.
(b) Pro kazdéx e R,x > 1, plati x < xk.
(c) Prokazdéx e R,0 <x <1, plati xk < x.

Diikaz. (a) Necht x,y € R,0 < x < y. Podle Ptikladu plati
yk —Xk — (y —)C) . Zyn—kxk—l.
k=1

Vyraz y — x je ziejmé kladny. Také vyraz ", y" ¥ x¥~1 je kladny, nebot viechny
s¢itance v této sumé jsou nezaporné a s¢itanec pro k = 1 je kladny. Kladny je tedy
i sou¢in obou vyrazti. Dostavame y* — x¥ > 0, neboli x¥ < yk.

(b) Pokud k = 1 nebo x = 1, pak tvrzeni zifejmé plati. Pfredpokladejme, ze
platik > 1ax > 1. Potom je k — 1 € N, a tedy podle jiz dokazaného tvrzeni (a)
mame x¥~1 > 1¥=1 = 1. Odtud s pomoci Véty obdrzime

xkzx-xk_lzx-lzx.

(c) Pokud k = 1 nebo x = 1, pak tvrzeni zfejmé plati. Pfedpokladejme, ze
platik > 1ax < 1. Potom je k — 1 € N, a tedy podle jiz dokazaného tvrzeni (a)
mame x¥~1 < 1571 = 1. Odtud s pomoci Véty obdrzime

xk=x-xk_1§x-l=x. |
Absolutni hodnota realného cisla.
1.6.8. Definice. Pro kazdé x € R definujeme jeho absolutni hodnotu jako

X, pokud x > 0,
lx| =
—x, pokudx <0.

1.6.9. Neni t¢zké si rozmyslet, Ze pro kazdé x € R plati:

(@) |x| =0,

b)) x| =04 x =0,
© |x|=|—xl,

() [Ix1] = Ixl,

() YA eR: |Ax| = |A|-|x],

(O |x] = max{x,—x}.
Geometricky miizeme absolutni hodnotu ¢isla x interpretovat jako vzdalenost bo-
du x od pocatku na realné ose. Vyraz |x — y| pak nazveme vzdalenosti bodu x od

bodu y.

Nasledujici nerovnost budeme pfi praci s absolutni hodnotou ¢asto pouzivat.
Jeji nazev pochazi z jejiho zobecnéni pro komplexni ¢&isla, které vyjadiuje nerov-
nost mezi souctem délek dvou stran trojihelnika a délkou zbyvajici strany.
1.6.10. Véta (trojuhelnikova nerovnost). Pro kazda a,b € R plati

la + b < |a| + |b]. (1.16)
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Dikaz. Necht a,b € R. Z [1.6.9(f) okamzité vyplyva, ze platia < |a] a b < |b|.
Odtud dostavame a+b < |a|+|b|. Opét z[1.6.9(F) snadno vyplyva, ze plati |a| > —a
a|b| = —b. Odtud dostavame —(a+b) < |a|+|b|. Podle definice absolutni hodnoty
plati |a + b| = a + b nebo |a + b| = —(a + b). V obou ptipadech tedy dostavame

la + b| < |a| + |b|, ¢imz je nerovnost dokazana. [
1.6.11. Dusledek. (a) Pro kazda x, y € R plati
|lx] = [yl| < lx =¥l (1.17)
(b) Pro kazda x, y,z € R plati
x—yl=lx—zl+lz—yl. (1.18)

Diikaz. (a) Necht x,y € R. Polozme v ) nejprvea = y, b = x — y. Obdrzime
lx| = |y +x—y| < |y|+|x—y| Plati tedy |[x|—|y]| < |x—y|.V@ dale polozme
a =x,b=y—x.Dostaneme |y| =[x + y — x| < |x| + |y — x| = |x]| + |x — y|. Plati
tedy —(|x| — |y]) < |x — y|. Z obdrzenych nerovnosti jiz plyne ()

(b) V poloime a = x —z,b = z — y, a dostaneme pozadovanou nerov-
nost. ]

1.6.12. Poznamka. N¢kdy byva trojuhelnikovou nerovnosti nazyvana nerovnost
(1.1§).

1.6.13. Lemma. Necht a,b € R. Jestlize existuje K € R, K > 0, takové, ze pro
kazdé e € R, e > 0, plati |[a — b| < K¢, potom a = b.

Diikaz. Provedeme diikaz sporem. Predpokladejme, ze ackoli jsou podminky lem-
matu pro realna ¢isla a, b splnény, jsou ¢isla a a b rizna. Predpokladejme nejprve,
7e a > b. Polozme ¢ = ﬁ(a —b). Cislo e je kladné, a proto podle predpokladu
plati0 < |a —b| < Ke = %(a —b). Odtud vyplyva 0 < a —b < %(a —b), coz je
spor. Pokud a < b, pak polozime & = 5% (b — a) a spor obdrzime obdobné jako v
predchozim pripadé. [

Dalsi vlastnosti suprema a infima.

1.6.14. Usporadani < na mnoziné R je linearni, a proto je ¢islo G € R supremem
mnoziny M C R pravé tehdy, kdyz plati

(@) G je horni zavorou mnoziny M,

(b) VG' eR,G' < G3IAx e M: G' < x.
Pokud je totiz G supremem mnoziny M, pak je G horni zavorou M, a tedy spliuje
(a). Jestlize G’ € R,G" < G, potom G’ neni horni zavorou M. Odtud plyne, ze
existuje x € M takové, ze G’ < x. Tim je ovéfena podminka (b).

Nyni predpokladejme, Ze G € R spliiuje podminky (a) a (b). Potom je G horni
zavorou mnoziny M. Predpokladejme, ze G’ € R je horni zavorou M. Chceme
ukazat, ze plati G < G’. Pfedpokladejme, ze tomu tak neni. Potom diky linearité
uspofadani < dostavame G’ < G. Podle vlastnosti (b) existuje x € M takové, ze
G' < x, coz je oviem spor s pfedpokladem, Ze G’ je horni zavorou mnoziny M.



1.6. VLASTNOSTI REALNYCH CISEL 33

Zdiraznéme, ze linearitu usporadani < jsme vyuzili v okamziku, kdy jsme z
predpokladu, ze neplati G < G’ odvodili nerovnost G’ < G. Pro obecné uspora-
dani takové odvozeni nelze provést.

Obdobné ¢islo g € R je infimem mnoziny M C R pravé tehdy, kdyz plati

(c) g je dolni zavorou M,
(d Vg eR,g<g'IxeM: x<g.

1.6.15. Véta (o existenci infima). Necht M C R je zdola omezena neprazdna mno-
zina. Potom existuje infimum mnoziny M a oznacime-li

—-M={xeR; —x e M},
pak plati inf M = —sup(—M).

Ditkaz. Mnozina —M je zfejmé neprazdna. Necht K € R je dolni zavorou mnozin
M. Prokazdéx € —M plati —x € M, takie K < —x, tedy x < —K. Odtud plyne, ze
—K je horni zavorou mnoziny —M . Mnozina —M je tedy shora omezena. Z
plyne existence suprema mnoziny —M, které oznac¢ime symbolem G. Dokazeme,
ze prvek ¢ = —G je infimem mnoziny M tak, ze ovéfime podminky (c) a (d) z
charakterizace infima v .

Pro kazdé x € M plati —x € —M, tedy —x < G, takze g < x. Cislo g je proto
dolni zavorou mnoziny M. Tim jsme ovéfili podminku (c). Pfedpoklidejme, ze
g €Rag < g’ Polozme G' = —g’. Potom G’ < G, a z vlastnosti (b) v tedy
vyplyva, ze existuje y € —M takové, ze G' < y, takie —y < g’. Protoze —y € M,
ovétili jsme 1 podminku (d) v . Tim je dtikaz proveden. ]

1.6.16. Definice. Necht M C R.
e Rekneme, ze a je nejvétsim prvkem (maximem) mnoziny M, jestlize a €
M aa je horni zavorou mnoziny M.
e Rekneme, e b je nejmensim prvkem (minimem) mnoziny M, jestlize
b € M ab je dolni zavorou mnoziny M.

1.6.17. Pokud maximum a minimum mnoziny M existuji, pak jsou urc¢eny jedno-
zna¢né. Ma-li totiz mnozina M dvé maxima G, G2, pak G 1 G jsou horni zavo
M. Plati tedy G| < G2 a G2 < Gy, a proto G = G,. Obdobné se dokaze jedno-
znac¢nost minima. Minimum a maximum mnoziny M znacime po fadé¢ min M a
max M .

1.6.18. Véta. Necht M C R.
(a) Ma-li mnozina M maximum, pak ma i supremum, které je rovno jejimu
maximu.
(b) Ma-li mnozina M minimum, pak ma i infimum, které je rovno jejimu mi-
nimu.

Diikaz. (a) Predpokladejme, ze G = max M. Pak je G horni zavorou M, a tedy je

splnéna podminka (a) z [[.6.14. Je-li nyni G’ < G, pak G je prvek M vétsinez G', a

tedy je splnéna i podminka (b) z . Proto je ¢islo G supremem mnoziny M.
Tvrzeni (b) lIze dokazat obdobné. [
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1.6.19. Priklad. Necht x,y € R a A = {x, y}. Pak existuje maximum i minimum

mnoziny A.

Reseni. Budeme postupovat rozborem ptipadii. Méjme tedy prvky x,y € R. Z li-

nearity usporadani R plati x < y nebo y < x. V prvnim ptipad¢ je zfejmé
max{x,y} =y, min{x,y}=x,

v pripadé¢ druhém plati

max{x,y} =x, min{x,y}=y.

Y
1.6.20. Oznaceni. Nechtn € N aay,...,a, € R. Potom zapis a; < -+ < a,
znamena, ze plati nerovnosti a1 < az, a, < as,...,ap—1 < a,. Obdobné znaceni

pouzivame i pro dalsi typy nerovnosti.

1.6.21. Definice. Nechta,b € R, a < b. Definujeme mnoziny

(a,b) ={x eR; a <x < b}, [a,b] ={x € R; a < x < b},

(a,b] ={x € R; a < x < b}, [a,b) ={x € R; a <x < b},
(—00,b) = {x € R; x < b}, (—o00,b] = {x € R; x < b},

(a,0) ={x e R; a < x}, [a,00) ={x € R; a < x},
(—00,00) = R.

Pak mnoziny (a,b), (—00,b), (a,00) a (—00, 00) nazyvame otevienymi intervaly,
mnozinu [a, b] nazyvame uzavienym intervalem a mnoziny [a,b), (a, b], (=00, b] a
[a, 00) nazyvame polouzavienymi intervaly.

1.6.22. Prazdna mnozina je také intervalem, nebot (a,a) = @ pro kazdé a € R.
Také kazda jednoprvkova podmnozina R je intervalem, nebot [a,a] = {a} pro
kazdé a € R.

Nasledujici lemma udava uzite¢nou charakterizaci intervalu. Chceme-li uka-
zat, ze jista mnozina je intervalem, staci ovérit podminku ze znéni lemmatu, ktera
tika, Ze mnozina s kazdymi dvéma svymi body x a y obsahuje i véechny body mezi
x a y. Neni tedy tfeba hledat pfislusné krajni body intervalu. Lemma pouzijeme
napftiklad v diikazu Véty .

1.6.23. Lemma. Necht M C R. Mnozina M je interval pravé tehdy, kdyz plati
Vx,yeMVzeR: (x<z<y=2z€eM). (1.19)

Rada matematickych vét ma tvar ekvivalence. Jejich diikaz ¢asto vedeme tak,
ze dokazeme postupné dvé implikace. Pro zjednoduseni a zptehlednéni zapisu bu-
deme obcas pouzivat symboly = a «, které uvedou prislusné c¢asti dikazu.

Diikaz Lemmatu 2.6'.25. = Predpokladejme, Zze M = (a,b), kdea,b e Raa < b. Pro
ovéteni podminky 1.19) vezméme x,y € M a z € R takové, e x < z < y. Potom
platia < x <z <y <b,atedyz € M. Tim je podminka po uvedeny typ

intervalu ovérfena. Pro ostatni typy intervalt je ovéreni obdobné.
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& Predpokladejme, ze mnozina M splnuje @ Pokud M = 0, pak je M
interval. Neni-li M omezena zdola ani shora, pak M = R = (—00, +00). Vezmeme-
li totiz libovolné ¢islo z € R, pak existuje x € M, x < z (nebot M neni zdola
omezend) a také existuje y € M, z < y (protoze M neni shora omezena). Podle
predpokladu tedy plati z € M.

Je-li M omezena a neprazdna, pak klademe G = supM a g = inf M. Plati
(g.G) C M. Jelitotiz z € (g, G), pak podle definice infima existuje takové x € M,
ze x < z, podobné podle definice suprema existuje y € M, z < y. Podle nascho
predpokladu je tedy z € M. Dale je M C [g, G], nebot g je dolni zavorou M a G
je horni zavorou M. Mnozina M je tedy interval s krajnimi body g a G, pficemz
kazdy z nich miize (ale nemusi) patfit do M.

V ostatnich pripadech, kdy je M omezena pouze zdola a kdy je M omezena
pouze shora, lze tvrzeni dokazat obdobné. [

1.6.24.Véta. Nechtn,m € Z,n <m. Pakn +1 <m.

Diikaz. Provedeme ptimy dtkaz. Jelikoz n < m, je m — n kladné celé ¢islo. Tedy
m — n je ptirozené ¢islo, a proto 1 < m — n. Tim je tvrzeni dokazano. [}

1.6.25. Véta (existence celé ¢asti). Pro kazdé x € R existuje pravé jedno k € Z
takové, Ze k < x <k + 1.

Diikaz. Nejprve sporem dokazeme jednoznacnost ¢isla k s uvedenymi vlastnostmi.
Necht existuji k, j € Z takova, zek # j,k <x <k+1laj <x < j+1.Bez ujmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze j < k. Potomk < x ax —1 < j, takze
0<k—j <1.Protozek — j eZa0<k—j,plynezVéty,iel <k-—j.
To je spor s tim, Ze k — j < 1. Dokazali jsme tedy, Ze existuje nejvyse jedno ¢islo s
uvedenymi vlastnostmi.

Nyni dokazeme, ze pro dané x € R prislusné &islo existuje. Oznaéme M =
{neZ n<x} Cislo x je horni zavorou mnoziny M, a proto je M shora ome-
zena. Ukazeme, ze M je neprazdna. Predpokladejme, Ze tomu tak neni. Pak pro
kazdé n € Z plati, ze x < n, a proto je mnozina Z zdola omezena. Mnozina Z je
neprazdna, a tak existuje infimum g € R mnoziny Z. Pak pro kazdé n € Z mame
g<n.JelineZ,pakin—1e¢€Z,aprotog < n—1. Pro kazdé n € Z potom
plati g + 1 < n. Prvek g + 1 je tedy dolni zavorou mnoziny Z, coz je spor s tim, Ze
g = infZ. Mnozina M je tudiz neprazdna.

Existuje tedy supremum G € R mnoziny M. Potom existuje k € M takové, ze
G—1<k.PakplatiG <k + 1,atedy k + 1 ¢ M. Odtud a z faktu k € M plyne
keZak<x<k+1. [ ]

1.6.26. Definice. Necht x € R. Potom ¢islo k € Z splnujici k < x < k + 1
(jehoz existenci a jednoznaénost zaru¢uje Véta [[.6.25), nazyvame celou &asti &isla
x a znac¢ime jej [x].

1.6.27. Véta (Archimédovall vlastnost R). Ke kazdému x € R existuje n € N spl-
nujici x < n.

*Archimédés (287 pt.n.1. - 212 pt.n.1.)
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Ditkaz. Necht x € R. Nyni staci polozit n = max{[x] + 1, 1}. ]

1.6.28. Lemma. Necht 4, B C R jsou neprazdné mnoziny splniujici
Yae AVb e B:a <b.
Pak existuje sup A a inf B a plati sup A < inf B.

Ditkaz. Vezméme ag € A a by € B libovolné. Dle predpokladu je ag dolni zavorou
B a by horni zavorou A. Diky neprazdnosti obou mnozin tedy existuje sup 4 a
inf B. Protoze

Vb € B: b je horni zavorou A,
plati
Vb e B: supA <b.
Tedy sup A4 je dolni zavora B, z ¢ehoz plyne sup 4 < inf B. n

1.6.29. Véta (hustota Q vR). Nechta,b € R,a < b. Potom existuje y € Q takové,
zea <y <b.

Diikaz. Podle Véty existuje ke kladnému ¢islu ﬁ éislo n € N takové, Ze

plati < n. Jetedy na + 1 < nb. Polozime y = ["“nJ
Vety plati

. Potom y € Q a podle

na [nal+1 na+1 nb
— < < < — =b.

n n - n n

1.6.30. Véta. Necht M C N je neprazdnd mnozina. Potom existuje minimum
mnoziny M.

Diikaz. Jelikoz M C N, je 1 dolni zavorou M. Proto existuje infimum mnoziny M,
které oznac¢ime symbolem g. Z definice infima plyne, Ze existuje a € M splnujici
g<a<g+ % Dokazeme, Zze a = min M. Necht tedy b € M je libovolné. Chceme
ukdzat, ze a < b. Tuto nerovnost dokazeme sporem.

Predpokladejme tedy, ze b < a. Plati g < b. Protoze a — b je kladné celé ¢islo,
platia —b € N. Tedy 1 < a — b. Plati tak

1< b<g+ ! !
a— ——g=—.
= 8 2 g B
Tedy 2 < 1, coz je spor s tim, ze 1 je nejmensi pfirozené Cislo. Plati tedya < b, aa
je tak minimem mnoziny M. ]

1.6.31. Oznaceni. V dal$im vykladu budeme pouzivat i zapisy x > y a x > y,
které po rfadé znamenaji totézcoy <xay < x.
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1.7. Konecné a spocetné mnoiiny

Pojem ,,pocet prvkit mnoziny® je mozné rozsifit i na pripady, kdy je uvazova-
na mnozina nckone¢nd. Potom misto tohoto pojmu pouzivime pojem ,,mohutnost
mnoziny“. Jeho ptesné zavedeni vsak presahuje ramec naseho textu a je mozné jej
nalézt napriklad v knize [B]. V tomto oddilu pouze ukazeme jeden ze zptsobii jak
porovnavat mnoziny co do velikosti, ktery s pojmem mohutnosti pracuje implicit-
né. Podame také presnou definici kone¢nych a nekone¢nych mnozin.

1.7.1. Definice. (a) Rekneme, Ze mnozina A ma stejnou mohutnost jako mnozina
B, jestlize existuje bijekce A na B. Znac¢ime A ~ B.

(b) Rekneme, #¢ mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti
mnoziny B, jestliZe existuje prosté zobrazeni A do B. Znacime A < B.

(¢) Rekneme, Ze mnozina A ma mensi mohutnost nez mnozina B, jestlize exis-
tuje prosté zobrazeni A do B a pfitom A a B nemaji stejnou mohutnost. Znacime
A < B.

1.7.2. Oznaceni. Necht A je mnozina. Zobrazeni Ids: A — A definované predpi-
sem Idg(a) = a, a € A, nazyvame identickym zobrazenim.

1.7.3. Véta. Necht 4, B, C jsou mnoziny. Potom plati
(@) 4=<4,
(b) pokud4A<BaB =<C,pakA=C.

Diikaz. (a) Identické zobrazeni Idy4 je zfejm¢ prosté zobrazeni mnoziny A do mno-
ziny A, a tedy A < A.

(b) Podle predpokladu existuji prosta zobrazeni f: A — Bag: B — C.
Slozené zobrazeni go f je dobfe definovano na mnoziné 4 ama hodnoty v mnoziné
C. Pokud (g o f)(x) = (g o f)(y), pak f(x) = f(y), nebot g je prosté. Ze vztahu
f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot f je prosté. To znamena, ze zobrazeni g o f
je prosté, coz dokazuje vztah 4 < C. [

1.7.4. Véta. Necht 4, B, C jsou mnoziny. Potom plati
(a) A~ A,
(b) pokud A ~ B, pak B ~ 4,
(c) pokud A~ BaB~C,pak A~ C.

Diikaz. (a) Identické zobrazeni Id4 je bijekce mnoziny A na mnozinu A4, a proto
A=~ A.

(b) Predpokladejme, ze f je bijekce mnoziny A na mnozinu B. Zobrazeni f
je prosté, a proto existuje zobrazen{ f~!. Defini¢nim oborem zobrazeni f~! je
mnozina B a jeho obor hodnot je roven A. Zobrazeni f~': A — B je tedy ,na“.
Pokud prox.y € B plati f~1(x) = f~!(»), potom x = f(f1(x)) = F(f (1)) =
y, a zobrazeni f~! je tedy prosté. Dostavame tak, Zze zobrazeni f~! je bijekee, a
proto ma mnozina A stejnou mohutnost jako mnozina B, tj. B ~ A.

(c) Podle predpokladu existuje bijekce f mnoziny A na mnozinu B a bijekce g
mnoziny B na mnozinu C. Slozené zobrazeni go f je dobie definovano na mnoziné
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A a ma hodnoty v mnoziné¢ C. Pokud (g o f)(x) = (g o f)(y), pak f(x) = f(y),
nebot g je prosté. Ze vztahu f(x) = f(y) pak plyne x = y, nebot f je prosté. To
znamena, ze zobrazeni g o f je prosté. Pro kazdy prvek ¢ € C existuje prvek b € B
takovy, ze g(b) = ¢, nebot g je ,na“. Pro prvek b existuje prvek a € A takovy, ze
f(a) = b,nebot f je ,na“. Potom plati (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Zobrazeni
g o f je tedy ,na“. Tim je tvrzeni dokazano. ]

1.7.5. Véta (Cantorovaﬂ—BernsteinovaE véta). Necht X aY jsou mnoziny splnujici
X =Y azaroven Y < X. Pak X a Y maji stejnou mohutnost.

K dtikazu Cantorovy-Bernsteinovy véty pouzijeme nasledujici lemma. Ptipo-
menme, ze symbol £ (X) znaci potencni mnozinu (vizte .

1.7.6. Lemma. Necht X je mnozinaa H: P(X) — £ (X) je zobrazeni splnujici
podminku

VA, B € P(X): AC B= H(A) C H(B). (1.20)
Potom existuje C C X takové, ze H(C) = C.

Diikaz. Definujme € = {4 € P(X); A C H(A)}. Ukdzeme, ze C = |J € je hleda-
nou mnozinou. Ziejmé plati C C X. Pokud 4 € €, potom A C C podle definice C.
Diky (L.20) pak plati H(4) C H(C). Dohromady tedy mame A C H(A) C H(C).
Z této tvahy a definice C dostavame C C H(C). Nyni znovu pouzijeme
pro dvojici mnozin C a H(C) a dostaneme H(C) C H(H(C)). To znamena, ze
H(C) e €,atedy H(C) C C.Tim je rovnost H(C) = C dokazana. [

Dikaz Véty[1.7.3. Podle predpokladu véty existuji prosta zobrazeni f: X — Y a
g:Y — X. Definujme zobrazeni H: £(X) — £ (X) predpisem

H(A) = X\ g(Y \ f(4)).
Pokud U C V C X, potom f(U) C f(V),atedy také Y \ f(V) C Y \ f(U). Od-
tud jiz snadno odvodime inkluzi H(U) C H(V). Zobrazeni H tedy splnuje pred-
poklady Lemmatu , s pomoci kterého nalezneme mnozinu C C X splnujici
H(C) = C. Pak plati
C=H(C)=X\g(Y\ f(O)).

Odtud plyne X \ C = g(Y \ f(C)). Zobrazeni g|y\ s(c) je tedy prosté zobrazen{
mnoziny Y \ f(C) na mnozinu X \ C. Potom g™!|x\¢ je prosté zobrazen{ X \ C na
Y \ f(C). Ponévadz f|c je prosté zobrazeni C na f(C), je nasledujici zobrazeni
h: X — Y hledanou bijekci mezi mnozinami X a ¥

f(a) proa € C,

n
g 'a) proaeX\C.

h(a) = {

Z nasledujici véty vyplyva, ze pro kazdou mnozinu existuje mnozina, ktera je
E

,vEtsi“ ve smyslu Definice [1.7.1).

5Georg Cantor (1845-1918)
6Felix Bernstein (1878-1956)
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1.7.7. Véta (Cantorova véta). Necht X je mnozina. Pak X < #(X).

Diikaz. Zobrazeni¢: X — P (X) definované predpisem ¢(x) = {x}, je prosté, takze
plati X < P(X).

Zbyva ukazat, Ze mnoziny X a #(X) nemaji stejnou mohutnost. Provedeme
dtkaz sporem. Predpokladejme, ze existuje bijekce ¢ : X — P (X). Oznatme 4 =
{x € X: x ¢ ¢(x)}. Zobrazeni ¢ je bijekce, a proto mtizeme nalézt a € X takové, ze
¢(a) = A. Pokud a € A, pak podle definice mnoziny 4 plati a ¢ ¢(a), coz je spor,
nebot ¢(a) = A. Pokud a ¢ A, pak podle definice mnoziny 4 platia € ¢(a) = 4,
coz je opét spor. Tim je predpoklad existence bijekce ¢ ptiveden ke sporu a tvrzeni
je dokazano. ]

1.7.8. Definice. Necht A je mnozina. Rekneme, e mno¥ina A je

e konecna, pokud je bud prazdnd, nebo existuje n € N takové, Ze X ma
stejnou mohutnost jako {1,. .., ny,

e nckonecna, pokud neni konecna,

e spocetna, jestlize je konecna nebo ma stejnou mohutnost jako N,

e nespocetna, pokud neni spocetna.

1.7.9. Lemma. Nechtm,n € N. Potom {1,...,n} ~ {1,...,m} pravé tehdy, kdyz

m=n.

Diikaz. Pokud m = n, potom {1,..., ny~{l,..., m} podle Véty (a).

Opacnou implikaci dokazeme pomoci matematické indukce podle m. Predpo-
kladejme, ze m = 1 a {1} ~ {1,...,n}. Potom existuje bijekce ¢: {1} — {1,...,n}.
Plati tedy ¢(1) = 1 a také ¢(1) = n. Musi tedy platit n = 1, a proto m = n.

Predpokladejme platnost tvrzeni pro m € N. Dale predpokladejme, ze pro n¢-
jakén e N plati{l,..., ny~{l,..., m+1}. Existuje tedy bijekce ¢: {1,. .., m+1} —
{1,...,n}. Pak existuje jednozna¢né uréené ¢islo ko € {1,...,m + 1} takové, zZe
@(ko) = n. Definujme pomocné zobrazeni y: {1,...,m} — {1,...,n — 1} predpi-
sem

wi) = o(k), pokud k € {1,..., m}\ {ko},
"~ |e(m+1), pokudk =koakoef{l,..., m}.
Zobrazeni y je dobfe definované s hodnotamiv mnoziné {1, ..., n—1}. Ovétme, ze
jde o bijekci mnoziny {1, ..., m} namnozinu{l, ..., n—1}. Zobrazeni je ,na“, nebot

obor hodnot obsahuje v§echny prvky mnoziny {1,...,n} \ {¢(ko)} = {1,....n—1}.
Piedpokladejme nyni, ze ¥ (k) = ¥ (k') pro k. k" € {1,...,m}. Pokud k = ko, pak
ko € {1,..., m} a Y (k) = ¥(ko) = ¢(m + 1). Diky prostoté ¢ plati k' = ko = k.
Pokud k # ko, pak diky prostoté ¢ musi byt k" # ko. Potom ale plati ¢ (k) =
@(k) = (k') = Y (k). Odtud plyne k = k’. Zobrazeni  je tedy prosté.

Mame tedy {1,...,n — 1} ~ {1,...,m}. Podle indukéniho predpokladu dosta-
vamen —1 =m,atedyn =m+ 1. [

1.7.10. Pokud X ~ {1,...,n} pro jisté n € N, pak je toto n uréeno podle Lem-
matu jednoznacné. Toto pozorovani je dulezité pro korektnost nasledujici
definice.
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1.7.11. Definice. Pokud je mnozina X prazdna, pak fikame, ze pocet prvki mno-
ziny X je roven 0. Pokud X ~ {1,...,n} pro jisté n € N, pak fikame, Ze pocet
prvki mnoziny X je roven n. Pocet prvki kone¢né mnoziny X znadime | X|.

1.7.12. Pokud jsou mnoziny X a Y konec¢né a maji stejnou mohutnost, pak jsou
ob¢ prazdné nebo obé neprazdné. V prvnim pripadé X = Y a pocet prvka X a
Y je roven 0. Ve druhém ptipadé existuji m,n € N takova, ze X ~ {1,...,m} a
Y ~ {1,...,n}. Potom podle Véty dostavame {1,...,m} ~ {1,...,n}, a tedy
podle Lemmatu platim = n, neboli | X| = |Y].

Pokud jsou X aY kone¢né a maji stejny pocet prvki, pak jsou opét obé prazdné
nebo obé¢ neprazdné. V prvnim piipadé X = Y a X ~ Y. Ve druhém piipadé
existuje n € N takové, ze X ~ {1,...,n}aY ~ {l1,...,n}. Potom podle Véty h
dostavime X ~ Y.

Plati tedy, ze dvé kone¢né mnoziny maji stejnou mohutnost, pravé kdyz maji
stejny pocet prvki.

1.7.13. Véta. Necht A C R je kone¢na mnozina. Potom je mnozina A omezena.
Je-li navic A neprazdna, pak existuje jeji maximum a minimum.

Diikaz. Je-li A prazdna, pak je zfejmé omezena, nebot kazdé x € R je zaroven horni
i dolni zavorou mnoziny A.

Necht je A neprazdna. V tomto ptipadé provedeme diikaz matematickou in-
dukci podle poctu jejich prvki. Je-li A jednoprvkova, je tvrzeni zfejmé. Predpo-
kladejme nyni, ze tvrzeni plati pro kazdou mnozinu o n prvcich. Necht 4 je mno-
zina o n + 1 prvcich, tj. existuje bijekce ¢: {1,...,n + 1} — A. Polozme B =
{o(1),...,9(m)}. Pak B C R ma n prvki, a tedy je dle indukéniho predpokladu

omezena a existuje jeji maximum G’ a minimum g’. Polozme
g = min{p(n +1),¢'}, G =max{p(n +1),G’}.
CislagaG jsou dobrte definovana dle Prikladu . Dale plati
Vie{l,....n+1}: g <¢(i) <G.

Tedy g je dolni zdvora mnoziny A a G je horni zavora mnoziny A. Proto je mnozina
A omezena. Protoze g, G’ € ¢({1,...,n}) C A, je g,G € A. Nalezli jsme tedy
minimum i maximum mnoziny A. Dle principu matematické indukce tedy tvrzeni
plati pro vsechny kone¢né podmnoziny 4 C R. ]

1.7.14. Véta. Mnozina N je nekonec¢na.

Diikaz. Provedeme dtikaz sporem. Pfedpokladejme, ze mnozina N je kone¢na. Pod-
le Véty je potom mnozina N omezena, a tedy existuje jeji horni zavora v
R, kterou oznac¢ime K. Potom podle Archimédovy vlastnosti realnych ¢isel (Vé-
ta existuje n € N takové, ze n > K. Tudiz K neni horni zavorou mnoziny
N, coz je spor. [}

Nasledujici lemma mtze byt ponc¢kud prekvapivé, protoze ukazuje, Ze mnozi-
nu N x N je mozné prosté zobrazit do N.
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1.7.15. Lemma. Zobrazeni ¢: N x N — N definované predpisem
en,m)=m+m)?>+n, (m,m)eNxN,
je prosté.

Diikaz. Predpokladejme, ze plati ¢(n,m) = @(n’,m’) pro (n,m),(n’,m’) € N x N.
Potom mame

' +m + 1D > @ +m)?+n =, m) = e, m)
=m+m?+n>mn+m?
Odtud plyne nerovnost n’ + m’ + 1 > n + m. Potom mame n + m < n' + m’.

Obdobn¢ odvodime nerovnost n’ +m’ < n + m. Musi tedy platitn’ +m’ = n 4 m.
Odtud a z rovnosti ¢(n,m) = @(n’,m’) plynen = n’, a tedy také m = m’. Zobrazeni

¢ je tedy prosté. |
1.7.16. Lemma. Necht A, B jsou mnoziny a f: A — B je zobrazeni. Pak f(4) <
A.

Diikaz. Korektni dikaz se opira o axiom vybéru, coz je vyrok, jehoz platnost pri
praci s mnozinami predpokladame. Zde je jedna z jeho moznych formulaci:
Jelib — Cp.b € I, indexovany systém neprazdnjch mnozin, potom existuje zobrazeni
@1 I = Upes Cp takové, Ze pro kaidé b € I plati p(b) € Cp.
Dalsi vysvétleni je uvedeno v Dodatku .
Pokud je mnozina A prazdna, potom tvrzeni zifejmé plati. Pokud je mnozina
A nepréazdna, potom polozime I = f(A) aCp, = f~1({b}) pro b € I. Podle axi-
omu vybéru existuje zobrazeni ¢: f(A4) — A takové, ze pro kazdé b € f(A) plati
@(b) € f71({b}). Zobrazeni ¢ je prosté. Pokud totiz ¢(b) = ¢(b'), potom plati
b= f(go(b)) = f(go(b’)) = b". Dostavame tedy f(4) < A. ]

1.7.17. Véta (vlastnosti kone¢nych mnozin).

(a) Necht 4 je koneénd mnozina a B C A. Potom B je kone¢na.

(b) Necht 4 je kone¢na mnozina, jejimiz prvky jsou koneéné mnoziny. Po-
tom | # je kone¢nd mnozina.

(c) Nechtn e Na Ay,..., A, jsou konetné mnoziny. Potom A; x --- x A4, je
kone¢nd mnozina.

(d) Necht 4 je kone¢na mnozina, B je mnozinaa f: A — B je zobrazeni.
Potom f(A) je kone¢nd mnozina.

Diikaz. (a) Nejprve matematickou indukei podle n dokdzeme, Ze je-lin e Na A C
{1,...,n}, potomje mnozina A kone¢na. Je-lin = la A C {1}, pak bud je 4 prazdna
mnozina, nebo A = {1}. V obou ptipadech piimo z definice plyne, ze mnozina A
je konec¢na.

Predpokladejme nyni, zZe kazda podmnozina mnoziny {1,...,n} je kone¢na.
Necht A je podmnozina mnoziny {1,...,n + 1}. Pokud 4 C {1,...,n}, pak je A
kone¢na mnozina podle indukéniho predpokladu. V opaéném piipadé plati

A=(AN{l,....n})U{n+1}.
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Pak je mnozina B = A N {1,...,n} kone¢na. Je-li B prazdna, pak 4 = {n + 1}
a existuje bijekce mnoziny {1} na mnozinu A. Je-li B neprazdnd, potom existuji
k € N a bijekce ¢: {1,...,k} = B. Definujme y: {1,...,k + 1} — A predpisem

vii) = (i) proz:i{l,...,k},
n+1 proi=k+1.
Pak ¥ je bijekce {1,...,k 4+ 1} na 4, a tedy 4 je kone¢na mnozina.
Predpokladejme nyni, ze A je kone¢na neprazdna mnozina a B je jeji neprazd-
na podmnozina. Pak existuje n € N a bijekce ¢: A — {1,...,n}. Potom je zob-
razeni ¥ = ¢|p bijekci mnoziny B na mnozinu ¢(B). Podle prvni ¢asti dikazu je
mnozina ¢(B) konecna, tj. existuje m € N a bijekce w: ¢(B) — {I,...,m}. Pak
w o ¥ je bijekce mnoziny B na mnozinu {1, ..., m}, takze mnozina B je kone¢na.
(b) Nejprve dokazeme, Ze sjednoceni dvou kone¢nych mnozin je kone¢na mno-
zina. Necht tedy C a D jsou kone¢né mnoziny. Je-li alespon jedna z nich prazdna,
pak tvrzeni zfejmé plati. Predpokladejme tedy, ze jsou obé neprazdné. Potom exis-
tujfim,n € Nabijekcea: C — {1,...,n},B: D — {1,...,m}. Definujme zobrazeni
y: D\C — {n+1,... ,n+m} predpisem y(x) = B(x)+n,x € D\C. Pak zobrazeni
¢: CUD — {1,...,n 4+ m} definované predpisem

(x) = a(x), xedC,
P = y(x), xeD\C,

je prosté zobrazeni mnoziny C U D do mnoziny {1,...,n 4+ m}, nebot zobrazeni
alc, ¥|p\c jsou prosta a

alC)ny(D\C)c{l,....a}N{n+1,....,n +m} = 0.

7 Y/

dokazané ¢asti (a). Mnozina C U D je kone¢na, nebot podle [1.4.29 plati C U D ~
¢(C U D).

Pokud je mnozina 4 koneé¢na, pak je bud prazdna nebo ma n prvk, kde n €
N. V prvnim piipad¢ je jeji sjednoceni praizdnou mnozinou, a je tedy konecné.
Ve druhém pripadé dokazeme tvrzeni matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni
zfejmé plati. Pfedpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro n € N. Necht tedy A =
{A1,....Apy1}, kde 4;,i = 1,...,n 41, jsou dané kone¢né mnoziny. Potom podle
indukéntho predpokladu je [ J;_; A; kone¢nou mnozinou. Pak je ale mnozina

Plati ¢(C U D) C {l1,...,n + m}, a mnozina ¢(C U D) je tedy kone¢na podle jiz
h

n+1 n

U A = ( Ai) U Apt1
i=1 1

i=

kone¢na dle prvni ¢asti diikazu. Tim je podle principu matematické indukee tvr-
zeni dokéazano.

(c) Podobné jako v (b) staci dokazat, ze kartézsky soucin dvou konec¢nych ne-
prazdnych mnozin 4 a B je konecny. Méjme m,n € N abijekcea: 4 — {1,...,n},
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B: B —{1,...,m}. Necht ¢ je zobrazeni z Lemmatu . Pak zobrazeni ¢ defi-

nované predpisem
V(a,b) = g(a(a), B(b)), (a,b) € Ax B,

je prosté zobrazeni mnoziny A x B do kone¢né mnoziny {1,...,(n + m)? + n}.

Mnozina ¥ (A4 x B) je tedy kone¢na podle jiz dokazané ¢asti (a). Odtud plyne i
konec¢nost mnoziny A x B, nebot A x B ~ /(A x B).

(d) Diky Lemmatu vime, ze f(A) =< A, tj. existuje prosté zobrazeni

V: f(A) — A. Potom je mnozina ¥ ( f(A)) podmnozinou kone¢né mnoziny 4, a

je tedy podle (a) kone¢na. Mnozina f(A) je tedy konecna, nebot f(A4) ~ ¥ (f(A)).

|

1.7.18. Lemma. (a) Mnozina 4 je spocetna pravé tehdy, kdyz plati 4 < N.
(b) Necht A4 je neprazdna mnozina. Potom je mnozina A spocetna pravé tehdy,
kdyz existuje zobrazeni f: N — A, které je ,na“.

Ditkaz. (a) = Pokud je A4 spocetnd, pak je bud kone¢na, nebo A ~ N. V prvnim
piipadé je A bud prazdna nebo existuje n € N takové, ze A ~ {1,...,n}. Ziejmé
tedy plati A < N.

Pokud A ~ N, pak také zfejmé A4 < N.

< Necht f: A — N je prosté zobrazeni. Mnozina f(A) je bud omezena, nebo
neomezena. Predpokladejme nejprve, Ze nastava prvni moznost. Potom existuje
¢islo K € R, které je horni zdvorou mnoziny f(A). Podle Vétstuje neN
takové, ze K < n. Potom plati f(4) C {1,...,n}. Podle Véty [1.7.17(a) je f(A)
kone¢na mnozina. Vzhledem k tomu, ze A ~ f(A) podle 1.4.29, dostavame, ze
mnozina A je kone¢na, a tedy spocetna.

Predpokladejme nyni, Ze mnozina f(A4) neni omezena. Induktivné budeme
konstruovat posloupnost pfirozenych ¢isel {ny }22 | . Polozmen; = min f(4). Pred-
pokladejme, ze pro k € N jsou jiz definovana éisla ny,...,ng. Mnozina f(A) \
{n1....,ng} je neprazdna, nebot f(A) je neomezend. Polozime ng4y = min(f(A4)\
{ni,..., nk}). Tim je konstrukce posloupnosti provedena podle Véty . Zob-
razeni ¢: k +— ng,k € N, je podle konstrukce prosté a plati ¢(N) = f(A4). Pod-
le plati o(N) ~ N, a tedy f(4) ~ N. Odtud dostavame A ~ N, nebot
A~ f(A) podle . Mnozina A4 je tedy spocetna.

(b) = Podle jiz dokazaného bodu (a) existuje prosté zobrazeni g: A — N.
Mnozina A4 je neprazdna, takze mizeme nalézt prvek a € A. Zobrazeni f: N — A
definujeme predpisem
Fn) = g '(n), pokudn e H(g).

a, pokud n € N\ #(g).

Potom zfejmé f(N) = A.
< Predpokladejme, ze f: N — A je zobrazeni, které je ,na“. Potom podle
plati A < N. Mnozina 4 je tedy spocetna podle jiz dokazané casti (a). m

1.7.19. Véta (vlastnosti spocetnych mnozin).



44 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

(a) Necht 4 je spocetna mnozinaa B C A. Potom je mnozina B spocetna.

(b) Necht 4 je spocetna mnozina, jejimiz prvky jsou spocetné mnoziny. Po-
tom je mnozina | 4 spocetna.

(¢) Nechtn € N a 4,,..., A, jsou spocetné mnoziny. Potom je mnozina
Ay x -+ x Ay spocetna.

(d) Necht A4 je spocetna mnozina, B je mnozinaa f: A — B je zobrazeni.
Potom je mnozina f(A) spocetna.

Diikaz. (a) Necht B C A a A je spocetnd. Potom Idg: B — A je prosté zobrazeni,
a plati tedy B < A. Ponévadz A < N podle Lemmatu (a), dostavame B < N
podle Véty [[.7.3(b) a mnozina B je tedy spocetna podle Lemmatu [1.7.1§(a).

(b) Oznaéme A = {A € A; A # 0}. Potom | JA = |JA. Pokud A4 = 0, po-
tom je mnozina | J 4 prazdna, a tedy spocetna. V opa¢ném piipad¢ existuje podle
Lemmatu (b) zobrazeni f: N — A, které je »na“. Pro kazdé 4 € A existuje
zobrazeni g4: N — A, které je ,na“. Definujme zobrazeni ¢ : N x N — (J #4 pred-
pisem Y (n,m) = grm)(m). Zobrazeni ¥ je ,na“. Pro kazdé x € [J 4 totiz existuje
A € A takové, ze x € A. Existuji tedy n,m € N takova, zZe f(n) = A a g4(m) = x.
Potom v/ (n,m) = g7 () = ga(m) = x.

Podle Lemmat a [[.7.1§(a) je mnozina N x N spocetna, a tedy existuje
zobrazeni h mnoziny N na mnozinu N xN (Lemma [1.7.1§(b)). Potom je zobrazeni
¥ o h zobrazenim mnoziny N na mnozinu |J 4, coz podle Lemmatu [1.7.1§(b)
dokazuje spocetnost mnoziny | #A.

(c) Podobné jako v ditkazu bodu (b) a (c) Véty sta¢i dokazat, ze kartéz-
sky soucin dvou spocetnych mnozin A a B je spocetny. Kartézsky soucin 4 x B je
roven sjednocenti |, 4{a} x B. Ztejmé plati {a} x B ~ B. Mnozina A x B je tedy
spocetnym sjednocenim spocetnych mnozin a podle (b) je tedy spocetna.

(d) Necht 4 je spocetna mnozina a f: A — B je zobrazeni. Vime z Lem-

matu , ze plati f(A) < A. Protoze A < N, dostavame podle Véty (b)
f(4) < N. Odtud plyne podle (a) spocetnost f(A). ]

1.7.20. Priklad. Dokazte, Ze mnozina raciondlnich ¢isel Q je spocetna.

Reseni. MnoZina Z je spocetna, nebot je sjednocenim mnoziny kladnych ¢isel, mno-
ziny zapornych ¢isel a jednoprvkové mnoziny obsahujici ¢islo 0. Mnozina Z x N
je tedy podle Véty (c) spocetnd. Zobrazeni f: Z x N — Q definované pred-
pisem f(p,q) = pq~! zobrazuje Z x N na Q. Podle Véty (d) je mnozina Q

spocetna. -
1.7.21. Priklad. Necht ¢ je disjunktni systém neprazdnych otevienych intervalt

v R. Dokazte, ze potom je systém ¢ spocetny.

Reseni. Pro kazdé J € ¢ nalezneme racionélni &slo g; € J. Pak je zobrazeni defi-
nované predpisem J — ¢y, J € ¢, prostym zobrazenim mnoziny ¢ do spocetné
mnoziny Q, tedy ¢ je také spocetna. *

1.7.22. Priklad. Necht 4 je nekone¢na mnozina. Dokazte, ze potom A obsahuje
nckonecnou spocetnou podmnozinu.
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Resen, Definujme induktivné posloupnost {a,}7>; nasledovné. Zvolme a; € A li-
bovolné. Pfedpokladejme, ze pro n € N jsme jiz definovali prvky ay, ..., a,. Mno-
zina A\ {ai,...,a,} je neprazdna, nebot A4 je neckone¢na. Prvek a, 41 zvolme libo-
volné z této mnoziny. Mnozina {a,; n € N} je nekone¢na dle Véty , a tim je
dtikaz proveden. Y

1.7.23. Poznamka. MnozinaR je nespocetna. Ditkaz provedeme az v Piikladu
i

a jinym zpisobem v paragrafu [10.10.32.

1.8. Vlastnosti elementarnich funkci

Realna funkce f jednérealné proménné (dale jen funkce) je zobrazeni f: M —
R, kde M je podmnozinou mnoziny realnych ¢isel.

V tomto oddilu uvedeme definice nékterych pojmii, které jsou dilezité pri
zkoumani realnych funkci. Déle se seznamime s elementarnimi funkcemi, tj. s po-
lynomy, exponencidlou, logaritmem, odmocninami, obecnou mocninou, gonio-
metrickymi funkcemi a cyklometrickymi funkcemi. Uvedeme souhrny jejich za-
kladnich vlastnosti, ze kterych lze odvodit véechna pocetni pravidla stfedoskolské
matematiky. V Kapitole E pak nékolik takovych odvozeni provedeme.

1.8.1. Definice. Necht J C R je interval. Rekneme, Ze funkee f: J — R je
e rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < x», plati

f(x1) < f(x2),

e klesajici na intervalu J, jestlize pro kazdé x;,x, € J, x; < xa, plati
Jf(x0) > fxa), o

o neklesajici na intervalu J, jestlize pro kazdé xi,x, € J, x; < xp, plati
S(x1) < f(x2),

e nerostouci na intervalu J, jestlize pro kazdé xi,x2 € J, x1 < x», plati

f(x1) = f(x2).

1.8.2. Definice. Monoténni funkci (respektive ryze monoténni funkci) na inter-
valu J C R rozumime funkci, kterd je neklesajici nebo nerostouci (respektive ros-
touci nebo klesajici) na J.

1.8.3. Definice. Necht f: A >Ra M C A. Rekneme, 7e fje
e shora omezena na M, jestlize mnozina f(M) je shora omezend,
e zdola omezena na M, jestlize mnozina f(M) je zdola omezena,
e omezena na M, jestlize mnozina f(M) je omezena,
e konstantni na M, jestlize pro viechna x,y € M plati f(x) = f(y).

1.8.4. Definice. Necht f: A —>RaM C A. Rekneme, 7e fje
e licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = —f(x),
e suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = f(x),
e periodicka s periodou a, kde a € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € D(f)
platix +a € OD(f),x —ac D(f)a f(x +a) = f(x).
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1.8.5 (algebraické operace s funkcemi). Necht M je mnozina, f: M — R, g: M —
R a ¢ € R. Pak definujeme funkce f + g, fg, ¢f na mnoziné M predpisy

(f+8) = f(x)+gx), xeM,
(fe)(x) = f(x)g(x), xeM,
(cfHx)=cf(x), xeM.
Je-li g(x) # 0 pro kazdé x € M, pak definujeme
/ _J)
(E)(X) = ()’ xeM.

1.8.6. Véta. Necht M je neprazdna mnozinaa f: M — Rag: M — R jsou
zobrazen.

(a) Jestlize f a g jsou shora omezena, potom
sup(f + g)(M) < sup f(M) + sup g(M).
(b) Jestlize f a g jsou zdola omezend, potom
inf(f + g)(M) > inf f(M) + inf g(M).

Diikaz. (a) Mnoziny f(M)a g(M) jsou neprazdné a shora omezené, a proto existuji
jejich suprema, ktera ozna¢ime po rad¢ A a B. Necht x € M. Potom z definice
suprema plyne f(x) < A a g(x) < B, a tedy také f(x) + g(x) < A + B. Protoze
x € M bylo zvoleno libovolné, je A4 B horni zavorou mnoziny (f'+g)(M). Odtud
plyne tvrzeni (a).

(b) Dtikaz tvrzeni (b) je obdobny dikazu tvrzeni (a). [

1.8.7. Necht a,b € R. Definujme funkci f: R — R predpisem f(x) = ax + b.
Takto definovana funkce se nazyva afinni. Pokud je b = 0, fikame, ze f je line-
arni. Zde definujeme pojem linedrni funkce jinak, nez je obvyklé na stfedni skole,
protoze v pokrocilejsich matematickych textech se uziva pravé uvedené definice.

1.8.8. Necht a,b,c € R. Definujme funkei f: R — R predpisem f(x) = ax? +
bx + c. Je-lia # 0, pak se takto definovana funkce nazyva kvadraticka.

1.8.9. Polynomem budeme rozumét kazdou funkci P tvaru
P(x)=ao+a1x +---+anx", xeR, (1.21)

kden € NU{0}aag,ay,...,a, € R. Cislaao, . . ., a, se nazyvaji koeficienty polyno-
mu P. Nulovym polynomem rozumime konstantni nulovou funkci definovanou
na R.

Dikaz nasledujiciho tvrzeni a dtikaz tvrzeni z dalsiho paragrafu jsou uvedeny
v Dodatku ??. Pro kazdy nenulovy polynom existuji jednoznacné urcend Cisla n e
N U {0},a9,...,a, € R,a, # 0, takova, ze

P(x)=ao+a1x+--+a,x", xeR.

Pak tikame, ze stupen polynomu P je roven n. Stupen nulového polynomu defi-
nujeme jako —1. Stupen polynomu P znacime st P.
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1.8.10. Realnym kofenem polynomu P rozumime kazdé ¢islo x € R splnujici
P(x) = 0. Necht P je polynom tvaru (L.21), kde a, # 0. Potom existuje nejvyse n
realnych kotent polynomu P.

Pro polynomy stupné 1 a 2 je mozné urcit hodnoty realnych kofentt pomoci
nasledujicich vzorci. Rovnice ax + b = 0, kde a,b € R,a # 0, ma pravé jeden
realny koren —g. Odvozeni je snadné. Uvazujme rovnici

ax> +bx+c=0, (1.22)

kdea,b,c € R,a # 0. Oznaéme D = b%—4ac. Cislo D nazyvame diskriminantem
rovnice ) Pokud D > 0, pak ma rovnice pravé dva realné koteny %ﬁ a

%5. Pokud D = 0, pak ma rovnice pravé jeden realny koten ;—2 Pokud D < 0,
pak rovnice nema realné koteny.

1.8.11 (déleni polynomi). Necht P a Q jsou dva polynomy, pticemz polynom Q
neni nulovy. Pak existuji jednoznaéné uréené polynomy R a Z takové, ze P =
RO+ ZastZ <stQ.

Polynomy R a Z hledame pomoci nasledujictho algoritmu. Pokud st Q > st P,
pak staci polozit R rovno nulovému polynomu a Z = P. Pokud st Q < st P, pak
nalezneme takové a; € R ak; € N U {0}, e st(P — a;x¥1 Q) < st P. Tento krok
potom opakujeme, pfi¢emz misto polynomu P uvazujeme polynom P —a;x¥1Q,
pokud nema tento polynom stupen mensi nez polynom Q. Timto zptisobem ob-
drzime ay,...,a; € Raky,... k; € N takova, ze plati st(P — a1x*¥1Q —ax*2Q —
<o —ayx*1 Q) < st Q. Potom polozime R(x) = apx¥t +...4+aqx¥aZ =P —-RQ.

1.8.12. Priklad. Vyd¢lte polynom P(x) = 2x3 4 4x? — x + 2 polynomem Q(x) =
x2 4+ x +2.

Reseni. Budeme postupovat podle algoritmu uvedeného v [[.8.11. Polynom Q vy-

nasobime vyrazem 2x a vysledek odec¢teme od P. Obdrzime
Pi(x) = P(x) —2x0(x) = 2x3 4+ 4x® —x + 2 —2x(x®> + x +2) = 2x% — 5x + 2.
Polynom Q vynasobime vyrazem 2 a vysledek odec¢teme od P;. Obdrzime
Py(x) = Pi(x) —20(x) = 2x% = 5x +2—2(x* + x +2) = —Tx — 2.

Potom mame
P(x)=(02x+2)Q(x)—7x —2.
&

1.8.13. Nechtk € N. Potom k-tou odmocninou nazyvame inverzni funkci k funk-
cix — xk, x e [0,00), je-li k sudé, a k x — xk x e R, je-li k liché. Znac¢ime
x > &/x. Definice je korektni, nebot v obou ptipadech uvazujeme inverzni funkci
k funkci, ktera je na svém defini¢nim oboru rostouci.

1.8.14. Racionalni funkci rozumime kazdou funkci tvaru g, kde P, Q jsou po-
lynomy, pricemz Q neni nulovy polynom. Definiénim oborem takové funkce je
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mnozina R \ {x € R; Q(x) = 0}. Polynom Q neni nulovy, takze racionalni funkce
je definovéna v kazdém bodé& R vyjma nejvyse koneéné mnoha bodi (vizte [1.8.10).

1.8.15. Exponencialni funkce, kterou budeme znacit exp, ma defini¢ni obor roven
R a obor hodnot roven (0, o). Tato funkce splnuje nasledujici podminky:

o Vx,y € R: exp(x + y) = exp(x) - exp(y),
o Vx e R: exp(x) > 1+ x.
Odtud lze odvodit nasledujici uzitecné vlastnosti exponencialni funkce:

exp je rostouci funkce na R,

exp(0) =1,

Vx e RVn € Z: exp(nx) = (exp(x))",
Vx e R, x > 0: exp(x) > 1.

Hodnotu funkce exp v bodé¢ 1 zna¢ime symbolem e a nazyvame ji Eulerovym cis-
lem

Osrazek 1. Graf exponencialni funkce

1.8.16. Logaritmicka funkce, kterou budeme znadit log, je funkce inverzni k funk-
ci exponencialni. Jeji defini¢ni obor je tedy roven (0, 00) a obor hodnot roven R.
Tato funkce splnuje nasledujici podminky:

e Vx,y € (0,00): log(xy) = log(x) + log(y),
o Vx € (0,00): log(x) < x—1.

Odtud Ize odvodit dalsi uzite¢né vlastnosti logaritmické funkce:

funkce log je rostouci na intervalu (0, 00),
log(1) =0,

Vx € (0,00) Vn € Z: log(x") = nlogx,
Vx € (1,00): log(x) > 0.

"Leonhard Euler (1707-1783)
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Osrazek 2. Graf funkce logaritmus

1.8.17. Nechta € R, a > 0. Pro x € R definujeme obecnou mocninu a* pred-
pisem a* = exp(xloga). Proa € R an € Z jsme vsak symbol a” jiz defino-
vali v Oznadeni (b) Pokud je @ > 0, mame pro tento symbol dvé definice.
Nova definice se vSak v tomto pripadé shoduje s predchozi definici, nebot plati
exp(nlog(a)) = exp(log(a™)) = a". Funkce a* je rostouci na R proa € (1,00) a
klesajici na R pro a € (0, 1).

Pro kazdéa e R,a > 0, x, y € R plati

o ax+y :ax.ay7
o (%) =a".

Oba vztahy snadno ovéfime pouzitim zakladnich vlastnosti exponencialni a
logaritmické funkce. Plati

ax+y

exp((x +y) 10g(a)) = exp(x log(a) + y loga)
exp(x log(a)) - exp(y loga) = a* -a”,
@)’ = exp(y log(ax)) = exp(y log(exp(x loga)))

= exp(yxloga) = exp(xyloga) = a™”.

1.8.18 (vlastnosti funkci sinus a kosinus). Funkce sinus, znac¢ime sin, a kosinus,
znacime cos, maji defini¢ni obor roven R a obor hodnot roven intervalu [—1, 1].
Tyto funkce splnuji nasledujici podminky:

funkce sin a cos jsou 2w-periodické,

Vx,y € R: sin(x 4+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),

Vx,y € R: cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y),

sin je licha funkce a cos je suda funkce,

existuje jednoznac¢né urcené kladné ¢islo m takové, Ze sin je rostouci na
[0, 5], sin(0) = 0 asin(5) = 1.
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Osrazex 3. Grafy funkci sinus a kosinus

1.8.19 (vlastnosti funkci tangens a kotangens). Funkce tangens, zna¢ime ji tg, a
kotangens, znacime ji cotg, definujeme predpisy

tg(x) = Z;‘;((’;)) x e R\{Z +kn; ke,
cotg(x) = Z?:((;C)), x eR\{km; k € Z}.

e funkce tg a cotg jsou m-periodické,

g(x)+
e Vxye(-5,%), x+ye (-5 D) glx+y) = EoHED
i 1 } 3
&1 —% 0 % fid = 0 z n =
Osr. 4. Graf funkce tangens Ogr. 5. Graf funkce kotangens

1.8.20. Nasledujici tabulka obsahuje funkéni hodnoty goniometrickych funkei v
nc¢kterych vyznaénych bodech.
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funkce |[O| Z | T | 5 | 5
sin o 3|1
cos 1 ‘/75 % % 0

tg 0 JL? 1|3
cotg V3|1 % 0

1.8.21. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan-
gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme nasledujicim zptisobem

arcsin = (sin |[_%,%])71, arccos = (cos |jo.r1)

arctg = (tg |(_%’%))_1, arccotg = (cotg |(0,,,))_1.

Uvedené definice cyklometrickych funkci jsou korektni, nebot uvazované restrikce
goniometrickych funkei jsou prosté.
Nyni uvedeme zakladni vlastnosti cyklometrickych funkei:

o funkce arcsin je licha,

arcsin(—1) = —%, arcsin(0) = 0, arcsin(ﬁ) =

T
2 4
arccos(—1) = m, arccos(0) = 7, arccos(ﬁ) = T, arccos(1) =

,arcsin(1) = 7,
0

2 2
Vx € [-1,1]: arcsinx + arccosx = 7,
D(arctg) = R,
H(arctg) = (—3.5%),

arctg je rostouci a licha funkce na R,
arctg(0) = 0, arctg(l) = 7, arctg(—1) = -7,
D(arccotg) = R,

H (arccotg) = (0, ),

arccotg je klesajici funkce na R,

arccotg(0) = 7, arccotg(l) = 7,

Vx € R: arctgx + arccotgx = 7.
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T+

/2

—/2T

Osrazex 6. Grafy funkei arkussinus a arkuskosinus

\/2

/4

—n/2T

OsrAzex 7. Grafy funkei arkustangens a arkuskotangens

1.9. Teoretické a pocetni priklady
1.9.1. Priklad. Zformulujte negaci vyroku
VeeR,e>03€eR,§>0VxeR: 0<|x—1]<8=|x—3] <e). (1.23)

pomoci postupu uvedeného v paragrafu [.1.29. Déle rozhodnéte, zda plati uvede-
ny vyrok nebo jeho negace.
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Resend. Opakované pouzijeme pravidla uvedena v paragrafu k vyjadreni ne-

gace uvedeného vyroku.
—|(V8€R,8>038€R,5>0Vx€R: O<|x—1]<6é=|x—3| <£))
356R,8>0—-(38€R,5>0Vx€R: O<|x=1] <= |x—=3| <£))
JeecRe>0V8eRE>0-(VxeR: (0<|x—1/<8§=|x—3| <¢))
JeeR,e>0V§eR§>0IxeR: =(0<|x—1| <8 =|x—3|<¢)
Podle Véty (c) lze posledni vyrok zapsat ve tvaru
JeeR,e>0VEeR,§>0IxeR: (0< |x—1| <8 A|x—3|>¢).
Polozme ¢ = 1 a k libovolnému § > 0 definujme x = 1— % Plati [x — 1] = 85, a
tedy 0 < |x — 1] < 8. Navic pro |x —3| =2+ % plati |[x — 3| > 1 = e. Dokazali jsme
tedy, ze zadany vyrok neplati. ry
1.9.2. Priklad. Necht V(x),x € M, je vyrokova forma. Napiste negaci vyroku
Ax e M: V(x) (1.24)
pomoci postupu uvedeného v paragrafu .
Resend. Vyrok () lze zapsat ve tvaru

(Elx eM: V(x)) A (Vy,z eM: (V) AV(E) =y = z)) (1.25)

Prvni vyrok v predchozi konjunkei tka, ze existuje alespon jeden prvek x € M
takovy, Ze plati V(x). Druhy vyrok v konjunkci tiké, Ze pokud existuji prvky y a z
takové, ze plati V(y) a V(z), pak jsou si rovny. Podle [1.1.29 a Véty [1.1.19 1ze zapsat
negaci vyroku () ve tvaru

(Vx eEM: —-V(x)) v (Ely,z eEM: (V) AV(@)Ay # Z))

Neformalné lze posledni vyrok vyjadrit takto: bud pro zadné x € M neplati V(x),
nebo existuji dvé riizna y,z € M, pro ktera plati V(y) a V(z). *

1.9.3. Piiklad. Necht A = {x € Q: x > 0 A x? < 2}. Pak A je shora omezena
podmnozina v Q, kterd v Q nema supremum, tj. neexistuje racionalni ¢islo ¢ € Q
s vlastnostmi z Definice .

Reseni. Mno%ina A je zfejmé neprazdna, nebot 0 € A, a shora omezena, a to na-
priklad ¢islem 2. Pro kazdé ¢islo x € Q, které je vétsi nez 2, totiz plati nerovnosti
2<22<x?%a tedy takové x neni prvkem mnoziny A.

Postupujme nyni sporem a predpokladejme existenci ¢isla ¢ € Q, které by
bylo nejmensi horni zdvorou mnoziny A. Ukazeme, ze pak plati ¢ = 2. Pokud
by totiz bylo ¢ < 2, tj. ¢ < +/2, pak diky Vété nalezneme raciondlni ¢&islo
q' € (¢, v2). Pak 0 < ¢’ a (¢")? < 2, tj. ¢’ € A. To je ovsem ve sporu s nerovnosti
g < q', tedy s faktem, Ze ¢ je horni zavora mnoziny A.
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Pokud by bylo g > V2, opét diky Véte existujeq’ € QN (v/2,q). Pak pro
kazdé p € A plati p < ¢’, nebot v opa¢ném piipadé bychom dostali z nerovnosti
2 < (¢')* < p* < 2 spor. Racionélni &slo ¢’ je tedy horn{ zdvora mnoziny A, kterd
je ostfe mensi nez g, coz je spor s faktem, Ze ¢ je nejmensi horni zavora mnozina
A.

Zbyva tedy jedina moznost, totiz Ze q* = 2. To je ale spor s Vétou , a

proto supremum mnoziny A v mnoziné racionalnich ¢isel neexistuje. ¥y
1.9.4. Priklad. Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati ) ;_ (;) = 2".

Reseni. Provedeme piimy ditkaz. Vzorec plyne z binomické véty (Véta [1.6.4), nebot
pro kazdé n € N plati

Y=(1+1)"=) (Z)lkl”_k =Y (Z)
k=0 k=0
»

1.9.5. Priklad (soucet aritmetické fady). Necht a,b € R. Dokazte, ze pro kazdé
n € N plati

> (ai +b) = 1((n + Da + 2b)n. (1.26)
i=1

Réseni. Pron = 1 je leva strana rovna Zil:l(ai +b)=a+baprava %(Za +2b) =
a + b. Pron = 1 tedy tvrzeni plati. Pfedpokladejme platnost vztahu (L.26) pro

pevné dané n, tj.
n

Z(ai +b) = 3((n+ Da + 2b)n.
i=1
Chceme dokazat, ze plati

n+1
> (@i +b) = 3((n +2a +2b)(n + 1). (1.27)
i=1

Levou stranu ([1.27) mliZeme rozepsat jako
n+1

> (@i +b) = (Z(ai + b)) + (a(n + 1) +b).
i=1 i=1

Sumu v zavorkach na pravé strané ale umime seéist podle indukéniho predpokla-
du. Provedenim algebraickych tprav pak dostaneme

n+1 n

S i +b) (Z(ai + b)) + (a(n + 1) +b)

i=1 i=1

: ((n 4+ Da + 2b)n+(a(n + 1) + b)

=N

((n+2)a+2b)(n +1).
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Tim je dtikaz proveden. *
1.9.6. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati 2" > n.
Reseni. Pron = 1 je nerovnost splnéna, nebot 21 =2 > 1. Predpokladejme, ze
nerovnost plati pro n € N, tj. plati 2" > n. Potom také plati

"t =2.2">2n=n+n>n+1l.

Tim je nerovnost ovétena pro n+1 a tvrzeni je podle principu matematické indukce
dokazano. a

1.9.7. Priklad. Dokazte, e pro kazdé n € N, n > 3, plati 2n? > (n + 1)%.
Reseni. Tvrzeni plati pro n = 3, nebot
2.32=18>16= (3 + 1)%

Predpokladejme nyni platnost nerovnosti pro né¢jaké n € N,n > 3. Predpokladame
tedy 2n% > (n + 1)%. Potom

2n+1)2 =22 4+4n+2>m+1)>+4n+2

=n’+6n+3=m>+4n+4)+02n—1)

=m+22+@Q2n—-1)>n+2)>
Tim je dokonéen indukéni krok. Z principu matematické indukce nyni vyplyva
pozadované tvrzeni. *
1.9.8. Priklad. Dokazte, ze pro véechnan € N, n > 4, plati 2" > n2.
Resend. Opét pouzijeme princip matematické indukce popsany v paragrafu m,
pricemz v prvnim kroku dokazeme vyrok pro n = 4. Tvrzeni pro n = 4 plati, nebot
2* = 16 > 16 = 4. Nyn{ ué¢inime indukéni predpoklad, Ze pro néjaké n € N,
n > 4, plati 2" > n? a budeme se snazit dokazat 2"*! > (n + 1)2. Z indukéniho
predpokladu a Prikladu plyne

2L =2.2" > 20 > (n + 1)%
Podle (modifikovaného) principu matematické indukce tedy tvrzeni plati pro vech-

nan > 4. ry

1.9.9. Priklad. Nechta € R, a > 1. Dokazte, ze pak existuje ¢ € R, ¢ > 0, takové,

ze pro kazdé n € N plati a” > cn?.

Reseni. Oznaéme § = a—1. Potom § > 0,2 tedy pron € N,n > 2, podle binomické

véty (Véta plati
1
a"=0+8">1+né+ (2)82 > En(n —1)82.
Pro kazdé n € N,n > 2, ztejmé plati n(n — 1) > %nz, a tedy dostavame

1
a > ZSZnZ. (1.28)
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PoloZme ¢ = min{%(?z, a}. Potom pro kazdé n € N,n > 2, plati nerovnost a” > cn?

podle ([1.28). Dokazovana nerovnost plati i pron = 1, nebot a > c. *

1.9.10 (varianta matematické indukce). Necht V(n),n € N, je vyrokova forma.
Existuji ptipady, kdy je vhodné vyrok
Vn e N: V(n) (1.29)
dokazat pomoci varianty matematické indukce, ktera spociva v ovéteni nasleduji-
cich tvrzent:
(@) plati V(1) a V(2),
(b) pro kazdén € N plati V(n) = V(n + 2).
Dokazeme, ze z (a) a (b) plyne . Matematickou indukci ovéfme platnost tvr-
zeni
VneN:V(2n-—1). (1.30)
Pro n = 1 tvrzeni plati, nebot plati V(1). Pfedpokladejme, ze tvrzeni ) plati
pro n, tj. plati V(2n — 1). Podle (b) dostavame, ze plati i vyrok V(2n 4 1). Tim je
podle principu matematické indukee, ktery byl popsan v paragrafu , dokéazan

ok (L30)
Obdobné dokdZeme tvrzeni

Vn e N: V(2n). (1.31)

Nyni ovéfime platnost . Nechtn € N. Potom podle Piikladu [1.2.10 exis-
tuje k € N takové, ze n = 2k — 1 nebo n = 2k. V prvnim ptipadé plati ([1.29
podle (1.30) a ve druhém piipadé plati podle (1.31). Tim je tvrzeni (.29
dokazéano.

Pouziti této varianty matematické indukee ilustruje nasledujici priklad.

1.9.11. Priklad (Bernoulliova nerovnost). Dokazte, ze pro kazdé n € N plati
Vx €[-2,00): (1 +x)" > 1+ nx. (1.32)
Reseni. Matematickou indukc ve varianté z dokazeme platnost 1.32) pro

kazdé n € N. Pron = 1 vztah ztejmé plati. Pro n = 2 plyne (@ z nasle-
dujiciho odhadu:

(I+x)?=142x+x*>1+2x.
Tim je ovéten bod (a) v [[.9.10. Piedpokladejme, e pro n € N plati (.39). Pou-
zitim zfejmé nerovnosti (1 + x)? > 0, ktera plati pro kazdé x € R, dostdvdme z
indukéniho predpokladu
(14" =10+ x)"1+x)? > (1 +nx)(1 + x)?
=14+ n+2)x+ Q2+ x)nx?+ x>

ProtoZze x%2 > 0 pro kazdé x € Ra 2+ x > 0 pro kazdé x € R,x > -2, plati
Q2+ x)nx2+x2>0 pro kazdé x € R, x > —2. Odtud dostavame pro kazdé x > —2

nerovnost (1 + x)"*2 > 1 + (n + 2)x. Tim je dokazana implikace (b) podle [1.9.10,
a tedy 1 Bernoulliova nerovnost. a
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1.9.12. Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati n! < ("—;'l)n

Reseni. Tvrzeni dokdZzeme pomoci matematické indukce. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé
plati. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n € N. Podle Bernoulliovy nerovnosti
(Ptiklad [1.9.11)) plati

n 4+ 2\n+1 1 n+l1 1
=1 >1 1)- =2»
(n-l—l) (+n+1) - +(n+)n+l

odtud plyne 2(n + 1)"*! < (n 4 2)"*1. Pouzijeme-li indukéni predpoklad a pravé
odvozenou nerovnost, obdrzime
1\n
D =nl-(n+1) < (%) S+ 1)
_2-(n+1"t! _ (2
== —=(57)

&

1.9.13 (dalsi varianta matematické indukce). Necht V(n),n € N, je vyrokova for-
ma. Existuji ptipady, kdy je vhodné vyrok

Vn e N: V(n) (1.33)

dokazat pomoci varianty matematické indukce, ktera sestava z ovéreni nasleduji-
cich tvrzeni:

(a) plati V(1),

(b) pro kazdé n € N plati V(n) = V(2n),

(c) prokazdén € N,n > 1, plati V(n) = V(n —1).
Dokézeme, e z (2)-(c) plyne (.33). Nejprve pomoci matematické indukee popsa-
név odvodime platnost vyroku

Vm e N: V(2™). (1.34)
Z (a) a (b) plyne platnost V(2). Necht nyni V(2™) plati pro né¢jaké m € N. Pak
2mtl = 2.2 atedy V(2"™*!) plati podle (b). Tim je tvrzeni dokézano.

Platnost tvrzeni () dokazeme sporem. Predpokladejme, ze existuje ng € N
takové, ze V(ng) neplati. Polozme

B ={j eN; j <2" aV(j) neplati}.

Cislo 1 je dolni zavorou mnoziny B a ¢islo 2" je horni zavorou mnoziny B. Mnozi-
na B je podmnozinou N, takze z jeji omezenosti plyne, ze je koneénd. Mnozina B
je neprazdnd, nebot podle naseho predpokladu V(o) neplati a diky Pfﬂ(lad
mame ng < 2"°, takze n9 € B. Mnozina B ma tedy maximum podle Véty [1.7.13.
Ozna¢me G = max B. Plati tudiz G 4+ 1 ¢ B. Ponévadz podle ([1.34) plati V(2"0),
a tedy 2"0 ¢ B, dostavame G < 2"°. Odtud plyne, ze tvrzeni V(G + 1) plati. Podle
(¢) tedy plati i V(G), coz je spor s G € B. Tim je nase tvrzeni dokazano.

Pouziti pravé uvedené varianty matematické indukce ukazeme v nasledujicim

prikladu.



58 1. LOGIKA, MNOZINY A ZAKLADNI CISELNE OBORY

1.9.14. Priklad (nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem). Do-
kazte, ze pro véechnan € N a pro kazdé x;, x2, ..., x, € [0, c0) plati nerovnost

X1+x24+--+x, > /X%, (1.35)

n

Resend. Postupné ovétime (a)-(c) z , pricemz V(n), n € N, je tvrzeni, které
i1ka, ze pro kazdé x, x2,...,x, € [0, 00) plati nerovnost .

(a) Ziejmé plati Z- > /X1 = x;.

(b) Nejprve ovéiime platnost nerovnosti (1.35) pro n = 2. Pro libovolné 4, B €
[0, 00) plati podle Prikladu

A+ B

> VAB. (1.36)

Nyni pfedpokladejme, Ze pro néjaké n € N plati V(n). Budeme dokazovat tvrzeni
V(2n). Mé&me x1,x2,...,X2, € [0,00). Pouzijeme indukéni predpoklad nejprve
pro n-tici xi, ..., X, a poté pro n-tici X, 41, . .., X2,. Dostaneme

Xy + x4+ x2p 1(X1 +x2+ -+ xp +xn+1+xn+2+"'+x2n)
2n 2

" n n (1.37)
> E(Vxlxz"'xn + YXn+1Xn+2 X2n).

Nerovnost pouzijeme pro nezaporna ¢isla
A= (’/xlxz---xn a B = ”xn+1xn+2---xz,,.

Obdrzime nerovnost

1
E((/Xlxz"'xn + Q/xn+1xn+2"'X2n) = \/Q/Xlxz"'xn' ’«’/xn+1xn+2"'xzn~
Tento odhad spolu s dava

X X R 1
s 2—22 o EE(VXIXZ“'xn+Q/Xn+1xn+2"'3€2n)

> \/(’/Xlxz"'x