1. Uvod

1.1. Vyroky a metody dikazi
Vyrok je tvrzeni, o kterém ma smysl Fici, ze je pravdivé ¢i ne.
Vytvéareni novych vyrokua: Logické spojky & a V, Implikace =, Ekvivalence <, Negace —.
Obecny kvatifikdtor V a existenéni kvantifikdtor 3.
Negace vyrok.
Metody dukazua tvrzeni:
Pifmy dikaz: (A= C; = Cy = ---= B) = (A= B).
Neptimy dikaz: (A = B) < (—-B = -A4)
Dikaz sporem: (A = B) < —(A & —B)
Matematickd indukce:
V(1) & (VneN; V(n)=V(n+1)) = (YneN, V(n))
Konec 1. predndsky 3.10.

1.2. Mnozina redlnych &isel

Definice. Necht M C R. Rekneme, ze M je omezend shora (omezend zdola), jestlize existuje a € R
tak, ze pro vSechna x € M plati z < a (x > a).

Definice. Necht M C R je shora omezend a neprazdni. Cislo s € R nazyvame supremem M pokud
()Vee M :z <s;
(fi)VyeR, y<sIreM:y<ux.
Necht M C R je zdola omezend a neprazdna. Cislo i € R nazyvéme infimem M pokud
() Vee M :i<ux;
(fi)VyeR,i<ydreM:xz<y.
Piiklady: a) sup[0,1] =1
b) sup(0,1) =1
Definice. Na mnoziné R je ddna relace < (C R xR), operace s¢itani +, operace ndsoben{ - a mnozina
R obsahuje prvky 0 a 1 tak, ze plati

I()Ve,y,zeR: 2+ (y+2)=(x+y)+= asociativita +
(W) Ve,yeR: z+y=y+z komutativita +
(fi)VeeR: z+0=1zx existence 0
(w)VeeRI—zeR: 2+ (—2)=0 existence opa¢ného prvku +
(v) Va,y,z € R: z(yz) = (2y)z asociativita -
(vi) Ve,y e R: a2y = yx komutativita +
(vit)VeeR: zl =z existence 1
(viii) Ve e R\ {0} Izt e R: zz~ ' =1 existence opacéného prvku -
(iz) Ve,y,z € R: (x+y)z =xz+yz distributivita

IT ) Ve,yeR: (z<y&ky<z)=z=y slabd antisymetrie
() Ve,y,zeR: (z<y&y<z)=z<z transitivita
(i) Ve,y e R: (x <y)V(y <x) dichotomie
() Va,y,zeR: z<y=z+2z<y+z séitdni a <
(w)Ve,yeR: 0<2&0<y=0<uzy) ndsobeni a <

IIT Je-li M C R nepréazdna shora omezend mnozina, pak existuje supremum M.

Véta L 1.1 (o existenci infima). Nech? M C R je neprdzdnd zdola omezend mnozina. Pak existuje
inf M.

Véta L 1.2 (Archimedova vlastnost). Ke kazdému x € R existuje n € N tak, Ze © < n.

Véta L 1.3 (hustota Q a R\ Q). Necht a,b € R, a < b. Pak existuji ¢ € Q ar € R\ Q tak, Ze
q € (a,b) ar € (a,b).
Konec 2. prednadsky 6.10.
Véta BD 1.4 (o n-té odmocning). Nechti n € N a z € [0,00). Pak existuje prdvé jedno y € [0, 00)
tak, zZe y™ = x.
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1.3. Kratky vylet do nekonecna

Definice. Rekneme, 7e mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, pokud existuje bijekce A na B.
Znatime A~ B .

Rekneme, Zze mnozina A ma mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti B, pokud existuje prosté
zobrazeni A do B. Zna¢ime A < B.

Rekneme, Ze mnozina A ma mensi mohutnost nez B, pokud A < B, ale neplati B < A. Znac¢ime
A< B.
Piiklady: ) N~Z, 2)N~Q, 3)N<R.
Tvrzeni (viz proseminaf). Necht A < B a B < A, pak A~ B.
Tvrzeni (viz proseminaf). Pro kazdou neprdzdnou mnozinu A plati A < P(A), kde P(A) znadi
mnozinu vSech podmnozin A.
Definice. Rekneme, ze mnozina A je konec¢nd, ma-li koneény pocet prvki.

Rekneme, ze mnozina A je spocetnd, jestlize A ~ N, nebo je A kone¢n4.

Rekneme, ze mnozina A je nespocetnd, jestlize N < A.
Tvrzeni. Necht A,, n € N, jsou spocetné mnoziny. Pak A = J;2 | A, je spocetnd.
Piiklady: 1) N x N = {[n1,na] : n1,ns € N} je spocetna.
2) Q¥ =Q x Q x ... x Q je spocetna pro k € N.

Konec 3. predndsky 10.10.

2. Posloupnosti

2.1. Uvod
Definice. Jestlize ke kazdému n € N je pfifazeno a, € R, pak iikdme, ze {a,}52; = {a1,a2,a3...}
je posloupnost redlnych cisel.
Definice. Rekneme, 7e posloupnost {a, }nen je omezend, jestlize mnozina élentt posloupnosti {a,}
je omezend podmnozina R. Analogicky definijeme omezenost shora a omezenost zdola.
Definice. Rekneme, ze posloupnost {a, }nen je:
neklesajici, jestlize Vn € N a,, < ap41,
nerostouct, jestlize Vn € N a,, > an41,
klesagict, jestlize Vn € N a,, > an+1,
rostouct, jestlize Vn € N a,, < ap41.

2.2. Vlastni limita posloupnosti

Definice. Necht A € R a {a,}52, je posloupnost. Rekneme, 7ze A je (vlastni) limitou posloupnosti
{an}, jestlize

Ve>03dng e NVn>ng, neN :la, — Al <e.
Znacime lim,, o a, = A.

Priklady: Z definice ukazte

a) limy, 00 % =0,

b) lim,, 00 (—1)™ neexistuje,

¢) pro kazdé A € R je limita konstantni posloupnosti lim,, ., A = A.

Véta L 2.1 (jednoznacnost vlastni limity). Kazdd posloupnost md nejvgse jednu limitu.

Véta L 2.2 (o omezenosti konvergentn{ posloupnosti). Necht {a,} md viastni limitu. Pak je {a,}
omezend.

Definice. Rekneme, ze posloupnost {b;}ren je vybrand z posloupnosti {a,}nen, jestlize existuje
rostouci posloupnost pfirozenych &isel {ny}%2, tak, ze by = an,,.

Véta L 2.3 (o limité vybrané posloupnosti). Nechf lim, o an, = A € R a necht {by} je vybrand a
{U,n}. Pak limk_mo bk = A.

Konec 4. predndsky 13.10.
Véta T 2.4 (aritmetika limit). Nech? lim, o an, = A € R a lim,_, b, = B € R. Pak plati

(¢) lim an,+b,=A+ DB
n—oo

(#4) lim a,b, = AB
n— oo

... L. . Qnp A
(#i1) pokud b, # 0 pro kazdé n € N a B # 0, pak lim =g

n—oo



Priklady: a) lim, . 5 =0,
b) lim,, 00 255 =1
c¢) Obecné neplati

lim (ap, + b,) = lim a, + lim b,,
n— o0 n— o0 n— o0

napiiklad
0= lim (~1)" + (~1)"*" # lim (~1)" + lim (~1)"*".

n—00 n—00 n—00
Véta L 2.5 (limita a uspoiradan{). Nechf lim, o a, = A € R, lim, o0 b, = B € R.
(i) Jestlize A < B, pak existuje ng € N, Ze pro kazdé n > ng plati a,, < by,.
(ii) Jestlize existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a, > by, pak A > B.
Konec 5. predndsky 17.10.
Véta L 2.6 (o dvou stréaznicich). Necht {an}, {bn}, {cn} jsou posloupnosti splriujici:
(1) Ing e NVReN, n>ng: ap <cp < by,
(#4) lima, =limb, = A € R.
Pak lime, = A.
Priklady: a) lim,, ﬁ =0,
b) lim, o0 /1 4+ 2 =1,
¢) limy, oo ¥/n =1,
d) pro kazdé a > 0 je lim,, o, /a = 1.

Véta L 2.7 (o limité souéinu omezené a mizejici posloupnosti). Nechtlima, =0 a {b,} je omezend.
Pak lim a,b, = 0.

Piiklad: lim,,_,o 22 =0

2.3. Nevlastni limita posloupnosti
Definice. Rekneme, Ze poloupnost {a, }nen mé (nevlastni) limitu +oo (respektive —oo), pokud :
VKeRIngeNI>ng, neN: a, > K
(VK €eR 3Ing e NV¥n>ng, neN: a, < K).
Priklad: lim,,_,.c n = 00
Veéty 2.1, 2.3, 2.5 a 2.6 plati i v ptipadé, ze uvazujeme nevlastni limity.

Definice. Rozsitend redind osa je mnozina R* = R U {400} U {—00} s nésledujicimi vlastnostmi:

Uspotadani: VaoeR —oco<a<oo
Absolutn{ hodnota: |+ ool = | — oo| = 400
Séitant: Va e R*\ {+o00} —o0o+a=—-00
Va e R*\ {—-0} +oo+a=+x

Nésoben: YVaeR*, a>0 a-(foo)==+00
YVaeR", a<0 a-(£oo)=Foo

Délent: vaeR ——=0.

Vyrazy —oo + 00, 0 - (£00), %, cokoli nejsou definovany.
Poznamka: Rozsitend definice sup a inf:.

Je-li A # () shora neomezend, tak definujme sup A = co.

Je-li A # 0 zdola neomezen4, tak definujme inf A = oo.

Pro prazdnou mnozinu A = () definujme sup A = —oo a inf A = co.

Véta L 2.4 (aritmetika limit podruhé). Nechf lim, o an, = A € R* a lim,, o b, = B € R*. Pak
plati
(1) lim a, +b, = A+ B, pokud je vgraz A+ B definovdn

n—oo

(¢i) lim anb, = AB, pokud je vijraz AB definovdn

n—oo

n A
(#i1) pokud b, # 0 pro kazdé n € N a B # 0, pak lim Z— =35

n—oo n

A
pokud je vyraz 5 definovan.
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Piiklady: a) lim,,o(n+1) —n =1 a lim, o (n+2) —n = 2, tedy limita typu oo — oo muze byt
cokoliv.
b) lim,,

(1"

n

=0, ale lim,,_, ﬁ neexistuje.

Véta L 2.8 (limita typu A/0). Nechf lim, ,oca, = A € R*, A > 0, lim,, 00 b, = 0 a existuje
ng € N, Ze pro kazdé n € N, n > ng plati b, > 0. Pak lim,, ‘g—: = 0.
Konec 6. predndsky 16.10.
2.4. Hlubsi véty o limitach
Véta L 2.9 (o limité monoténni posloupnosti). Kazdd monoténni posloupnost md limitu.
Piiklad: a) Necht a; = 10 a a4 =6 — % Spoctéte lim,, o0 ap.
b) Toto nelze aplikovat mechanicky - viz lim,, o, (—1)".
Véta L 2.10 (Cantoruv princip vlozenych intervalu). Necht {[an, b,]}52, je posloupnost uzaviengch
intervalu spliugici:
(1) [ant1,bnt1] C [an,bn] pro kazdé n € N,
(#4) nlLII;C(bn —a,)=0.
Pak je mnozina (), an, by] jednobodovd.
Véta T 2.11 (Bolzano-Weirstrass). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentnd podposloup-
nost.
Definice. Necht {a, }nen je posloupnost a ozna¢me b, = sup{ag; k > n} a ¢, = inf{ax; k > n}. Je-
li {a,} shora (zdola) neomezend, pak klademe lim,, o b, = 00 (limy, o0 ¢, = —00). Cislo lim, o0 by
nazyvame limes superior posloupnosti {a, }nen a znacime limsup,,_, . a,,. Cislo lim,,_, « ¢, nazyvime
limes inferior posloupnosti {a, }nen & znacime liminf, o a,.
Piiklad: limsup,,_,(—1)" =1 a liminf, ,o(—1)" = —1.
Konec 7. predndsky 24.10.

Véta T 2.12 (vztah limity, limes superior a limes inferior). Necht {a,}52, je posloupnost redlngjch
¢isel a A € R*. Pak

lima, = A€ R* & limsupa, = liminfa, = A € R".

n—00 n—0o0
Definice. Necht {a,}5%, je posloupnost redlnych cisel a A € R*. Rekneme, ze A je hromadnd
hodnota posloupnosti {a, }52, jestlize existuje vybrand podposloupnost {a,, }32, z {a,}5%; tak, ze
limy 00 Gp,, = A. Mnozinu hromadnych hodnot znacime H ({a,}52 ).
Piiklad: H({(—1)"}nen) = {—1,1}; H({sin(§n)}nen) = {—1,0,1}.
Véta T 2.13 (o hromadnych hodnotdch posloupnosti). Necht {a,}32  je posloupnost redlnijch cisel.

Potom limsup,, , .. a, aliminf, . a, jsou hromadngmi hodnotami posloupnosti {a, }52, a pro kaZdou
hromadnou hodnotu A € R* této posloupnosti plati

liminf a,, < A < limsup a,.
n—oo n—o00

Dausledky: Necht {a,,}5°, je posloupnost redlnych ¢isel a A € R*. Pak
a) H({an}3,) # 0;

b) liminf, . a, = min H({a,}22 ) a limsup,,_, . a, = max H({a,}32,);
¢) je-li limy, 00 ap, = A, pak H({a,}22,) = {A}.
Konec 8. prednasky 27.10.

Véta T 2.14 (BC podminka). Posloupnost {an}tnen md vlastni limitu, prdvé kdyz spliuje Bolzano-
Cauchyovu podminku, tedy

Ve>03Inge NVm,ne N, n>ng, m>ng: |a, —an| <e.

3. Funkce jedné reilné proménné - limita a spojitost

3.1. Zékladni definice
Definice. Funkci jedné redlné promeénné rozumime zobrazeni f : M — R, kde M C R.

Definice. Rekneme, 7e funkce f: M — R, M C R, je

rostouct, jestlize Ve,ye M, z<y: f(z)< f(y),
Klesajict, jestlize Ve,ye M, z<y: f(z)> f(y),
nerostouct, jestlize Vax,ye M, x<y: f(z)> f(y),
neklesajict, jestlize Vax,ye M, z<y: f(x) < f(y).
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Definice. Rekneme, 7e funkce f: M — R, M C R, je
sudd, jestlize VYee M: (—xzeM)&(f(z)=f(-x)),
lichd, jestlize Vee M: (—zeM)&(f(x)=—f(-x)),
periodickd, jestlize 3p >0, VeeM: (x+pe M)&(z—pe M)&(f(z)= f(x+p)).

Definice. Rekneme, 7e funkce f : M — R, M C R, je omezend (omezend shora, omezend zdola),
jestlize f(M) je omezend (shora omezend, zdola omezend) podmnozina R.

Definice. Necht § > 0 a a € R. Prstencové okoli bodu je
P(a,8) = (a—d6,a+6)\ {a}; P(+00,0) = (3,400); P(—00,8) = (—00,—%).

Pravé a levé prstencové okoli bodu a je

Py(a,0) = (a,a+90); P_(a,0)=(a—0,a).
Okoli bodu je

B(a,8) = (a—6,a+0); B(+00,6) = (%,+00); B(—00,8) = (—00,—1).

Pravé a levé okoli bodu a je

Bi(a,d) =la,a+6); B_(a,6)=(a—4,al.
Definice. Necht f : M — R, M C R. Rekneme, ze f ma v bodé a € R* limitu rovnou A € R*,
jestlize plati

Ve >036>0Vr € Pla,d): f(x) € B(A,e¢).
Znacime lim, . f(z) = A.
Pozndmky: 1) Proa € R a A € R lze lim,_,, f(x) = A definovat jako
Ve>030>0Vzx e (a—d,a+0)\{a}: f(z) e (A—¢e, A+e).
2) lim, 4 f(z) = A lze ekvivalentné zapsat
Ve>030>0: f(P(a,d)) C B(A,¢).

Priklady: 1) lim,,, z = a.

2) lim,_,, ¢ = ¢ pro libovolnou konstantu ¢ € R.
Konec 9. predndsky 31.10.

Definice. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, ze f ma v bodé a € R limitu zprava (zleva) rovnou
A € R*, jestlize plati
Ve>030>0Ve € Pi(a,0): f(z)e B(4,¢)

(Ve>036>0Vz € P_(a,6): f(z) € B(A,e)).
Znagime lim, .4 f(z) = A (limgy—q— f(z) = A).
Piiklady: 1) lim, o4 sgn(z) =1 a lim,_,o_ sgn(xz) = —1.
2) limg 04 % =00 a limg_,o_ % = —00.
Poznamka:

lim f(z) =A< 1_1>m+f(x) =Aa lim f(z)=A.

r—a r—a—

Definice. Necht f: M — R, M C R, a € M. Rekneme, 7e f je v a spojitd (spojitd zprava, spojitd
zleva), jestlize
lim f(z) = f(a) ( lim f(z) = f(a), lim f(z)= f(a)).

r—a rz—a+ r—a—

Priklady: 1) Funkce f(z) = z je spojitd na R.

2) Dirichletova funkce
D(z) = 1 proxeQ
0 proxeR\Q

neni nikde spojita.
3) Riemannova funkce

L prozeQ, =2 propcZ, q €N nesoudélni
D(z) =<1 q
0 prozeR\Q
je spojitd na R\ Q.
3.2. Véty o limitach
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Véta T 3.1 (Heine). Necht A€ R*, f: M — R a f je definovdna na prstencovém okoli bodu a € R*.
Ndsledugict turzeni jsou ekvivalentni:

(i) lim f(z) = A

(it) pro kaZdou posloupnost {x, }nen takovou, Ze

Tn € M, Yn €N z, #a, lim z, =a plati lim f(z,) = A.
n—oo n—oo

Priiklad: lim,_,q sin(%) neexistuje.
Véta L 3.2 (o jednozna¢nosti limity). Funkce f md v daném bodé nejvyse jednu limitu.
Piiklad (motivaéni): Spojité viroceni a limnﬁoo(l + %)n
Konec 10. predndsky 3.11.

Véta L 3.3 (limita a omezenost). Nechf f md viastni limitu v bodé a € R*. Pak existuje § > 0 tak,
Ze f je na P(a,0) omezend.

Véta L 3.4 (o aritmetice limit). Nechf a € R*, lim,_,, f(z) = A € R* a lim,,, g(z) = B € R*.
Pak plat?

(1) lim(f(z)+g(z)) = A+ B, pokud je vijraz A+ B definovdin

r—a
(i) liin f(z)g(x) = AB, pokud je vjraz AB definovdn
o fl@) A oA .
(#i7) ;13}1 @) "B pokud je vijraz B definovdn.

Disledek Véty 3.4: Necht jsou funkce f a g spojité v bodé a € R. Pak jsou funkce f+ g, f-g
spojité v a. Pokud je navic g(a) # 0, pak je i funkce 5 spojitd v a.
Specialné polynomy jsou spojité na R a racionédlni lomené funkce % jsou spojité ve vsech x, kde
Q) #0.
Véta L 3.5 (limita a uspotrdddni). Necht a € R*.
(1) Necht limy_,, f(z) > limy_q g(x). Pak existuje prstencové okoli P(a,d) tak, Ze
Vr € P(a,0): f(z) > g(z).
(i) Necht existuje prstencové okoli bodu P(a,d) tak, Ze
Va € P(a,d0): f(x) < g(x).
Necht existuji limg_,q f(x) a limg_q g(z). Potom plati

lim f(z) < lim g(z).

T—a

(ii1) Necht na néjakém prstencovém okoli P(a,d) plati f(x) < h(z) < g(x). Nechl lim,_,, f(z) =
lim, . g(x). Pak existuje lim,_,, h(z) a vSechny tri limity se rovnagt.
Piiklad: lim,_,q xsin(%) =0.

Konec 11. predndsky 7.11.
Véta T 3.6 (limita slozené funkce). Nechl funkce f a g splriuji:
(i) lim g(x) = A,
(i) lim, 1(s) = B.
Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek
(S) f je spojitd v A,
(P)3n>0Vz € P(c,n): g(x) # A,
pak plati lim,_,. f(g(z)) = B.

Piiklady: 1) f(z) = v/z je spojitd na (0, 00).
2) lim,_y0 V1 + 22 =
3) limp o0 /14 72 = 1.

4) Pro g(x) =0a f(z) =1 pro z # 0 a f(0) = 0 véta o limité slozené funkce neplati.

Disledek Véty 3.6: Necht f : R - R a g: R — R jsou spojité funkce. Pak je funkee f(g(x))
také spojita.

—_

S
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Véta L 3.7 (limita monoténni funkce). Nech? f je monoténni na intervalu (a,b), a,b € R*. Potom
existuje limy o4 f(x) @ limyp— f(z).

Véta T 3.8 (Bolzano-Cauchyova podminka pro funkce). Necht a € R* a 69 > 0. Nech? f je funkce
definovand alespori na P(a,dp). Potom existuje vlastnd limita lim,_,, f(x) prdavé tehdy, kdyz je splnéna
ndsledugjici (tzv. Bolzano-Cauchyova) podminka:

Ve > 036 >0Vr,y € Pla,d): |flz)— fly)] <e.
3.3. Funkce spojité na intervalu
Definice. Vnitinimi body intervalu J rozumime ty body z J, které nejsou krajnimi.

Definice. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, 7e f je spojita na J, jestlize je spojitd ve viech
vnitfnich bodech J. Je-li pocatecni bod J prvkem J, tak pozadujeme i spojitost zprava v tomto bodé
a je-li koncovy bod J prvkem J, tak pozadujeme i spojitost zleva v tomto bodé.

Konec 12. prednasky 10.11.
Véta T 3.9 (Darboux). Nechf f je spojitd na intervalu [a,b] a plati f(a) < f(b). Pak pro kaZdé
y € (f(a), f(b)) existuje xo € (a,b) tak, Ze f(xo) =y.
Disledek. Necht J je interval. Necht funkce f : J — R je spojitd. Pak je f(J) interval.
Definice. Necht f: M — R, M C R. Rekneme, ze funkce f nabyva v bodé a € M
maxima na M jestlize Vo € M : fl@) < f(a),

( (a),

f a
ostrého mazima na M jestlize Ve € M, x #£a: f( (a),
f a

( (a),

lokdlniho mazima (ostrého lokdlniho mazima, ostrého lokdlniho minima, lokdlniho minima), jestlize
existuje 6 > 0 tak, ze f nabyvd na M N B(a,d) svého maxima (ostrého maxima, ostrého minima,
minima).

minima na M jestlize Vo € M : x) > f
)< f
z) > f

ostrého minima na M jestlize Vx € M, x # a :

Véta T 3.10 (spojitost funkce a nabyvani extrému). Nechf f je spojitd funkce na intervalu [a,b].
Pak funkce f nabyva na [a,b] svého mazima a minima.

Dausledek. Necht f je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Pak je funkce f na [a,b] omezena.

Definice. Necht f je funkce a J je interval. Rekneme, Zze f je prostd na J, jestlize pro vechna
x,y € J plati x # y = f(x) # f(y). Pro prostou funkci f : J — R definujeme funkci f~!: f(J) - R
piedpisem f~l(y) =z & f(z) =y.
Konec 13. predndsky 14.11.
Véta T 3.11 (o inverzni funkci). Nechf f je spojitd a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J.
Potom je funkce f=1 spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu f(J).
Piiklad: Funkce x — 2™ je spojitd a rostouci na [0, 00), a proto je funkce x — {/x spojitd a rostouci
na [0, co).
3.4. Elementarni funkce
Véta T 3.12 (zavedeni exponenciely - zatim BD). FEzistuje funkce exp : R — R spliiujici:
a) exp(x) je rostouct na R,

b) Yo,y € R exp(x +y) = exp(r) exp(y),

c) exp(0) =1,
—1
d) lim exp(e) =1 _ 1,
x—0 x

e) exp(z) je spojitd na R.
Piiklad: Cislo e je iraciondlni.
Konec 14. predndsky 21.11.

Definice. Funkci inverzni k exponenciele exp je logaritmus log.

Véta T 3.13 (vlastnosti logaritmu). Funkce log spliuje:
a) log: (0,00) = R je spojitd rostouct funkce,
b) Vz,y >0 log(zy) = log(z) + log(y),

log(z)

lim ——— =1.
z—1 r—1
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Definice. Necht a > 0 a b € R. Pak definujeme a® = exp(blog(a)). Je-li b > 0 pak definujeme

_ loga
log, a = Tog b

Piiklad: lim, (1 + %)" =ealim, ,o(1+ %)” = eP.
Véta BD 3.14 (zavedeni sinu a cosinu). Ezistuji funkce sin : R — R a cos : R — R spliugici:
a) Ve,y € R sin(zx 4+ y) = sinz cosy + coszsiny,
cos(z +y) = cosx cosy — sinzxsiny,
cos(—x) = cosx, sin(—z) = —sinz,
b) ezistuje kladné cislo w tak, Ze sin je rostouci na [0, 37 a sin(37) = 1,

sin x

¢) lim =1.

z—0 X

Priklad: lim, =22 = L
Definice. Pro x € R\ {5 +km, k€ Z} ay € R\ {km, k € Z} definujeme funkce tangens a cotangens
predpisem

sin cosy
tanx =

T
a cotgy = ——.
T siny

Véta L 3.15 (spojitost sinu a cosinu). Funkce sin, cos, tan a cotg jsou spojité na svém definicnim
oboru.
Konec 15. predndsky 24.11.
Definice. Necht
e _
sin* z = sinz pro = € [FF, 7],
cos® z = cosz pro x € [0, 7],
' 5)a
cotg® x = cotgx pro z € (0,m).

Definujeme arcsin (respektive arccos, arctan, arccotg) jako inverzni funkci k funkci sin® (respektive
cos®, tan*, cotg®).

4. Funkce jedné realné proménné - derivace a Tayloriv polynom

4.1. Derivace funkce
Definice. Necht f je redlna funkce a a € R. Pak derivaci f v bodé a budeme rozumét

iy flath)—fla)
Jla) = fimy h ’
derivaci f v bodé a zprava budeme rozumét
pey o flath)—fa)
f+(a’) - hlifg_;,_ h )

derivaci f v bodé a zleva budeme rozumét

Poznamky:
L vlastn{ f'(a) € R
, existuje .
1) f'(a) nevlastni f'(a) = +o00
neexistuje

2) f’(a) = limy, 0 f(a-l-h})L—f(a) = lim,_,, f(wrz:(llc(a) )
3) f(a

(@) =A& (fila)=Aa f.(a) = A).
Piiklady: 1) derivace |z|
2) derivace sgnz
3) (z") = na"~ L.

Véta L 4.1 (vztah derivace a spojitosti). Necht md funkce f v bodé a € R derivaci f'(a) € R. Pak
je f v bodé a spojitd.



Véta T 4.2 (aritmetika derivaci). Necht f'(a) a ¢'(a) existugi.
(@) (f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a), pokud md pravd strana smysl.

(ii) Necht je g spojitd v a, pak (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
pokud md pravd strana smysl.

(i74) Necht je g spojitd v a a g(a) # 0, pak (5)'(@) _ f’(a)g(a;za])t(a)g’(a),

pokud md pravd strana smysl.

Konec 16. predndsky 28.11.

Véta T 4.3 (derivace slozené funkce). Necht f md derivaci v bodé yo, g md derivaci v xy a je v xg
spojitd a yo = g(xo). Pak
(f ©9)'(w0) = f'(y0)g' (x0) = f'(9(x0))g’ (w0),

je-li vyjraz vpravo definovdn.
Piiklad: Zderivujte eTHT g za pro x > 0.

Véta L 4.4 (derivace inverzni funkce). Necht f je na intervalu (a,b) spojitd a rostouci (respektive
klesagict). Necht f md v bodé xo € (a,b) derivaci f'(xo) vlastni a riznou od nuly. Potom md funkce
f=1 derivaci v bodé yo = f(z0) a plati

1
(f ' (wo) = w7
S'(f~ (o))
Poznamka: a) Véta platiiv pifpadé f'(zg) = 0 jsou-li splnény ostatni predpoklady. Pak (f~1)(yo) =
oo pro rostouci f a (f~1)(yo) = —oo pro klesajici f.
b) Véta plati i v piipadé f/(z¢) = oo (resp. f'(xg) = —o0) jsou-li splnény ostatni predpoklady. Pak
(f 7 (%) = 0.

Derivace elementarnich funkeci:

(const) =0 (") =nz" tpror € R, neN
1
(logx) = — pro x € (0, 00) (e*) = e”
x
(%) = az® ' prox € (0,0), ac R (a”) =a"loga pro z € R, a € (0,00)
(sinz) = cosz (cosz) = —sinz
1 1
t = t P __ =
(tan) cos? x (cotg ) sin? x
(arcsinz) = —— (arceos a)’ = ———
arcsinz) = ——— arccosz) = ———
V1—2a? V1—2?
1 1
(arctanz) = (arccotgx)’ =

T 1422 1+ a2

Konec 17. prednasky 1.12.

Véta L 4.5 (Fermatova). Nechf a € R je bod lokdlniho extrému funkce f na M. Pak f'(a) neexistuge,
nebo f'(a) = 0.

Typicka tloha: Necht f je spojitd funkce na intervalu [a, b], naleznéte jeji maximum a minimum.
Podle Véty 3.10 spojitd f na [a,b] nabyvd maxima a minima. Podle pfedchozi véty toto minimum
musi byt v bodech mnoziny

{z € (a,b) : f'(z) neexistuje} U {z € (a,b) : f'(x) =0} U {a,b}.
Véta L 4.6 (Rolleova véta). Necht f je spojitd na intervalu [a,b], f'(x) existuje pro kazdé x € (a,b)
a f(a) = f(b). Pak existuje & € (a,b) tak, Ze f'(§) = 0.
Véta L 4.7 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté). Necht je funkce f spojitd na intervalu [a,b] a md

derivaci v kazZdém bodé intervalu (a,b). Pak existuje & € (a,b) tak, Ze

Dausledek: Necht f/'(x) = 0 pro vSechny z € (a,b). Pak f je na (a,b) konstatni.

Definice. Necht J je interval. Mnozinu vSech vnitfnich bodu J nazyvame wvnitiek J a znac¢ime int J.
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Véta L 4.8 (o vztahu derivace a monotonie). Nechf J C R je interval a f je spojitd na J a v kazZdém
vnittnim bodé J md derivaci.

(i) Je-li f'(z) >0 na intJ, pak je f rostouci na J.

(i1) Je-li f'(x) <0 na intJ, pak je f klesajici na J.

(i73) Je-li f'(x) > 0 na int J, pak je f neklesajici na J.

(iv) Je-li f'(x) <0 na intJ, pak je f nerostouci na J.
Konec 18. prednasky 5.12.

Véta T 4.9 (Cauchyova véta o stfedni hodnoté). Nechf f,g jsou spojité funkce na intervalu [a,b]
takové, ze f md v kazdém bodé (a,b) derivaci a g md v kazdém bodé vlastni derivaci riznou od nuly.
Pak existuje § € (a,b) tak, Ze

Véta T 4.10 (Hospitalovo pravidlo).
(i) Necht a € R*, limg—yq4 f(2) =limy_qy g(z) = 0 a necht existuje limg_,q4 £@) - pak

g’ (z)
f@) P

e g(a) e g(x);

(i) Necht a € R*, lim, o+ |g(x)| = 00 a necht existuje limg,_, o1 I'(@)  pgp,

ey
@) _ o P

m—>rzrzl+ g(;z;) o z—1>1£1+ g’(x) ’

Konec 19. predndsky 8.12.
Priklady: 1) lim, o *—5*.

2) lim,, 0 loiz” pro a,b > 0.

ES T
3

Varovné piiklady: 1) lim, 0 153,

2
I T x . 2x
2) 00 = limg o0 z+2sinx 7& limg 00 1+2cosx

Véta L 4.11 (derivace a limita derivace). Necht je funkce f spojitd zprava v a a necht existuje
lim, a4 f'(x) = A € R*. Pak f (a) = A.

Piiklady: Spoctéte derivaci a jednostranné derivace funkce |arctan(xz — 1)| na R.

4.2. Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht n € N, a € R a necht f ma vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a. Pak n + 1-n7
derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

n T f(n) (a’ + h) - f(n) (a’>
f( +1)(a) - flllg% - .

Definice. Funkce f na intervalu I nazveme konvezni (konkdvni), jestlize

f(x2) = f(z1) _ flw3) = f(2)

< .

Ve, 20,23 €1, v1 < 9 < 3 = <
To — X1 T3 — T2

Funkci nazveme ryze konvezni (ryze konkdvni), jsou-li piislusné nerovnosti ostré.

Poznamka: Ekvivalentné lze definovat, ze funkce f je na I konvexni, pokud

Ve,y eI, x <y, YVa € (0,1) plati f(azx+ (1 —a)y) < af(x)+ (1 —a)f(y).

Lemma. Necht je funkce f je na intervalu I konvexnd, pak

Vo, w9, x5 € I, 71 < Tp < T3 = f(l”z)—f(fﬂl) < f($3)—f(331) < f(ﬂfs)—f(mz).
To — I T3 — T1 T3 — T2

Lemma’. Necht je funkce f je na intervalu I ryze konvexni, pak

Vi1, as € I, @1 < 0y < 13 = f(z2) — f(21) < f(z3) — f(21) - f($3)—f(502)_
To — I1 xr3 — I T3 — T2

Konec 20. predndsky 12.12.
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Véta L 4.12 (vztah druhé derivace a konvexity (konkavity)). Necht f md na intervalu (a,b) spojitou
proni derivaci.

Jestlize Vx € (a,b) : f"(x) >0, pak f je ryze konvexn.
Jestlize Vo € (a,b) : f"(x) <0, pak f je ryze konkduni.
Jestlize Vx € (a,b) : f"(z) >0, pak f je konvexns.
Jestlize Vx € (a,b) : f'(x) <0, pak f je konkduvni.

Véta T 4.13 (konvexita a jednostranné derivace). Nechf f je konvexni na intervalu J a a € int J.
Pak f' (a) e R a f' (a) € R.
Pi#iklad: Funkce f(x) = |z| je na [—1, 1] konvexni, ale neexistuje f(0).

Véta L 4.14 (konvexita a spojitost). Nechf f je konvexni na otevieném intervalu J. Pak je f spojitd
na J.

Definice. Necht f m& vlastni derivaci v bodé a € R. Oznatme

To=A{lz,yl; 2 €R, y = f(a) + f'(a)(z — a)}.
Rekneme, 7e bod [z, f(x)], € Dy lezi nad (pod) tecnou T,, jestlize plati
f@) > fla) + f'(a)(z —a) (f(z) < f(a)+ f'(a)(z —a)).
Definice. Funkce f mé v bodé a inflexi (a je inflexni bod), jestlize f'(a) € R a existuje A > 0 tak,
“ (i) Ve € (a —A,a): [z, f(x)] lezi nad tecnou,
(13) Vz € (a,a+ A) : [z, f(x)] lezd pod teénou,

nebo
(i) Ve € (a—A,a): [z, f(x)] lezi pod tecnou,

(i) Vo € (a,a+ A) 1 [z, f(2)] lezi nad tecnou,
Véta T 4.15 (nutnd podminka pro inflexi). Necht f’(a) # 0. Pak a nent inflexni bod funkce f.

Pi#iklad: Funkce f(z) = z* splituje f”/(0) = 0, ale v 0 nen{ inflexni bod.
Konec 21. prednadsky 15.12.

Véta T 4.16 (postacujici podminka pro inflexi). Nechf f md spojitou pruni derivaci na intervalu
(a,b). Necht z € (a,b) a plati
Vz € (a,2): f"(z) >0 aVz € (2,b) : f'(z) <O0.
Pak z je inflexni bod f.
4.3. Prabéh funkce

Definice. Rekneme, 7ze funkce ax + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v 0o (resp. —o0), jestlize
Il;rgo(f(x) — (az+b)) =0 (resp. $Erzloo(f(x) — (az + b)) =0).

Véta L 4.17 (tvar asymptoty). Funkce f md v oo asymptotu ax + b, prdvé kdyz
lim 7f(a:)

=acRa lim (f(z) —az) =beR.
Poznamka: Véta plati analogicky i u —oo.

Pfi vySetieni prubéhu funkce provadime nésledujici kroky:
1. Uréime defini¢ni obor a obor spojitosti funkce.
2. Zjistime pruseciky se souradnymi osami.
3. Zjistime symetrii funkce: lichost, sudost, periodicita.
4. Dopocitame limity v ’krajnich bodech definiéniho oboru’.
5. Spocteme prvni derivaci, uré¢ime intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globdalni extrémy.
6. Spocteme druhou derivaci a ur¢ime intervaly, kde je f konvexni nebo konkdvni. Uréime inflexni
body.
7. Vypocteme asymptoty funkce.
8. Nac¢tneme graf funkce a uréime obor hodnot.

Piiklad: Vysetiete priibéh funkce f(z) = ¢/(z+2)2 — /(z — 2)2.
Konec 22. predndsky 19.12.

4.4. Tayloriv polynom
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Motivace: Chceme nahradit komplikovanou funkci polynomem s co nejvétsi presnosti. Lze aplikovat
naptiklad pfi priblizném teseni diferencidlnich rovnic, nebo pfi integrovani. Pouziva se i v informatice
pfi reprezentaci funkci na pocitaci, nebo na kalkulacce.

Definice. Necht f je redlnd funkce, a € R a existuje vlastni n-td derivace f v bodé a. Pak polynom

T (x) = f(a) + f'(a)(z — a) + f(“)( )z —a)"
nazyvame Taylorovym polynomem tadu n funkce f v bodé a.

Poznamky: a) pro stupeit Taylorova polynomu plat{ st T/¢ < n.
b) (T*) () = T} (x).

Véta T 4.18 (o nejlepsi aproximaci Taylorovym polynomem). Nechf a € R, f(™(a) € R a P je
polynom stupné nejvyse n. Pak

limw:O@P:Tg’a.

T—a (:E — a)
Lemma. Necht Q je polynom, a € R, st @ < n a lim,_,, (ffz))n =0. Pak Q =0.
Véta T 4.19 (Taylor). Necht funkce f md vlastni (n + 1)-ni derivaci v intervalu [a,x], a necht ¢ je

spojitd funkce v [a,z] a md vlastni derivaci v (a,x), kterd je v kazdém bodé tohoto intervalu riznd od
nuly. Pak existuje £ € (a,x) tak, Ze

) — f.a T :lgb(z)—qﬁ(a) (n+1) z—&"
o) = (o) = o A p g o - g,

Dausledek: (Lagrangeuv tvar zbytku). Specielné existuje &; € (a, z) tak, zZe

f(x) =T (2) = FrDE) @ — )t

1
(n+1)!

Dasledek: (Cauchyuv tvar zbytku). Specielné existuje & € (a, z) tak, ze

f@) = T (a) = 2 7D (€ o — )" (o — ).

Piiklad: Spoctéte e¥! s chybou mensi nez 107°.
Konec 24. predndsky 22.12.

4.5. Symbol o a Taylorovy rady elementarnich funkci

Taylorovy rady elementarnich funkci: Plati

. 0 " ) e N $2n+1 e
e :nZOH, smx:nZ:O(—l) L cosx—nzo( H" ( )
) ) 22t 0o
log(1 + ) :Z —, arctanasznz_%(—l)"zn_’_l Z: < )

Piiklad: Plat{ e’ = cosz + isinx. Odvozen{ vzorce pro cos(z + y) a sin(x + y). Moivrova formule.

Definice. Necht f,g jsou funkce a a € R*. Rekneme, 7e funkce f je v bodé a malé o od g , jestlize

plati
_f(x)
lim ——= =0.
gl
Piseme f(z) = o(g(x)) pro z — a.

Teoretické priklady: a) Taylorova véta ndm fikd, ze sinz = z — %3 + o(x?).
b) Necht k,l € N. Dokazte, ze pro  — 0 plati

(i) zFo(z') = o(z**1),  (i1) o(z*)o(2!) = o(z"*)

(iii) o(z") + o(z!) = o(z™™FY  (iv) o(z* + o(x!)) = o(zF) pro k < L.

r—sinx hll’l T

Priklady: a) lim,_,q
sin(z)e® —ax—ba?

—5 a tuto limitu

b) Naleznéte a, b € R tak, aby limita existovala vlastni limita lim,_q
spoctéte.
¢) Naleznéte T (x) pro f(z) = es®.

Konec 25. predndsky 5.1.



Na prednésce jsme si ukazali feseni vzorové pisemKky.
Priklad pro zajimavost: Existuje funkce f : R — R, kterd zobrazi libovolny interval na R.

Konec 26. prednasky 8.1.
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