
Je vhodné přidat nějaké teoretické přiklady např́ıklad na AC, BV, nebo metrické
prostory a na každém cvičeńı tak 1-2 teoretické př́ıklady zadat!

1. cvičeńı

Vyšetřete bodovou a stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch posloupnost́ı funkćı:

1.
xn

1 + xn
na [0, 1], 2. xn − x2n na [0, 1],

3. sin
(x
n

)
na [−100, 100] a na R , 5. n

(
x

1
n − 1

)
na [1, 100] a na [1,∞).

Výsledky a návody:

1. Konverguje nestejnoměrně k 0 na [0, 1) a
1

2
v 1; σn =

1

2
.

2.Konverguje nestejnoměrně k 0; Derivaćı zjist́ıme, že max xn−x2n je v
n

√
1

2
a to σn =

1

4
.

3. Konverguje stejnoměrně k 0 na [−100, 100] a nestejnoměrně na R;

Pro n ≥ 100 je sin
x

n
monotónńı na [−100, 100] a tedy σn = sin

100

n
→ 0. Na R je zjevně σn = 1.

5. Konverguje stejnoměrně k log x na [1, 100] a nestejnoměrně na [1,∞);

n
(
x

1
n−1

)
=

e
1
n log x − 1
1
n log x

log x → log x. Na [1,∞) je lim
x→∞

n
(
x

1
n−1

)
−log x = ∞ = σn.

Na [1, 100] je potřeba provést rozumný odhad : −).

4. Necht’ fn : [0, 1] → R. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı (tedy je
dokažte, nebo sestrojte protipř́ıklad):

a) fn → 0 na [0, 1] a fn jsou spojité na [0, 1] ⇒ fn ⇒ 0 na [0, 1].

b) fn → 0 na [0, 1] a fn jsou rostoućı na [0, 1] ⇒ fn ⇒ 0 na [0, 1].

5. Necht’ fn : [0, 1] → R. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı (tedy je
dokažte, nebo sestrojte protipř́ıklad):

a) fn → 0 lokálně stejnoměrně na (0, 1) ⇒ fn ⇒ 0 na (0, 1).

b) fn → 0 lokálně stejnoměrně na [0, 1] ⇒ fn ⇒ 0 na [0, 1].

2. cvičeńı

Vyšetřete bodovou a stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch posloupnost́ı funkćı:

1. sin
(
πxn

)
na [0, 1], 2.

nx

1 + n+ x
na (0,∞)

3. n
(√

x+
1

n
−
√
x
)
na (0,∞) , 4. n

√
1 + xn na [0,∞), 6. x arctan(nx) na R

Výsledky a návody:

1. Konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na [0, 1); Nekonverguje stejnoměrně:

σn = fn(
n

√
1
2 ) = 1. Na [0, 1− δ] je σn ≤ supπxn = π(1− δ)n → 0.

2. Konverguje lokálně stejnoměrně k x na (0,∞); Nekonverguje stejnoměrně:

σn ≥ lim
x→∞

|fn(x)−f(x)| = ∞. Na [0,K] odhadneme σn = sup
x+ x2

1 + n+ x
≤ K +K2

1 + n
→ 0.

3. Konverguje nestejnoměrně k
1

2
√
x
; Standartně rozšǐrujeme

√
a−

√
b.

1
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1√
x+ 1

n +
√
x
− 1

2
√
x
=

√
x−

√
x+ 1

n

2
√
x(
√
x+

√
x+ 1

n )
=

1
n

2
√
x(
√
x+

√
x+ 1

n )
2

x→0+→ ∞ = σn.

4. Konverguje stejnoměrně k max{1, x}; Na [0, 1], | n
√
1 + xn − 1| ≤ n

√
2− 1 → 0.

Na [1,∞) použijeme (an − bn) = (a− b)(an−1 + . . .) a odhadneme

| n
√
1 + xn − x| = ( n

√
1 + xn)n − xn

( n
√
1 + xn)n−1 + ( n

√
1 + xn)n−2x+ . . .+ xn−1

≤ 1

n− 2
→ 0.

6.Konverguje stejnoměrně k
π

2
|x| na R; Pomoćı l’Hospitala lim

y→∞

π
2 − arctan y

1
y

= 1.

Na [0, 1√
n
] je |x arctan(nx)− π

2x| = |x(arctan(nx)− π
2 )| ≤

1√
n
π → 0.

Na [ 1√
n
,∞] je nx velké . Tedy d́ıky lim

y→∞

π
2 − arctan y

1
y

= 1

odhadneme |x(arctan(nx)− π
2 )| ≤ x

C

nx
=

C

n
→ 0.

5. Necht’ fn, f : [0, 1] → R. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı (tedy
je dokažte, nebo sestrojte protipř́ıklad):

a) fn ⇒ f na [0, 1] a f je spojitá na [0, 1] ⇒ f2
n ⇒ f2 na [0, 1].

b) fn ⇒ f na [0, 1] ⇒ f2
n ⇒ f2 na [0, 1].

3. cvičeńı

Vyšetřete stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch posloup-
nost́ı funkćı:

1. en(x−1) na (0, 1), 2. nxe−nx2

na R,

3.
log nx

n
na (0,∞) , 5.

(
1 +

x

n

)n

na [0,∞).

Výsledky a návody:

1. Konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na (0, 1); Nekonverguje stejnoměrně:

Moore-Osgood u 1. Na [0, 1− δ] bud’ Dini, nebo σn = e−nδ → 0.

2. Konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na (0,∞) a na (−∞, 0);

Pomoćı derivace zjist́ıme, že fn − f roste na (0, 1√
2n

), klesá na ( 1√
2n

,∞)

a maximum má v 1√
2n

a to σn =
√
ne−1. Tedy nekonverguje stejnoměrně.

Na [δ,∞), fn−f klesá, pokud je n dost velké:
1√
2n

< δ. Tedy σn ≤ nδe−nδ2 → 0.

3. Konverguje lokálně stejnoměrně k 0 na (0,∞); Nekonverguje stejnoměrně:

σn ≥ lim
x→∞

|fn−f | = ∞. Na [δ,K] odhadneme
∣∣∣ log nx

n

∣∣∣ ≤ max
{∣∣∣ log nδ

n

∣∣∣, ∣∣∣ log nK
n

∣∣∣} → 0.

5. Konverguje lokálně stejnoměrně k ex na (0,∞); Nekonverguje stejnoměrně:

lim
x→∞

ex −
(
1 +

x

n

)n

= ∞, nebot’ ex roste u ∞ rychleji než polynom.

Z Taylora v́ıme, že existuje C > 0 takové, že | log(1 + y)

y
−1| ≤ Cy pro všechna 0 < y < 1.

Na [0,K) tedy pro n > K odhadneme∣∣∣(1 + x

n

)n

− ex
∣∣∣ = ex

∣∣∣e( log(1+ x
n

)
x
n

−1)x − 1
∣∣∣ ≤ eK(eC

K
n K − 1) → 0.
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4. Necht’ fn, f : [0, 1] → R. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı (tedy je
dokažte, nebo sestrojte protipř́ıklad):

a) fn ⇒ f na [0, 1] ⇒ |fn| ⇒ |f | na [0, 1].

b) |fn| ⇒ |f | na [0, 1] ⇒ fn ⇒ f na [0, 1].

c) |fn| ⇒ |f | na [0, 1] a f je spojitá na [0, 1] ⇒ fn ⇒ f na [0, 1].

4. cvičeńı

U následuj́ıćıch řad funkćı zjistěte : a) Pro jaká x řada konverguje? b) Na jakém
intervalu konverguje řada stejnoměrně nebo lokálně stejnoměrně? c) Na jakém
intervalu je součet řady spojitá funkce?

1.

∞∑
n=1

xn, 2.

∞∑
n=1

x2e−nx,

3.

∞∑
n=1

arctan
( 2x

x2 + n3

)
, 5. Na (0,∞) vyšetřete

∞∑
n=1

nx

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
.

Výsledky a návody:

1. Konverguje lokálně stejnoměrně na (−1, 1) a tedy je tam i spojitá;

Podle nutné podmı́nky nekonverguje stejnoměrně na (−1, 1).

Na [−1 + δ, 1− δ] použijeme Weierstrasse: |xn| ≤ (1− δ)n a
∑
n

(1− δ)n < ∞.

2. Konverguje stejnoměrně na [0,∞) a tedy je tam i spojitá;

Derivováńım zjist́ıme, že |un(x)| ≤ un(
2
n ) =

4

n2
e−2. Weierstrass a

∑
n

4

n2
e−2 < ∞.

3. Konverguje stejnoměrně na R a tedy je tam i spojitá;

Derivováńım zjist́ıme, že |un(x)| ≤ un(n
3/2). Weierstrass a

∑
n

arctan
(2n3/2

2n3

)
< ∞.

5. Konverguje lokálně stejnoměrně na (0,∞);

Na [δ,∞) odhadneme
∣∣∣ nx

1 + nx

1

(1 + x) · · · (1 + (n− 1)x)

∣∣∣ ≤ 1
1

(1 + δ)n−1

a použijeme Weierstrasse
∑
n

1

(1 + δ)n−1
< ∞. Nekonverguje stejnoměrně :

log
(
(1 + x) · · · (1 + nx)

)
≤ log(1 + x) + . . .+ log(1 + nx) ≤ x+ . . .+ nx ≤ n2x,

a tedy un(x) ≥
nx

exp(n2x)
. Neńı splněna Bolzano-Cauchyho podmı́nka, nebot’

2n0∑
n=n0

un(
1
n2
0
) ≥

2n0∑
n=n0

1
n0

exp(4)
≥ 1

exp(4)
.

4. Necht’ fn, f : [0, 1] → R. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı (tedy je
dokažte, nebo sestrojte protipř́ıklad):

a)

∞∑
n=1

fn ⇒ na [0, 1] ⇒
∞∑

n=1

f3
n ⇒ na [0, 1].

b)

∞∑
n=1

f3
n ⇒ na [0, 1] ⇒

∞∑
n=1

fn ⇒ na [0, 1].

5. cvičeńı
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U následuj́ıćıch řad funkćı zjistěte : a) Pro jaká x řada konverguje? b) Na jakém
intervalu konverguje řada stejnoměrně nebo lokálně stejnoměrně? c) Na jakém
intervalu je součet řady spojitá funkce?

1.

∞∑
n=1

1

n2x2 + 1
, 2.

∞∑
n=1

log
(
1 +

x2

n log2 n

)
,

3.

∞∑
n=1

cosnx

ns
na R, s ∈ R, 5.

∞∑
n=1

cosnx

n
arctan(nx) na [0, 2π]

Výsledky a návody:

1. Konverguje lokálně stejnoměrně na (−∞, 0) a (0,∞) a tedy je tam i spojitá;

Konverguje na R \ {0}. Podle nutné podmı́nky nekonverguje stejnoměrně.

Na R\(−δ, δ) použijeme Weierstrasse:
∣∣∣ 1

n2x2 + 1

∣∣∣ ≤ 1

n2δ2 + 1
a
∑
n

1

n2δ2 + 1
< ∞.

2. Konverguje lokálně stejnoměrně na R a tedy je tam i spojitá;

Podle nutné podmı́nky nekonverguje stejnoměrně na R.

Na [−K,K] použijeme Weierstrasse: |un(x)| ≤ log
(
1 +

K2

n log2 n

)
≤ K2

n log2 n

a
∑
n

K2

n log2 n
konverguje podle kondenzačńıho kritéria.

3.Konverguje stejnoměrně pro s > 1 a lokálně stejnoměrně pro 0 < s ≤ 1 na (0, 2π)+kπ;

Pro s > 1 Weierstrass s an =
1

ns
. Pro 0 < s ≤ 1 lze lokálně Dirichlet s εn = cosnx.

Na celém (0, 2π) neplat́ı B-C, nebot’

2n0∑
n=n0

un

( 1

n0

)
≥ 1

1000
.

5. Konverguje lokálně stejnoměrně; Na [0, 2π] neńı splněna B-C:
2n0∑

n=n0

un

( 1

n0

)
≥ 1

1000
. Na [δ, 2π − δ] lze už́ıt Abel s εn = arctannx

a an(x) =
cosnx

n
konverguje stejnoměrně z Dirichleta.

4. Necht’ fn : [0, 1] → R jsou spojité a F (x) =
∑∞

n=1 fn(x) konverguje na [0, 1] a je
to spojitá funkce. Muśı být

∑∞
n=1 fn ⇒?

6. cvičeńı

Vyšetřete stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci následuj́ıćıch řad funkćı:

1.

∞∑
n=1

(−1)n

n+ x
na (−1,∞), 3.

∞∑
n=1

(−1)n(1− x)xn na [0, 1],

5.

∞∑
n=1

sinx sinnx√
n+ x

na (0,∞).

Rozhodněte, jestli jsou následuj́ıćı funkce diferencovatelné na (−1,∞):

2. F (x) =

∞∑
n=1

(−1)n

n+ x
, 4. G(x) =

∞∑
n=1

(−1)nx

n+ x
.

Výsledky a návody:

1. Konverguje stejnoměrně; Dirichlet s εn(x) = (−1)n.

3. Konverguje stejnoměrně; Dirichlet s εn(x) = (−1)n.
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Pr̊uběh funkce (1− x)xn dá stejnoměrnou konvergenci an(x) k 0.

5. Konverguje stejnoměrně; Dirichlet s εn(x) = sinx sinnx.

Lze ukázat, že částečné součty εn(x) jsou omezené - i u 0!!!

2. Je diferencovatelná na (−1,∞);F (0) =

∞∑
n=1

(−1)n

n
konverguje z Leibnitze.

∞∑
n=1

u′
n(x) =

∞∑
n=1

(−1)n(−1)

(n+ x)2
a na [−1 + δ,∞) : |un(x)| ≤

1

(n− 1 + δ)2
.

∞∑
n=1

1

(n− 1 + δ)2
< ∞ a d́ıky Weierstrassovi existuje F ′ na [−1+δ,∞), a tedy na (−1,∞).

4. Je diferencovatelná na (−1,∞); Zřejmě G(x) = xF (x), a tedy to plyne z 6.

Jde i znovu oveřit předpoklady věty:

∞∑
n=1

u′
n(x) =

∞∑
n=1

(−1)nn

(n+ x)2

a tato řada konverguje stejnoměrně z Dirichleta s εn(x) = (−1)n na (−1,K].

Z
∂

∂n

n

(n+ x)2
zjist́ıme, že monotonie v n plat́ı pro n ≥ n0 ≥ K!

7. cvičeńı
Ṕısemka na celou hodinu

8. cvičeńı

Určete poloměr konvergence následuj́ıćıch řad:

1.

∞∑
n=1

zn

n3
, 2.

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
zn, 3.

∞∑
n=1

zn!

n!
,

4.

∞∑
n=1

(
nan + bn

n2

)
zn pro 0 < a < b , 5.

∞∑
n=1

n!

an2 z
n pro a > 0.

Rozviňte do řady náleduj́ıćı funkce:

6. arctanx, 7.
x2 + 1

x2 − 1
, 8.

1

(1 + x2)2
, 9. sin2 x.

Výsledky a návody:

1. R = 1; lim n
√
n = 1.

2. R = 4; R = lim
an

an + 1
= lim

(2n+ 1)(2n+ 1)

(n+ 1)2
.

3. R = 1; an! =
1

n!
a ak = 0 jinak. lim n

√
n = 1.

4. R =
1

b
; 2 policajti : n

√
bn

n2 ≤ n

√
nan + bn

n2 ≤ n
√
2nbn.

5. R = 0 pro a ≤ 1 a R = ∞ pro a > 1; Zřejmé z lim
an

an+1
.

7.

∞∑
n=0

(−1)n+1

2n+ 1
x2n+1; Zintegrujte (arctanx)′ =

1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n.

8. − 1−
∞∑

n=1

2x2n;
1

1− x2
je geometrická řada.
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9.

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)z2k;
1

1 + x2
umı́me a součin dvou řad podle vzorečku.

10.

∞∑
k=1

(−1)k
22k−1

(2k)!
x2k; sin2 x =

1

2
(1− cos 2x) a řadu pro cos známe.

11. Necht’ f : [0, 1] → R. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı (tedy je
dokažte, nebo sestrojte protipř́ıklad):

a) f ∈ BV ([0, 1]) ⇒ f2 ∈ BV ([0, 1]).

b) f2 ∈ BV ([0, 1]) ⇒ f ∈ BV ([0, 1]).

12. Necht’ f ∈ AC([0, 1]). Ukažte, že pak V +f(x), V −f(x) ∈ AC([0, 1]).

9. cvičeńı

Sečtěte

1.

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 3
, 2.

∞∑
n=0

(n2 − 2n)
(1
3

)n

, 3.

∞∑
n=1

1

n(n+ 3)
.

Výsledky a návody:

1. 1− π
4 ; Na funkci g(y) =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 3
z2n+3 použijeme Abelovu větu.

g′(z) =
∑

(−1)nz2n+2 = 1− 1

1 + z2
, a tedy g(z) = C + z − arctan z.

2. 0;F (z) =

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
má poloměr konvergence 1.

F ′(z) =

∞∑
n=0

nzn−1 =
1

(z − 1)2
a F ′′(z) =

∞∑
n=0

n(n− 1)zn−2 =
2

(1− z)3

∞∑
n=0

(n2 − 2n)zn = z2F ′′(z)− zF ′(z) a dosad́ıme z =
1

3
.

3.
11

18
;F (z) =

∞∑
n=1

1

n(n+ 3)
zn má poloměr konvergence 1.

F ′(z) =

∞∑
n=1

zn+2

n
= z2

∞∑
n=1

zn

n
=: z2G(z) a G′(z) =

∞∑
n=1

zn−1 =
1

1− z
.

Integraćı G(z) = − log(1− z) + C kde C = 0, a tedy F ′(z) = −z2log(1− z) dá

F (z) =
z

3
+

z2

6
+

z3

9
− 1

3
z3 log(1− z)+

1

3
log(1− z)+C, kde C = 0 a Abelova věta.

5. Je funkce x sin 1
x absolutně spojitá?

6. Necht’ F : R → R je lipschitzovská, f ∈ AC([0, 1]) a g ∈ BV ([0, 1]). Muśı být
F (f) ∈ AC([0, 1]) a F (g) ∈ BV ([0, 1])?
7. Necht’ fn : [0, 1] → R. Rozhodněte o platnosti následuj́ıćıch tvrzeńı (tedy je
dokažte, nebo sestrojte protipř́ıklad):

a) fn ⇒ f na [0, 1] a fn ∈ BV ([0, 1]) ⇒ f ∈ BV ([0, 1]).

b) fn ⇒ f na [0, 1] a V (fn; 0, 1) ≤ 10 pro všechna n ⇒ f ∈ BV ([0, 1]).

10. cvičeńı
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Nalezněte Fourierovy řady následuj́ıćıch funkćı. Vyšetřete, k čemu tato řada kon-
verguje bodově a k čemu stejnoměrně:

1. sgn(x) na (−π, π);

2. x2 na (0, 2π), Co dostaneme v bodě x = 0?;

3. Napǐste x2 na (0, π) jako součet sinové řady;

4. sin(ax) na (−π, π) pro a /∈ Z.

Výsledky a návody:

1. 1 =
4

π

∞∑
n=0

sin(2n+ 1)x

2n+ 1
pro všechna x ∈ (0, π).

2. x2 =
4π2

3
+

∞∑
n=1

( 4

n2
cosnx− 4π

n
sinnx

)
pro všechna x ∈ (0, 2π);

Dvakrát per-partes. Dosazeńım v 0 dostaneme

∞∑
k=1

1

k2
=

π2

6
.

3. x2 =

∞∑
n=1

(2π
n
(−1)n+1 +

4

πn3

(
(−1)n − 1

))
sinnx pro všechna x ∈ (0, π);

Pracujeme s 2π-periodickou funkćı, kde f(x) = x2 na (0, π) a f(x) = −x2 na (−π, 0).

4. sin ax =
2 sinπa

π

∞∑
n=1

(−1)n+1n sinnx

n2 − a2
pro všechna x ∈ (−π, π);

Dle vzorce pro cosα−cosβ dostaneme sin ax sin kx =
1

2

(
cos(ax−kx

2 )−cos(ax+kx
2 )

)
.

5. Je každá lipschitzovská funkce absolutně spojitá? Je každá absolutně spojitá
funkce lipschitzovská?
6. Necht’ f : [0, 1] → [0,∞) je absolutně spojitá. Muśı být funkce

√
f absolutně

spojitá?

11. cvičeńı

0. Napǐste ex na (0, π) jako součet sinové řady.

1. Sečtěte

∞∑
n=1

sin2 nα

n2
a

∞∑
n=1

cos2 nα

n2
pro 0 < α < π.

2. Co tvrd́ı Parsevalova rovnost pro funkci f(x) = x2 na [−π, π]?

3. Sečtěte

∞∑
n=1

qn sinnx pro q ∈ (−1, 1). Je tato řada Fourierovou řadou svého součtu?

4. Sečtěte

∞∑
n=0

cosnx

n!
a spočtěte

∫ 5π
2

π
2

ecos x cos(sinx) cosnx.

Výsledky a návody:

0.

∞∑
k=1

−2k

π(1 + k2)
(eπ(−1)k−1) sin kx; bk =

2

π

∫ π

0

ex sin kx dx =
2

π
Im

(∫ π

0

e(1+ki)x dx
)
=

=
2

π
Im

[e(1+ki)x

1 + ki

]π
0
=

2

π
Im

(e(1+ki)π − 1

1 + ki

)
=

2

π
Im

( 1− ki

1 + k2
(
eπ cos kπ−1+ieπ sin kπ

))
.

1.

∞∑
n=1

sin2 nα

n2
=

1

2
α(π − α) a

∞∑
n=1

cos2 nα

n2
=

1

6
(π2 − 3πα+ 3α2);



8

Aplikujeme Parsevalovu rovnost na χ[−α,α](x) =
α

π
+

∞∑
n=1

2 sin kα

kπ
sinnx.

Tı́m dostaneme prvńı rovnost. Druhou z

∞∑
n=1

cos2 nα

n2
=

∞∑
n=1

1− sin2 nα

n2
.

2.

∞∑
k=1

1

k4
=

π4

90
; bk = 0, a0 =

2

3
π2 a ak =

4(−1)k

k2
.

3.
q sinx

1− 2q cosx+ q2
; = Im

( ∞∑
n=1

qneinx
)
a sečteme geometrickou řadu

∞∑
n=1

(
qeix

)n
=

1

1− qeix
=

1− qe−ix

1 + q2 − 2q cosx
. Funkce

q sinx

1− 2q cosx+ q2

je všude diferencovatelná, a tedy je Fourierovou řadou svého součtu.

4. ecos x cos(sinx) a

∫ 5π
2

π
2

ecos x cos(sinx) cosnx =
π

n!
;
∑

= Re
( ∞∑
n=1

einx

n!

)
.

Z řady pro exponencielu

∞∑
n=1

(eix)n

n!
= ee

ix

= ecos x+i sin x = ecos x
(
cos(sinx)+i sin(sinx)

)
.

Z jednoznačnosti koeficient̊u Fourierovy řady dostaneme hodnotu

∫ 5π
2

π
2

.

12. cvičeńı
Ṕısemka na celou hodinu


