Je vhodné ptidat néjaké teoretické priklady napiiklad na AC, BV, nebo metrické
prostory a na kazdém cviceni tak 1-2 teoretické piiklady zadat!

1. cviéeni

Vysetrete bodovou a stejnomeérnou konvergenci nasledugjicich posloupnosti funkci:

n

- Trgn 0P [0,1], 2.z2" —2*" na [0,1],

3. sin(f) na [—100,100] ana R, 5. n(:c% —1) na [1,100] a na [1,00).
n
Vysledky a ndvody:

1
1. Konverguje nestejnomérné k 0 na [0,1) a 5V 1, op ==

1
2. Konverguje nestejnomérné k 0; Derivaci zjistime, ze max z"—z2" je v T\L/; atoo, =-
3. Konverguje stejnomérné k 0 na [—100,100] a nestejnomérné na R;
100
Pro n > 100 je sin ? monoténni na [—100,100] a tedy o, = sin — — 0. Na R je zjevné o,, = 1.
n n

5. Konverguje stejnomérné k log x na [1,100] a nestejnomérné na [1, 00);
1 6% logz _ 1
n(z»—1) = ————logz — logz. Na [1,00) je lim n(z»—1)—logz = 0o = 0y,.
~logx =300
Na [1,100] je potfeba provést rozumny odhad : —).

4. Necht f, : [0,1] — R. Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich tvrzeni (tedy je
dokazte, nebo sestrojte protipifklad):

a) fn, — O na [0,1] a f,, jsou spojité na [0,1] = f,, = 0 na [0, 1].
b) fn = 0 na [0,1] a f, jsou rostouci na [0,1] = f,, = 0 na [0, 1].

5. Necht f,, : [0,1] — R. Rozhodnéte o platnosti nésledujicich tvrzeni (tedy je
dokazte, nebo sestrojte protipiiklad):

a) fn — 0 lokélné stejnomérné na (0,1) = f, = 0 na (0, 1).
b) fn — 0 lokdlné stejnomérné na [0,1] = f, = 0 na [0, 1].

2. cviéeni

Vysetrete bodovou a stejnomeérnou konvergenci ndsledujicich posloupnosti funkci:

nw
1. si n 1 2, —
bln(ﬂ'x ) na [0,1], TTntz na (0, 00)

1
3. n(q/x + — \/5) na (0,00), 4. ¥1+z"na[0,00), 6. zarctan(nz) na R
Vysledky a ndvody:

1. Konverguje lokélné stejnomérné k 0 na [0,1); Nekonverguje stejnomérné:

on = fnl ”{/g) =1.Na [0,1 -] je oy < supmz”™ =x(1l —0)" — 0.
2. Konverguje lokélné stejnomeérné k x na (0,00); Nekonverguje stejnomérné:
x + 22 K+ K?

> 1 — =o00. N K] odh =5 < .
0 = Jim |f(2)=f(x)| = oo. Na [0, K] odhadneme 0, = sup 7~ — < == =0

3. Konverguje nestejnomérné k Standartné rozsifujeme v/a — Vb.

1 .
2\/1’

1



1 1 \/E— $—‘r% 1

_ — = n x_Q(H_ o0 = Op.
Ve+ iz 2V 2Vz(Vr 4z +3)  2yz(Vr 4 z+ 2)?
4. Konverguje stejnomérné k max{1,z}; Na [0,1], |¥/1+az" -1 < V2 -1 = 0.
Na [1,00) pouzijeme (a" —b") = (a — b)(a™ ' 4 ...) a odhadneme
/1 n\n _ .n 1
VIT 7 —a| = Witor) e <t Lo
(Vi4ar)n 4+ (Y1+am)"20c+... 421~ n—-2

) ) L L. T , ) . 5 —arctany
6. Konverguje stejnomérné k §\x| na R; Pomoci ’'Hospitala lim *=———— =1.
Y—00 =
Yy

1
Na [0, ﬁ] je |z arctan(nz) — S| = |z(arctan(nz) — §)| < —=71 — 0.

vn

1 . , ; . 5 —arctany
Na [T’ oo] je nx velké . Tedy diky lim =—F—— =1
n y—r00 1
y

odhadneme |z(arctan(nz) — 5)| < :vg = ¢ — 0.
nr n

5. Necht f,, f:[0,1] — R. Rozhodnéte o platnosti nésledujicich tvrzeni (tedy
je dokazte, nebo sestrojte protiptiklad):

a) fn = fna [0,1] a f je spojitd na [0,1] = f2 = f2 na [0,1].
b) fn = fnal0,1] = f>= f2na|0,1].

3. cviceni
Vysetrete stejnomeérnou a lokdlné stejnomérnou konvergenci ndsledujicich posloup-
nosti funkci:

1. e™==1 pg (0,1), 2. nze™" na R,
1
5 logna

na (0,00) , 5. (1 + %)n na [0, 00).

n
Vysledky a ndvody:

1. Konverguje lokdlné stejnomérné k 0 na (0,1); Nekonverguje stejnomérné:

Moore-Osgood u 1. Na [0,1 — 6] bud Dini, nebo o,, = e~ — 0.
2. Konverguje lokdlné stejnomérné k 0 na (0,00) a na (—oo,0);

, . N . 1 . 1
Pomoci derivace zjistime, ze f,, — f roste na (0, E)’ kles4 na (\/7”, 00)
1

a maximum ma v Tan @ to 0, = v/ne~ . Tedy nekonverguje stejnomeérne.

Na [5,00), f,, — f kles4, pokud je n dost velké: < 5. Tedy o, < née ™" — 0.

V2n
3. Konverguje lokélné stejnomérné k 0 na (0,00); Nekonverguje stejnomérné:
1 lognd| |1 K
ognx‘ < max{‘ ogn H ogn ‘} o
n

n n
5. Konverguje lokélné stejnomeérné k e” na (0,00); Nekonverguje stejnomérné:

on > lim |f,—f] = co. Na [§, K] odhadneme
r—00

X n
lim e* — (1 + 7> = 00, nebot e® roste u oo rychleji nez polynom.
T—00 n

log(1
7 Taylora vime, Ze existuje C > 0 takové, ze |M—1| < Cy pro vSechna 0 <y < 1.
Yy

Na [0, K) tedy pro n > K odhadneme

\(1 n E) et (G 1)
n

=€"le n -1 SeK(eC%K—l)—H).




3
4. Necht f,, f :[0,1] — R. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni (tedy je
dokazte, nebo sestrojte protipiiklad):

a) fn = f na [0,1] = [fu| = |f] na [0,1].
b) |ful = |f] na [0,1] = f, = f na [0,1].
¢) |fnl = |fl na[0,1] a f je spojitd na [0,1] = f, = f na [0, 1].

4. cviceni

U nasledugicich tad funkci zjistéte : a) Pro jakd x Tada konverguje? b) Na jakém
intervalu konverguje tada stejnomérné nebo lokdlné stejnomérné? c¢) Na jakém
intervalu je soucet Tady spojitd funkce?

o0 o0
1 E z", 2. g e e
n=1 n=1

(o)
2 > nx
3. E t (7), 5. Na (0, 00) vySettet E .
4 larc am\ 2,3 ( ) vySetiete 4 1(1+x)(1—|—2x)~-~(1+n:1c)

Vysledky a ndvody:
1. Konverguje lokélné stejnomérné na (—1,1) a tedy je tam i spojité;
Podle nutné podminky nekonverguje stejnomérné na (—1,1).

Na [-1 + 6,1 — §] pouzijeme Weierstrasse: |z < (1 —96)" a Z(l — )" < 0.
n
2. Konverguje stejnomérné na [0, 00) a tedy je tam i spojité;

. .. 4 _ . 4 _
Derivovénim zjistime, ze |u,(z)| < un(2) = —e~2. Weierstrass a E —e? < oo.
n n
n

3. Konverguje stejnomérné na R a tedy je tam i spojitd;

2n3ﬁ

Derivovanim zjistime, ze |u,(z)| < un(n®/?). Weierstrass a Zarctan( 573
n

) < o0.
n
5. Konverguje lokélné stejnomérné na (0, 00);

nw 1 1
Na [6, 00) odhad ‘ ’ <1
a [0,00) odhadneme | == i Ty | S Y ey
1
a pouzijeme Weierstrasse g W < 00. Nekonverguje stejnomérné :

log((1+ )+ (14+nz)) <log(l+z)+...+log(l+nz) <z+...4+nx <n’z,
na
a tedy un(z) >

————— . Nenli splnéna Bolzano-Cauchyho podminka, nebot
exp(n?x)

2ng 2ng 1 1

1y > o> -
Z u”(”g) - Z exp(4) ~ exp(4)
n=no n=ngo

4. Necht f,, f :[0,1] — R. Rozhodnéte o platnosti nédsledujicich tvrzeni (tedy je
dokazte, nebo sestrojte protipiiklad):

a) ifn:{ na [0,1]:>if3:§ na [0,1].

n=1 n=1
D) Y= maf0,1]= > fu = nalo,1].
n=1 n=1

5. cviceni



U nasledugicich tad funkci zjistéte : a) Pro jakd x Tada konverguje? b) Na jakém
intervalu konverguje tada stejnomérné nebo lokdlné stejnomérné? c¢) Na jakém
intervalu je soucet Tady spojitd funkce?

— 1
1. Z:lm, 2. Zlog(

3. Z COZ:L:C naR, seR, 5. Z COZ”“: arctan(nx) na [0, 27

n=1 n=1

2

nlog? n>

Vysledky a ndvody:
1. Konverguje lokdlné stejnomérné na (—o0,0) a (0,00) a tedy je tam i spojitd;

Konverguje na R\ {0}. Podle nutné podminky nekonverguje stejnomérné.
1 1 1
< < 00.
n?r? +1 _n252+1a;n252+1 >

Na R\(—4,d) pouzijeme Weierstrasse: ‘

2. Konverguje lokédlné stejnomérné na R a tedy je tam i spojita;

Podle nutné podminky nekonverguje stejnomérné na R.

K? K?
Na [ K, K] pouzijeme Weierstrasse: |u,(z)| < log(l + ] ) <
nlog”n

~ nlog’n
2

3. Konverguje stejnomérné pro s > 1 a lokélné stejnomérné pro 0 < s < 1 na (0, 27)+km;

K2

s— konverguje podle kondenzac¢niho kritéria.
nlog”n

. 1 PRV
Pro s > 1 Weierstrass s a, = —. Pro0 <s <1 Ize lokélné Dirichlet s ,, = cosnz.
n

2110

1 1
Na celém (0, 27) neplati B-C, nebot Z un< ) > — 100"

5. Konverguje lokdlné stejnomérné; Na [0, 27] nenf splnéna B-C:
2n0

1
Z un(—) > m Na [4, 2w — §] 1ze uzit Abel s ¢, = arctan nx

n=no

n=no

COS NI
a an(x) = - konverguje stejnomérné z Dirichleta.

4. Necht f,, : [0,1] = R jsou spojité a F(z) = >~ f,(z) konverguje na [0,1] a je
to spojitd funkce. Musi byt > > | fr, =7

6. cviceni

Vysetrete stejnomérnou a lokdlné stejnomeérnou konvergenci ndsledugicich rad funkci:

Z (1 —z)z" na [0,1],

5 Z sinx sinne na (0, ).

Vntz
Rozhodnéte, jestli jsou ndsledugjict funkce diferencovatelné na (—1,00):
()
z_: n —|— x’ Glw) = ; n+mz

Vysledky a ndvody:

1. Konverguje stejnomérné; Dirichlet s e, ()

Il
—
|
—_
~—

3

3. Konverguje stejnomérné; Dirichlet s e, ()

|
—

\
—_
~—
3



Prubéh funkce (1 — z)z™ da stejnomérnou konvergenci ay,(z) k 0.
5. Konverguje stejnomérné; Dirichlet s €, (x) = sinz sinnaz.

Lze ukdzat, ze ¢dstecné soulty &, (x) jsou omezené - i u O!!!
oo
. ) =5 . -
2. Je diferencovatelnd na (—1, 00); F(0) = E —— konverguje z Leibnitze.
n

n=1

=, = (=D)™(-1 1
Z::un(x) - ;W (14 6.00) ¢ [un(2)] € g

Mg

h=1top < oo a diky Weierstrassovi existuje F' na [—1+44,00), a tedy na (—1,00).
(n—

4 Je diferencovatelnd na (—1,00); Ziejmeé G(x) = xF(z), a tedy to plyne z 6.

o0

o0
. .. . . / o (_1)nn
Jde i znovu ovefit pfedpoklady véty: Z uy, () = Z CFeSE
n=1 n=1
a tato fada konverguje stejnomérné z Dirichleta s €, (z) = (—1)" na (-1, K].
0
y/ g_n zjistime, Ze monotonie v n plati pro n > ng > K!
on (n+ x)?

7. cviceni
Pisemka na celou hodinu

8. cviéeni

Urcete polomér konvergence ndsledujicich tad:

[eS)
on
I
n3
n=1

o'}
> 2
77’7,

n=1

oo
4. Z(na”—i—7l’71;),z"p1"00<a<b7 5. Z 2z pro a > 0.
n=1

Rozvirite do Tady ndledujici funkce:

241 1
6. arctanx, 7. ;i_l’ 8. 0522 9. sin?z.

Vysledky a ndvody:
1.R=1; lim ¢/n = 1.
Un oo 2n+1)(2n+1)
an +1 (n+1)2

1
3. R=1; an = — aa, =0 jinak.lim Un=1.
n!

4. R = E 2 policajti: {/ %5 < {/nam + &5 < V2nbn.

5. R=0proa<laR=o00proa>1; Zrejmezhm

2. R=4; R=lim

an+1
o0 oo
1
7. 22"t Zintegrujte (arctanz)’ = = —1)"z?".
> n+1 ; grujte ( ) =T ;( )

e z 2x2" e je geometrickd rada.



oo
9. ];) k +1)z 22 umime a soucin dvou fad podle vzorecku.
22k 1 1
10. Z 2%k sinx = 5(1 — cos2z) a fadu pro cos zname.

11. Nechﬁ f : [0, 1] — R. Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich tvrzeni (tedy je
dokazte, nebo sestrojte protipiiklad):

a) f € BV([0,1)) = f% € BV([0,1]).
b) f2 € BV([0,1]) = f € BV([0,1]).
12. Necht f € AC([0,1]). Ukazte, 7e pak VT f(z), V™ f(z) € AC([0,1]).

9. cviceni

Secteéte

1Z2n—|—3 2271—271() 3Znn—|—3

n=1

Vysledky a ndvody:

o0 71 n
1.1-%; Na funkci g(y) = ngo %22"%" pouzijeme Abelovu vétu.

1
J(z) = Z(—l)”z2"+2 =1- T3 ¢ tedy g(z) = C + z — arctan z.

- 1
2.0;F(2) = Z 2" = —— md polomér konvergence 1.

1—
n=0
F'(z) = inz"‘l _ ! a F"(z) = i n(n —1)z""2 = 2
o (z —1)2 o (1—2)3
- 1
Z(n2 —2n)2" = 22F"(2) — 2F'(2) a dosadime z = 3
n=0
3 11 F(z i L l k 1.
S = —————2" md polomér konvergen
s’ 2 T 3) d polo onvergence
, _OOZTL+2_2(>OZ7L_.2 , e
F(z)_nz::l - =z ;;—.ZC ) a G'( z::
Integraci G(z) = —log(l — 2) + C kde C =0, a tedy F'(z) = —z2log(1 —z) dd
2,3
F(z)= % + % + % - §Z3 log(1—2)+ 3 log(l —2)+C, kde C =0 a Abelova véta.

5. Je funkce a:sin% absolutné spojita?
6. Necht F: R — R je lipschitzovskd, f € AC([0,1]) a g € BV (]0,1]). Musi byt
F(f) € AC([0,1]) a F(g) € BV([0,1])?
7. Necht f, : [0,1] — R. Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich tvrzeni (tedy je
dokazte, nebo sestrojte protipriklad):

a) fo = f na [0,1] a f, € BV([0,1]) = f € BV([0,1]).

b) fn=f nal0,1] a V(fn;0,1) <10 pro vsechna n = f € BV([0,1]).

10. cviceni



Naleznéte Fourierovy tady ndsledujicich funkci. VySetrete, k cemu tato Tada kon-
verguje bodové a k cemu stejnomérné:

1. sgn(z) na (—m,m);
2. 2% na (0,27), Co dostaneme v bod¢ x = 07;
3. Napiste 2* na (0,7) jako soucet sinové Fady;
4. sin(az) na (—mw,7) pro a ¢ Z.
Vysledky a ndvody:

4 i sin(2n + 1)z

mil P vSechna x € (0, ).

4 K4 4
2. 22 = % + Z(— cosnT — % sinn:z:) pro vsechna x € (0,27);

= n2
Duakrit tes. D m v 0 dost S ™
vakrdt per-partes. Dosazenim v 0 dostaneme — = —.
per-p 2 2 6
/27 4
3. 2% = (— —mt e — flnfl)sinnx ro vSechna x € (0, );
S (e (=) s (0.7
Pracujeme s 2m-periodickou funkci, kde f(x) = x* na (0,7) a f(z) = —2* na (—m,0).
2 L oo _1 n+1 s
4. singr = 22279 (=) nsinnz pro viechna x € (—m,m);
™ n? —a?
n=1
1 .
Dle vzorce pro cos a—cos 3 dostaneme sin ax sin kx = i(cos(”;kx)—cos(%’m)).

5. Je kazdd lipschitzovskd funkce absolutné spojita? Je kazdd absolutné spojitd
funkce lipschitzovskad?

6. Necht f :[0,1] — [0,00) je absolutné spojitd. Musi bijt funkce \/f absolutné
spojitd?

11. cviceni

0. Napiste e* na (0,7) jako soudet sinové fady.
> sin® no > cos? na
1. Sectéte Z 2 a Z > pro 0 < a < .
n=1 n=1

2. Co tvrdi Parsevalova rovnost pro funkci f(z) = x* na [—n,7]?

3. Sectéte Z q" sinnz pro q € (—1,1). Je tato Tada Fourierovou tadou svého souctu?

n=1

N\:‘

oo
cosnx
4. Sectéte E — a spociéte / €% % cos(sin x) cos nx.
n

™

n=0 : 2

Vysledky a ncivody:

2 [T 9 . .
0. kz::l 7T 1+ k‘2 (_1)k—1) sin kx; by = ;/0 e sinkr dr = ;Im(/o e(1+kz)x dw) _
(1+ki)x 9 (1+kd)m _ 1 5 L ki
e e i o
= [m} - ;Im(W) = f]m(l s (€™ cos km—1+ie 51nk7r))_

sin® na 1 >, cos? na 1
L. Z 2 ga(ﬂfo‘) a z 2 6(”2*37“1*3052)5

(\o}

n=1



oo

2sin k
Aplikujeme Parsevalovu rovnost na X(—q,q) () = & + E % sinnx.
™
n=1

[e%s) 2 0o . 2
) , cos” na 1 — sin” na
Tim dostaneme proni rovnost. Druhou z g — = E —
n
n=1 n=1

=1 4 2 4(—1)k
2;_%_ b, =0, a0:§ﬂ2aak: ( )

n

k* 90’ k2

gsinzx

oo
— = Im( E q”eim‘) a secteme geometrickou Tadu
_ 27
1 —2qcosx+q ot

= in 1 1—gqge ™ gsinx
Z(qe”) = — = 5 . Funkce ——————
— 1 —qe*® 14+ q*> —2qcosz 1 —2qcosx+q

je vsude diferencovatelnd, a tedy je Fourierovou tadou svého souctu.
felug oo i
. 2 . . 0 e
4. e cos(sinz) a e % cos(sinz) cosnz = —; E = Re E .
- n! n!
2 n=1
o . = (ewc)n e’ cos x+isinx
Z tady pro exponencielu E =e° =e

n=1

— ecosz (

' cos(sinz)+isin(sinz)).
n!

Z jednoznacnosti koeficientu Fourierovy Tady dostaneme hodnotu /
z

12. cviceni
Pisemka na celou hodinu



