Doporucené piiklady z Nelinearni funkcionalni analyzy 11

1. cviéeni

1. Naleznéte posloupnosti funkef uy, : [0,1] — R tak, Ze.

a) uy konverguje slabé v L', ale ne silné v L'.

b) uy, konverguje slabé v L', ale ne slabé v L2.

c) uy, je omezend v L', ale nelze vybrat slabé konvergentn{ podposloupnost v L!.
d) ug konverguje v biting smyslu, ale nekonverguje w* v mirédch.

e) uy konverguje v biting smyslu, ale k jiné funkci, nez ke které konverguje w* v
mirach.

f) ug konverguje v biting smyslu k 0, ale w* v mirdch konverguje k singuldrni mife.

7. Necht 1 < p < oo a f € LP(0,1) je 1-periodickd na R. Dokazte, Ze pro
fe(z) = f(kx) plati fi € LP(0,1),
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kaA/f(m)dmpr01<p<ooafkw*£L /f(x)prop:oo.
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Névod: Zkuste nejprve testovat x(4p), pak jednoduché ...

2. cviceni

2. Dokazte, ze separatné konvexni funkce na R” je lokalné lipschitzovska.
3. Necht f: R™ — R je separatné konvexni a
0< flax) <1+ |zP.
Dokazte, ze pak plati
[f(@) = f)] < Clz —y|(L+ [zP~1 + [yP7).

4. Ukazte, ze separatné konvexni funkce nemusi byt konvexni.

5. Necht X je Banachuv prostor a f : X — R je konvexni a zdola polospojita.
Dokazte, ze f je spojita.

6. Ukazte, ze na nekone¢né rozmérném Banachové prostoru existuje konvexni ne-
spojitd funkce.

3. cviceni
8. Necht f: R™ — R ma druhou derivaci v kazdém bodé. Ukazte, ze f je konvexni,
pravé tehdy, kdyz je f” v kazdém bodé pozitivné definitni.
9. Ukazte, ze norma (x — ||z||) na Banachové prostoru je konvexni funkce.

10. Necht F : X — R je konvexni funkce na Banachové prostoru a ® : R — R je
funkce. Za jakych predpokladu je ® o F' konvexni?

4. cviceni

6%. Naleznéte co nejhezéi f : R2 — R a u: R — R takové, Ze: f(.,y) je méfitelna
pro kazdé y, u je méfitelnd a f(x,.) je skoro spojitd, ale f(z,w(z)) neni méritelnd.

11. Necht
F(u):= /Qf(Du(:v)) dz
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je konvexni funkciondl. Plyne odtud konvexita funkce f7

12. Necht A € R™ je matice. Ukaite z definice, 7e f(A) = det(A) je kvazikonvexni
funkce na W1 alespoii pro n = 2.

13. Dokazte Mc Shane extension theorem.

14. Necht n > 2. Ukazte, ze funkce A — det A neni konvexni.

5. cvicéeni

15. D4 se najit nekonstantni konvexni funkce ®, aby ®(det A) byla konvexni?

16. Ukazte, ze nasledujici funkce je polykonvexni. Pro u : R® — R", pro které je
Ju(z) > 0 s.v., definujme

_ D@

17. Ukazte, ze vyjadieni polykonvexni funkce jako konvexni funkce minora neni
jednoznag¢né.

6. cviceni

18. Ukazte, ze kazdou rank-1 matici muzeme napsat jako tenzorovy soucin vektoru.
19. Necht A, B jsou dvé n X n matice a rank(A — B) = 1. Ukazte, ze existuje
lipschitzovskd funkce f : [0,1]™ — R™ takovd, ze Df(x) € {A, B} pro s.v. x a

L'{x: Df(z)=A}) >0aL*({z: Df(x)=B}) > 0.
20. Necht A, B jsou dvé n x n matice nechf existuje lipschitzovska funkce f :
[0,1]" — R™ takovéd, ze Df(x) € {A,B} pros.v. z a

L'{x: Df(z)=A}) >0aL"({x: Df(z)=B})>0.
Ukazte, ze pak nutné rank(A — B) = 1.

21. Necht M € R(™™):(m7) je symetrickd matice a f(A) = (M A, A). Dokazte
a) f je konvexni & f(A) >0 VA,
b) f je rank-1 kovnexni < f(A) > 0 VA, rank(A) < 1.

22. b) Naleznéte rank-1 konvexni obal matic

(0 5 (0 ) (o) (60 5)

a) Naleznéte rank-1 konvexni obal libovolnych dvou predeslych matic.
Rank-1 konvexni obal matic Ay, ..., A4 je mnoZzina matic A takovd, Ze pro kazdou
rank-1 konvexni funkci f s f(A;) =0 proi € {1,2,3,4} plati f(A) <0.

6. cviceni

23. Ukazte, ze funkce f je kvazikonvexni pravé tehdy, kdyz pro kazdou krychli D,
pro kazdou matici A a pro kazdou ¢ € C§°(D) plati

|D| - f(A) < /Df(A+w(x)) dz.
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24. Necht 0 < a < 2. Pomoci Mountain Pass Theorem ukazte, ze ve W,>([0,1]?)
existuje nenulovy kriticky bod funkcionédlu

/(0’1)2 |Du|? — /(0’1)2 (e“a - 1).

Budete asi potfebovat, ze vnoreni W,*([0,1]?) do Orliczova prostoru exp L je
kompaktni. Pokud mi chybi néjaké predpoklady, tak si je dopliite nebo upravte ;).

7. cviceni

25. Necht © C R™ ma lipschitzovskou hranici. Pomoci Polya-Szego principle
dokazte, ze Wy P(Q) < L>(Q) pro p > n.

26. Necht © C R™ ma4 lipschitzovskou hranici. Pomoci Poly#-Szego principle
dokazte, ze W, ™ (Q) < exp L7 () pro p > n.



