Uvod

1. cviceni - Opakovani stifedoskolské latky
Vyreste

Va2+2z—3> 22 +32—4

vVer—2—-—+vz—-5=1
[l —3|—2] =1

log% (w2—3x+2) >0

. . _ 3—/5 3+V5
Vysledky: 1. (—oo,—4]U {1} 2. =6 3. z € {0,2,4,6}. 4.[ 2f,1)u(2, + ]z
0<a?—-3x+2<1.

Vyroky
Znegujte nasledujici vyroky a rozhodnéte, jestli plati vyrok, nebo jeho negace:

1LVz,y € R 2% + ¢ > 0.
2vzeRIYEN[(y<z)A(y+1>2)]
3Ve>030>0VzeR[0< |z —1|<d) = (Jx — 3| <e)].

Negace
l9zeR3IyeR2®+42<0.

23r e RVyeN [(y >2)V(y+1<a).
33 >0V >0z e R[0<|z—1 <) A(Jz—-3|>¢)

U v8ech ti{ vyrok plati negace. 1. vol x =y = 0. 2. vol x = —1, nelze najit y € N.
3. vol ¢ =1 a po zaddani libovolného § >0 vol z =1 — g.

NG
iz

Naleznéte definiéni obor

Nalezend inverze. Méjme zadanou funkci f(z) =
Dy, inverzi f~! a obor hodnot Hj.
Vijsiedky: Dy = [0,50) \ {16}, f*(y) = (
[0, 00).

4y \2
m) prOyEHfaHf:(foC%*Q)U

Priklady na matematickou indukci

Dokazte: .
1. Z(?l —1) =n?, pro véechna n € N.
i=1
2. iiZ = nfn + 1)6(2n + 1), pro v8echna n € N.
3. 2" > p? , pro vSechna n > 4.
4. (14 x)" > (1 +nz), pro véechnan € N a z > —1.
Navody:

n+1
QZZ —Zz +( n+1

32"+1z2n > (n+ 1),
4.(1+2)" =0 +2)"(1+2)> 1 +n2)(1+2)> (1+(n+ 1)),

2. cviceni - Metody dukaza
1



2

1. Dokazte: Pro véechna z,y € R plati: a) |z +y| < |z|+ |y, b) ||z] - |y|| < |z —y].
Ndvod: a) Bez Gjmy na obecnosti x > 0. Pokud y > 0, tak jisté o +y < z + v.
Pokud y <0, tak jistée plati s +y <z —yi—-zx—y<z—y.

2. Dokazte, Ze V2 +3 je iraciondlni.

Operace s mnozinami
3. Necht f je zobrazeniz X doY a A, B C Y. Dokaite, ze

FHAUB) = FHA U FH(B) a AN B) = £(A)\ F71(B).
4. Méjme 3 mnoziny A, B a X. Dokazte
X\ANB)=(X\A)UX\B)aX\(AUB)=(X\A)N(X\DB).
5. Necht f je zobrazeni z X do Y a A, B C X. Rozhodnéte, zda plati
F(AUB) = f(A)U f(B), f(ANB) = f(A)N f(B) a f(A\ B) = f(A)\ f(B).

Ndvod na 8.b) x € f71Y(A\B) & f(z) € A\B & f(z) € Aaf(z) ¢ B &

saefH(Aaxd fH(B)eae 1A\ (D).

Ndvod na 4.a) r € X\ (ANB)= (ze X)AN(z ¢ ANB)= (ze X)AN(z ¢ AVa ¢

By (zeXNeg¢gA)V@xeXNe¢gB)=ze(X\A)U(X\B).

5. a) plati

z€ f(AUB)& Jye AUB, f(y)=x< (Fy € A, f(y) =) nebo (Fy € B, f(y) =x)
< (xz € f(A)) nebo (z € f(B)) < x € f(A)U f(B).

b) a c) neplati - staci konstantni funkce. Napiiklad u b) plat{ jen tato implikace

ze f(ANB)& e ANB, f(y) == (Fy1 €A, f(y1) =z) a (y2 € B, f(y2) =)
& (z € f(A)a(ze f(B) & ze f(A)N[f(B).

7.Dokazte binomickou vétu, tj. dokazte, Ze pro kazdé n € N a pro kaZdd a,b € R
plati

(a+b)" = En: (Z) a" bk,

k=0

Matematicks indukce, vyuzije se vztahu (")) + (}) = (";CH)
8. Pro libovolné n € N a x € R seététe vyraz sinx + sin 2z + - - - + sinnx.
Lze pouzit Moivreovu vétu a vzorec pro soucet geometrické fady. Dostaneme 0 pro

x = 2km, k € Z, pro ostatni x mame vysledek
. . 1
cosZ —cos(n+3)x
2sin (%)

Lze to dokazat i indukci.

A néco trochu netrividlniho na zdvér
9*. Dokazte, ze pro vSechna x1,xa,...,x, > 0 plati
1+ 20+ ...+ 2,
n

> Yx1x0...2y .

Ndvody: 1. Dokazujte matematickou indukei 1. krok pro n = 1. 2. krok z tvrzeni
pro n plyne tvrzeni pro 2n. 3. krok z tvrzeni pro n plyne tvrzeni pro n — 1. Hint -

zkuste volit x,, = »~V/T1 - Tp_1.

3. cviceni - Supremum a infimum



Naleznéte suprema a infima ndsledujicich mnoZin

M, = U %, My = U %, M =10,1),

neN neN
_ [9—n _ p

My={27", neN}, M; {erq’ p,qEN}
Vysledky a ndvody:
supM; = 1: 1. VnEN,%Sl. 2. Vr<1voln:1,pak%:1>r.
inf My =0: 1. Vn e N, 2 > 0. 2. Vr > 0 =inf vol n = [1/r] + 1, pak + <r.
inf My =0: 1. VneN,ﬁ >0. 2. Vr >0 =inf vol n = [1/7?] + 1, pak ﬁ <.
inf M3 =0: 1. Vx € [0,1),2 > 0. 2. Vr > 0 vol z =0, pak 0 < r.
supMs =1: 1. Vo € [0,1),2 < 1. 2. Vr < 1 vol z = max{",0}. Pak z € [0,1) a
xr>T.
sup My = %, nebot je to maximum.
inf My =0: 2. Vr > 0 vol n = [logy 1/r] + 2, pak 27" < r.
inf M5 = 0: 2. Vr>0v01pzlaq:[¥]+2,pakﬁ<r.

sup M5 = 1: 2. VT<1V01‘1:1ap:[ﬁ]+2,pakﬁ>r,

Priklad na zamysleni: Méjme zadané mnoziny A, B C R, pro které existuji s4 =
sup A, iq4 = inf A, sp =sup B a ip = inf B. Co muzete obecné fici o supremu S
a infimu I mnozin AUB, ANB, A+ B={a+b, ac AAbe BfaA\B={ac€
A, a ¢ B}?

Visledky: 1. S = max{sa,sp} a I =min{ia,ip}

2. Pokud AN B # (), pak S < min{sa, sp}, I > max{ia,ip} a vice Fici nelze

3. S=ss4+sgal=is+ip

4. Pokud A\ B # 0, pak S < s4, I > i4 a obecné vice Fici nelze

Dalsi teoreticky priklad: Necht M je neprazdna mnozinaa f: M - Rag: M - R
jsou funkce. Dokazte:
Jsou-li f a g shora omezené, potom sup(f + ¢)(M) < sup f(M) + sup g(M).
Jsou-li f a g zdola omezené, potom inf(f + g)(M) > inf f(M) + inf g(M).
Mohou byt tyto nerovnosti neostré?

4. cviceni - Mohutnosti mnozin

1. Porovnejte mohutnosti mnozin N, Z, Q, P(N), R, P(R), [0,1], (0,1), [0,1),
[0,1]%, Py_g := {mnozina vSech posloupnost{ ptirozenych &isel} ,

Py1 := {mnozina posloupnost{ nul a jedni¢ek}, K := {mnozina kone¢nych podmnozin N}.

Viysledky a ndvody:
NrZxQa K <PN)~ R~ 0,1~ (0,1) % [0,1) ~ 0,12 ~ Py ~ Po_g < P(R).

a) K C Uy~ N* a kazd4 z mnozin N* je spocetna.

b) P(N) = Pp;. K dané a € P(N) si vezmu posloupnost 0 a 1 tak, ze 1 (nebo
0) na prvnim msteé fik4, ze 1 je (neni) v a, 1 (nebo 0) na druhém msté fikd, ze 2 je
(neni) v a atd.

¢) Po1 = [0,1] - idea - Pfedstavte si zdpis redlného ¢isla ve dvojkové soustavé.

d) P(N) =~ Py_g: P(N) < Py_g - Mnozinu a € P(N) zobrazim na a € Py_g (to
je prosté).

Py_g < P(N) - Mnozinu a = {a1,a2,as,...} € Py_g zobrazim na {a1,a; +
as, a1 + ag + as,...} € P(N) (to je prosté).

e) [0,1] ~ [0,1]%: idea - [a,b] € [0,1]* s desetinnym zdpisem a = 0,aja2a3. ..,
b =0,b1b3b3 ... zobrazim na ¢islo 0, a1byasbsasbs . . ..

2. Dokazte nésledujici tvrzeni:



a) Podmnozina spocetné mnoziny je spocetnd

b) Sjednoceni spoc¢etné mnoha spocetnych mnozin je spocetné.

¢) Obraz spocetné mnoziny je spocetnd mnozina.

3*. Sestrojte nespocetné mnoho podmnozin N takovych, ze kazdé dvé majf jen
kone¢ny prunik.

Limity posloupnosti

5. cviceni - Aritmetika limit

Spoctéte nasledujici limity podle definice:

. 1
Lt o 2 VAl

Za uzZitt véty o aritmetice limit spoctéete ndsledugici limity:

2 2 5 _ 2 2 _
Llim 2t g gy 2 A3 =2 T3
n— oo 2n2—7 n— o0 n5—3n3’—|—1 n—oo n3—1

<1+2+~-~+n n) . 1242244 n?
—_ : im

n+2 2
l4a+..+a . (n+4)'0 — (n+3)1°
7. nh_}II;o m pro |a| < 1lalb <1, 8.nh_>I{.1o (1 & 2)100 — 1100

Vysledky a ndvody:

4. lim 2% 5. lim

n— oo v n—oo

n(n+1)(2n +1) ,
. P § i? = tho cvicent.
ouzueme £ 6 Z prvinino cviceni

_gntl
7 1+a+...+an_11_a n__>>oo ]._b
"14+b+...4br  1=bntt 1—a’

1-b

(n44)100 — (n 4 3)100 1004 (19)n994 4 .. — (n100 4 (190993 4 ) B
(n+2)100 — ploo n100 1 (190)p009 1 _ p100 o

100n° + ... psoo 1

= 5 ;
200m99 + ... 2
9. Necht a,, je zadana posloupnost a a € R. Dokazte ekvivalenci nésledujicich
vyroku:

w\»a

A)Ve>03ng e NVn>ng: |a, —a| <ég;
B)Ve>03ng e NVn>ng: |a, —al < 2e.

6. cviceni - Dva policajti

1000™ ! 3" 5 vn2 si !
Lotim 000y g Mg g STy gy Vosin(nl)
n—oo nl n—oo NN n—oo N8 + n! n—00 n-+1

n/an bn
5. lim Y2147, 6 lim —e " roa>b> 0.



Vysledky a ndvody:

1000™ 10001991 1
1. 0; o < 10000 n pro n > 1000.

! 12
2.0,0< L =22
nn nn
3n 5 3n 5 3n 5
30,020 <2 I o i 2= dim = 0 opét podle 2 policajti
nb 4+ n! n! n—oo n!l  n—oo n!

)

33
S

0<™ < n’ Lo0< 33 32T
“nl Tan-1)...(n—5) Tl 127 T 2n

_\3/712 < V/n?sin(n!) < v'n2 1 oo 0

0.

= =
n - n+l — n In ’
5. 4; V/4n < J/on 4 4n < /240,
1 a an < am™ + bn < \”/Qa”_aw

4.0,

: g’ GQW B (72a2n - {L/a2n+b2n — Va2n o a2 -’
7. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

A) Existuje lim a, = existuje lm |a,];
n—00 n—00

B) Existuje lim |a,| = existuje lim a,.
n—oo n—oo

8. Necht je posloupnost z,, konvergentni a posloupnost y,, divergentni. Je mozné
tici, ze posloupnosti x, + y, nebo z,y, jsou také divergentni?

7. cviceni - Rozdily odmocnin

Spoctéte nasledujici limity:

1. lim sin(%), 2. lim Vn2+n-n, 3. lim ¥nti-¥n, 4. lim /n2+27 + 37,
n— oo n—oo n—oo

n—oo
5 lm (—1)"Va(Vn+1—+v/n), 6. lim Vnd3+1—3n2+1, 7. lim ¢n.
n—roo n—roo n—roo
Vysledky a ndvody:

1. neexistuje; Véta o limité vybrané posloupnosti pro agy a aggio.

1 2 4 p— p2 1
2. = Vnif+n—n=+vn2+n—-vn2= nwhnon .
\/n2+n+vn2 1+l_~_1

3.0; Vn+1—n= =70.
vn Y+ 12+ Vn+1/n + Y/ (n)?
4.3; 3< Yn2+27 437 < /3.37 = /3.3 a lim ¥/3 = 1 podle 2 policajti.
1

1
5. neexistuje ; dokazte, ze limag, = 3 a limag,+1 = —5

O |

Pouzijte vétu o limité vybrané posloupnosti.
6.0; /n? +1 = ¥/n2 +1 = Y(n? +1)2 = {/(n? +1)7
a pouzijte vzorec (a® — b%) = (a — b)(a® +---).

10
7.1; za pomoci binomické véty dokazte, ze 1 < ¥/n < 1—|—T pro n dostatecné velké.
n

8. Necht a,, a b, jsou dvé posloupnosti takové, ze existuji lim, o, a, = A € R
a lim, - b, = B € R. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
A) A< B=3ngVn>ng:a, <b,,
B) a, < b, = A< B.

9. Pro kazdé A € [0, 00| sestrojte posloupnosti {a, }nen a {bn}nen tak, ze

lim a, =0, lim b, =00 a lim a,b, = A.
n— o0 n—oo n— o0



10*. Dokazte Stolzovu vétu (diskrétni analogie 'Hospitalova pravidla). Necht
{a,} je posloupnost redlnych ¢isel a {by, } je rostouct posloupnost spliujici lim,, o0 by, =
0o. Necht A € R* a plati

lim Satl = Gn

= A.
n—oo bn+1 - bn

Pak plati lim,, Zﬂ = A.

8. cviceni - Trosku tézsi priklady
Spoctéte nasledujict limity:
log(n? + n) ) log(n? + 3")
1. lim ———= Ddim ————
n—yc0 log(n3 — 1)’ n—oo log(1 + n + e2™)

3 _ _ 2
3, fim Ymtsintn— v - cos B4 lim {/VBTr 220 — V37 g2,
n—oo ‘/n+ _./n_ n—o0

. 1 1 1
5-,}Lngozk ey im0 ) )

Vysledky a ndvody.
2, log(2n?) < log(n? + n) < log(2n?)  log2+2logn
"37 log(n®) ~ log(n®—1) ~ log(in3) logl +3logn’
log3  log(3") < log(n? + 3™) < log(2-3") log2+nlog3

2 'log(3-e2n) ~ log(1+n+e2n) = log(e?n) 2n
3. 1 Vn+sin?n—+vn—cos2n sin2n—|—(3082n vn+1l4++v/n—1
2’ vn+1l—+v/n—1 B 2

Vn+sin?n++vn — cos2n
1 Vn+1l4++v/n-—-1 <1 vn+1l++y/n—1 <1 vn—+1 —&—\/n—

2\/7l+1+\/n*(*1)72\/n+sin2n+\/n7C082n 2\/n+ +\/an

2 . 3n42.2n —3n —2n
4—;\/\/3n+2-2n—\/3n+2n:" =
V3 V34227 /30 28

2
= a policajti
VV3T 227 + /30 + 2n
2 2
< E < <
V2B 3 T V2 RB3 T YayBnt2-2n - /M3 220 + /30 + 20
2

a < 2 < 2 _2
Y3 F2-2n B yor T YBrron T B V3

ISR T - 4 S S W Qe
1 2 )~ 2 ) = L

n+1
1 1 1 22-1 n?-1
z S Y (il =
6. 2’( 22) ( n2) 22 n?
_@-DEe+1) @m-LHmn+1) 1(n-1i(n+1)! _ntlaseol
B 22 n? 2 (n!)? 2

7. Dokazte, ze

lim inf a,, < limsup a,
n—0oo n—o0
a

lim inf a,, +lim inf b,, < lim inf(a, +b,) < limsup(a, +b,) < limsup a,, +lim sup b,,.

n—0o0 n—00 n—00 n— o0 n— oo n—00

8. Necht lim,, o0 a, = A € (0,00). Dokazte, ze lim,, o0 /an = VA.



9*. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny. Dokazte, ze plati
anJrl

.. .. . . a
lim inf < liminf /a, <limsup a, < limsup ntl

n—oo  Gp n—00 n—00 n—oo Qnp

9. cviceni - Rekurentné zadané posloupnosti

Spoctéte ndsledujici limity:

1. im an,, kdean+1:6—£aa1:10, 2. lim \/2+\/2+...+\/2+\/§,
a n—oo

n—0o0 n

1 1
3. lim ay, kde ap41 = 7(an + a—) aa; >0,

n— o0 2 "
4. lim /n(¥/3 - ¥/2), 5. lim sin(my/n? + 1).
n—oo n—oo
Vysledky a ndvody:

1.5; Ukazte, ze a, je klesajici, a pomoci indukce dokazte, ze a,, > 5. Tedy existuje limita.

Zlimitime vztah a,4+1 =6 — E a dostaneme A = 6 — a tedy A =05.

5
O A’
2.2; Ukazte, Ze a,, je rostouci, a pomoci indukce dokazte, ze a,, < 2. Tedy existuje limita.
Zlimitime vztah a,+1 = V2 + a,, a dostaneme A = V2 4+ A, a tedy A = 2.

3. 1; Rozliste, jestli a; > 1 nebo a3 < 1.

. n n _ \/’E(B — 2) \/H n—o00
LU0V - ) s e S e e s e
5. 0; [sin(mv/n? 4+ 1)| = |sin(ry/n2 + 1) — sin(mn)| =

‘2sm(2(\/n +1—n))cos(.)| < 2sin NS T =0
6. Necht jsou posloupnosti z,, a y, divergentni. Je mozné fici, ze posloupnosti
Tn + Yn nebo x,y, jsou také divergentni?
7. Necht lim, o0 (Znyn) = 0. Je mozné tici, ze plati bud lim, o z, = 0 nebo
8*. Necht a1 < as jsou zadané a a, 41 =
Ukazte, ze existuje limita a spoctéte ji.
Vysledky a ndvody:

%, n > 3, je rekurentné zadana.

1
8.§(a1 + 2a2); Dokazte indukci, ze asg—1 < @opt1 < Aopta < agk.

Tedy existuje limita suhych ¢lenu a existuje limita lichych ¢lent.

9*. Dokazte, ze existuje limita 1+ £ +... 4+ 1 —logn.
10. cviceni - Prvni zapoctova pisemka

11. cviceni - Tézsi priklady
Spoctéte nasledujici limity:

. (nE2)+ (n+ 1) o
1.nlgrgo T2 — ()l Q.HILH;O vn® pro a > 0,

\/m3 1 4 50 _ 1 200
3. lim Y2 +vn+ . (n” +n) (n+1) , 4. lim Vn!,
n—oo y/n+1— \/’ﬁ (TL + 1)202 — n202 n—o00




—1)n2n 2n k
5. lim ¢ M, 6. lim = prok €N, a > 1.
n— 00 (—1)”3” + 3{1/5 n—oo q™

Vysledky a ndvody:

1
11 (n+2)!+(n+1)! _ 1+r+2-

’ - 1

2. 1; V/n* < (¥/n) el+1 4 pouzijeme 7. priklad 7. cviceni.

200 Vn3 1 3/2
3. — E; M je zhruba nf, zbytek pomoci binomické véty.
101" V/n+1—+/n T

n/3 00
4. oo; nlz(g) a tedy Wz\s/z 2 5

2 )
5. 3 lim ¢Yn=1, atedy 1 < */n < %/n < 2 pro dost velké n.
n—oo

\/ﬁ 2k

6. 0; Pouzijeme 2k krat vétu o limité souc¢inu a dostaneme = (lim ) .

(a76)"
Tedy st lim — =0 b > 1. Policajti 0 < < 0.
edy staci n;rglo b pro 6 > olicajtl _(1—|—(b—1))”_1+n(b—1)%

7. Sestrojte posloupnost {a,}nen tak, aby mnozina hromadnych bodu byla
H({an}nEN) = {Oa 1, 3}

8.%. A) Sestrojte posloupnost {a, }nen tak, aby mnozina hromadnych boda byla
H({an}nen) = [0,1].
B) Sestrojte posloupnost {a,, } nen tak, aby mnozina hromadnych bodu byla H ({ay, }nen) =
[0, 0.
C) Muze byt mnozina hromadnych bodu rovna H({ap}nen) = [0,1] \ {%}7

Limity funkci
12. cviceni
Spoctéte nasledujici limity:
22 4+2x—3 . x?—1 . (xz—x—Q)QO k2

1.lim ———, 2. lim ——, lim o, 4 lim
1 2 -1 zo00 22 —x —1 =2 (73 — 127 + 16) z—00

vr+1l—y1—=x x4z 4+... 4+ —n

5&%4;}7 S ey S, AP -1
Vysledky a ndavody:

z)’

s 2 +206 -3  (x—1)(x+3)
o221 (- D(z+ 1)
1 21—
2. Lim g : ﬂ)l
A O =)
310 ((z — 2)(z +1))*° (z+1)20 320




6 § r+1—v1—-2
"2 Yr+1-Y1—z
_rHl-(-z) Y+1P?+ Y@+ —a)+ Y0 —2)?
r+1—(1-x) Ve+1+vI—a '
1 244 — -1 21 n_q
7. n{n + ); limx+x + T n:limx +me —|—...—|—limx =
z—1 x—1 z—=1lgxrx—1 z—=1 x—1 z—1 r—1
1
1424, =D

2
8. Necht a € R. Dokazte, ze

lim f(z)=A <:>Tl_l>r(rll+f($) =Aa Tl_lgl_f(ac) = A.

Tr—ra

9. Limes superior a limes inferior pro funkce je definovan jako

liminf f(z) = lim inf f(P(a,9)) a lim sup f(z) = Jim sup f(P(a,9)).

Dokazte, ze
liminf(f(z) + g(x)) > limjnf f(z) + limjnf g(x)

T—a

limsup(f(z) + g(x)) < limsup f(z) + limsup g(z).

r—a r—a r—a

10. Dokazte, ze
Existuje lim f(x) < liminf f(x) = limsup f(x).

T—ra r—a T—a

13. cviceni

Povazujte za znamé nasledujici limity :
e —1 . sinz . In(l142) . l—cosz 1

lim =1, lim =1, lm— =1, lm-—=—.
x—0 x z—0 X x—0 X z—0 2 2

Spoctéte ndasledujici limity:

a0 — 2041 . 1 1
1 lm —————, 2. hm( - ),
z—1 250 —2x + 1 a=2\z(x —2)2 22 —-3x+2
1 (1 m In(1+ 27
3. lim (1+ma) 2( + nz) prom,n € N, 4. lim M,
z—0 €T T—00 xT
; a? . VT —6+2
5. lim = , 6. lm ————.
=0 /1 + xsinz — /cosx e—-2 23438
Vysledky a ndvody:
49 (=)@ + 2B+ 2+ 1)
. —; = lim
247 =1 (z—1)(@¥ 42+ 422+ 1)
—1) — _ —r2 _
2. ocs = limy (——o e )y E N2y, e L
s—2\z(rx —2)2 (z—-1)(z—2)) =2 z(x—2)%(x—1) s—2x(x —2)%2(z—1)

3. @(n —m); Pouzijeme binomickou vétu. Cleny s z* pro k > 2 jdou k nule.

U Qe G (17 (D (F) )+

2° _ In(1+2°)  In(2-2°) Im2+2h2 .0
4 (@) m2 = BE  MAF2) @29 m2Frn s, o
X

T T T
5 é x? \/1+xsinx+«/cosx: V14 xsinx + y/cosx =30 2
"3 1+ zsing —Jcosz 1+ zsinz + Jcosz %—l—l’;# 1+ 3
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6 L VEO— (-2 Y0P+ (<296 +(-)? _
144" «—=2 23 4+ 8 3 (x—6)2 + (=2)/z — 6+ (—2)2
= lim z—6-(-2° . 1 :i¥
a—2 (x+2)(2? =20 +4) /(x—-6)2+ (-2)Yz—6+(—2)2 124+4+44
7. Necht f,g : R — R jsou funkce. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich imp-
likaci.

A) f,g jsou omezené = f - g je omezena.
B) f,g jsou shora omezené = f - g je shora omezens.

C) f,g jsou rostouci = f - g je rostouci.

8. Dokazte, ze Riemannova funkce

l _= = ~ 7’
D)= pror € Q, x q Prope Z, g € N nesoudélnéd
0 prozeR\Q

je spojitd na R\ Q.

9. Dokazte si vétu, ze jedna déleno "kladnd nula” je co. Necht lim,_,, g(z) =0
a existuje § > 0 tak, ze g(z) > 0 na P(a,d). Pak lim,_,, ﬁ =

14. cviceni

Povazujte za znamé nasledujici limity :

et —1 . sinz . In(1+2x) . l—coszx
lim =1, lim =1, _— _—
x—0 €T z—0 I x—0 x x—0 ;C2

N =

Spoctéte nasledujici limity:

. sinbz —sin 3z 1+sinx —cosz . log(1l +sinx)
1. lim ——, 2. lm—————— 3. lim ————=,
z—0 sinx @01 —sinz — cosz’ z—0 T
4 T+vz+VE 5 1 tanz — sinz
Cdim L m s,
T—00 /x + \/E z—0 sm(az3)
lim arcsin ¢/ 7o %im cos(ze”) —‘cos(xe_‘”), 8. Tim si.nmac pro m.n € N
2—0 log(1 4+ ¥/x) 70 a3 = sinnz
Vysledky a ndvody:
5 Sin 5 3 in 3
1. 2= lim 2% - lim 2222 im -2 im 22 fim 222 i

N - 1M — .
z—=0 x z—0 bHx z—=0sinx z—0 x z—0 3x z—0 sinx

l—coszx 4 sinx

m2 P
x_>0‘,1: CObw __ sSinx
3? xr
31 log(1 + sinz) sinx 2230 4
Y sinz
1
v+ as—|—\/5f \/ \/ roroe
L 1
T+ /T -
N3 vz 14_\/%
sin x .
5'1 — lim COSZ.—S?)HICE: m smxlchos:z: 13.
2" -0 sinx z—=0 T x cosx%
arcsin /x 1 1 z—0 11

6. 1; = — . i
log(1+ ¥x) Slneffcr;iné/f’i/f) log(lg\j;’/i) 11
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ze®—xze * i xzetze ”

7o, cos(ze®) —3005(:1:6_”“') _ _2sin - sin . re® —zxe " xe’ + xe”” 530
x xe —216 ze +2:ce 21,2 2x
T_pe® e —1—(e®—1 1 -1
kde jsme pouzili standartni limity a ve —re ¢ (e ) i S
212 2z 2 2
8. (_1)m—nm; lim si.nmx  lim Si.nm(y + ) _
n’ z—w sinnzr  y—0 sinn(y + )
lim sig my cos mm + s%n mmcosmy _ . (—)™ bln my (1" bl.Irer/ly m
y—0 sinny cosnw + sin nm cos ny y—0 (—1)"sinny y—0 % n
9*. Sestrojte funkci f : R — R, kterd kazdy interval zobrazi na R, tedy pro
kazdé a < b plati f((a,b)) = R.
15. cviceni - 1*°
Povazujte za znamé nasledujici limity :
r—1 i In(1 1-— 1
Tl T TN L T L U ) Y lim = 2
z—0 x z—0 X x—0 €T z—0 €T 2
Spoctéte nasledujici limity:
1 2 4 1\ Vni+3n?
1 lim(1 4 4)%, 2. 5im 08C%T) g (u)
x—0 x—0 J;Q n— oo ’rL2 —1
2 322 — x4 1\ %% 14227\ &
4. 1lim (2¢" — 1), 5. lim (w) 6 lim( T ) -
z—0 z—oo\222 + 2+ 1 z—0\1 + 23%
Vysledky a ndvody:
1. e%; 1+ 495)ﬁ = egln(ﬁm
5 —1 log(l+ (cosz —1))cosz — 1 230 -1
2 cosz — 1 x2 2
2
3.1; Podle Heineho = ™= Ve tie? tos(3357)
2v/23 + 322 log(1 + 2+
a standartné lim :c2 + 322 log 5 =-1) =0-1=0.
T—00 4 —1 =1
4. €% (2e" — 1)Mac+1 = e%%(ﬁﬂ)z 730 1112,
5.0, = elimm—molog(g:zliii)% _ elog(%)'(—oc) — e,
14+22°
6 21 (1+x2w) 1 1H(1+ T 037 —1> 2t _ 3 1
Loy shn(l—— ) == = =
37 22 T\1+ a3 x2 %iigm -1 r 14 x3®
2T _ 3T 22 _ 1 (3% —1 zln2717 zlnSil
a nyni pouzijeme = ( ) =° (e ) 291 2-1n3.
x x
6*. Necht f: R — R je rostouci. Muze byt f nespojitd
a) na nekoneéné mnoziné?
b) ve vSech bodech Q?
¢) v nespocetné mnoha bodech?
16. cviceni - Trochu tézsi priklady
Spoctéte ndsledujici limity:
Vr+13 -2z +1 V1+z-1 V1+tanz — /1 +sinz

1. lim 2. lim , neN, 3. lim

x—3 2 —9 ’ z—0 x x—0 3
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4. lim x(\g/ 2%+ Tz —z), 5. lim log(1+27) 10g(1 + §)
xT—00 T—00 X
e’ — 2sin (% +:c)

6. lim (tan )™ 2 7. lim
s z—0 tanx

Vysledky a ndavody:

1
1. — 6 Rozsitime v + 13 — /4(z + 1).
1 s n_ n
2. —; Rozsifime podle vzorce a™ — b".
n
1 ... tanx —sinx sinx 1 1-—cosz
3. —; Rozsit a = .
4 x3 x cosx
7
4. g; Rozsit podle a — b>.
log(1+ 3
5. 3log 2; M — 1 a log(2”) <log(l+2%) <log(2-27).

T
6. e ': Standardné prevedeme na exponencielu.
log(tan x sin2x (sinx — cosx
log(tanz) | lim tan(2z)(tanz — 1) =1 lim =
z—Z tanzr —1 2% z—Z COs 2% cos T
2sinz cosz(sinz — cosx) 1

2sinx

= lim = lim ————.
o 2 1.2 i
e—%  (cos?x —sinx)cosz z—>% cosx +sinz

er —2sin(Z +x T e¥ —2(sin Z cosx + cos Z sinx

7. 1—\/3; lim (6 )-hm = lim ( 6 6 ) =
z—0 x z—0 tanx z—0 T
. e —cosz —+V/3sinz Coet—1 . 1—cosx . . sinx
= lim = lim —|—11m72- lim z — v/3 lim
x—0 x z—0 x r—0 z—0 X

x—0 xT
8**. Sestrojte spojitou funkci f : R — R, kterd neni monoténni na zddném inter-

valu.

17. cviceni - - Trochu tézsi priklady

Spoctéte nasledujici limity:
log(z? + €%)

1 n
1 lim 1+ 2. lim —&\* 1€ )
( Vit £ 2m3 — Vit + 1> 2—0 log(z* + €2%)

n— oo
esin 2z _ earcsinr cotan(ma)
3.lim ——————, 4. lim sin(27ry/n? +1), 5. lim (1 + sin(7z))
z—0 tanx n—00 z—1

0 x
6. lim x(— — arctan ), 7. lim zlogx.
T—00 4 x+1 z—0+
Vysledky a ndvody:
1. e; Heine, standardni pfevod na exponencielu a rozsita® — b%.

2. —; Standardné se zbavime logaritmu a pozijeme znamé limity.

) esin 2r 1— (earcsinw _ 1) ) tan x ) esin 2z 1 ) earcsin:z: -1
3. 1; lim -lim = lim —lim =
z—0 x z—0 T x—0 xT z—0 x
sin2x |, eM*¥ -1 . arcsinx , eMemTr_1
- lim

- lim —
z—0 z—0 sin2x

4. 0; lim sin(27y/n2 + 1 — 27n) a pak Heine a a® — b?
n—oo

limg 1 cotan(wz) sin(wz)

=0 z—0 arcsing

5. e~ 1; Standardné prevedeme na e

(g - arctan(y)) .

6. —; Substituce (VOLSF) xi—i—l = y pievedeme na ?};ml Fp—

1
2
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1
Substituce (VOLSF) y = tan(4 + z) pievedeme na ili% TW(—Z) =
s V2
J AN _|_ XY <
= lim —— cos(] ,Z)W (=) = lim 2 (—2).
20 cos( + z) —sin(] + 2) 270 cos z? - sinz? — (sin z% + cos z%)

7. 0; Substituce (VOLSF) z = e ¥ pfevede na lim e ¥(—y).
Yy—00

2

Z definice exponenciely e > 1+ y + y2 tedy Y <

ey —

Y—00

— 0.

w‘@w‘@

Derivace, pribéh funkce a Taylortv polynom
18. cviceni - Derivace funkce

Zderivugte ndsledujici funkce a urcete definiéni obor derivace:
22

1 1
2+1) 3. f(z) = 2? sm(

\f)
4. log(logsinz), 5. z'°8% 6. arccos(l —z?), 7. .
8. Pro funkei f(x) = arcsinz—arccos(v/1 — x2) dokazte, ze f(0) = 0 a spoctéte f (0) a f(0).

1
9. Dokazte, ze arctanx + arctan — = gsgnx pro x # 0.
x

1. xQe*ﬁ, 2. log( proxz #0a f(0) =

10. Dokazte, ze arctanx = arcsin

1+a2
Vysledky a ndvody:
4
1. 2z + 2% % (-22), Dy =R. 2. 47561 Dy =R\ [-1,1].
24—
1 -1 h2 sin(-=
3.f’(x)72x51n(\[)+9: cos( ) rprox#Oaf( )}IL%}L(%\/E)O

4. Dy =0=Dy. 5.(z"8"

6. Df = [_\/éﬁL Df’ = (_\/57 \/5) \ {0} f jLLj na Df/,

£00)=v2, f.(0)=—V2, f (V2) =0 a f,(—V2) = —c.

7. (xm’”)/ — (elogme“’ log @

1
"= (elog Y = xlog@logx;, D¢ = (0, 00).

x 1
) =2 (;xm + 2" logz(logz + 1)), Dy = (0,00).
1 -1 1 21 z 1
VIi—a? JT—(1—-29)2V1—a2 VI—22 Va?Vi—a?
1
T+a? 1+ %22

8.f1(0) =0, fL(0) =2; f'(x) =

1
9. Necht f(z) = arctanz + arctan —, pak f'(z) =
x

)

a tedy f(x) je konstantni funkce. Z f(1) = 2arctan1 = g dostaneme hodnotu konstanty.
z

R Y4
VARTE )

11. Necht f : R — R. Rozhodnéte o platnosti ndsledujicich tvrzeni (tedy
sestrojte protiptiklad, nebo to dokazte ¢i odkazte na vétu z predndsky):

(i) 3f'(0) € R = f je v 0 spojit4.
(#7) 3f'(0) € R* = f je v 0 spojitd.
(i73) f je v 0 spojitda = 3f'(0) € R".

10. V 0 majf funkce stejnou hodnotu. Ukazte, ze (arctanz)’ = (arcsin
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12. Sestrojte funkci f : R — R tak, ze f'(z) existuje vlastni pro vSechna x € R,

ale funkce f’ neni spojitd v 0.
19. cviceni - Derivace funkce v problémovych bodech

sinx

-3} 3 (e +I)

U nésledujicich funkei spoctéte (jednostranné) derivace ve vSech bodech, kde

existuji:
2. max{min{cosx’ (%)}’ (

1. 2% exp(—|z — 1),
1) pro x # 0,

L f(z) = x? (sin% + cos ¢

0 pro z = 0,
5. f(z) = arctan (tan2 J;) pro x # § + km, k € Z,
3 prox = 5 +km, k € Z,

— 72

6. arccos (M) , 7. max{z + 4arctan(sinz),x}, 8.arcsin(sinz).
Resenf viz - cvicenf 22 ze ZS 19/20 na strance
https://www2 karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka.
8. Necht f je rostouci funkce na (—1,1), kterd mé derivaci ve vSech bodech
(—1,1). Musf platit f'(0) > 0?
9. Necht f je rostouci a spojitd na (—1,1). Mus{ pak existovat f/(0)?
10. Necht f je rostouci a spojitd na (—1,1). Musi pak existovat f’ (0)?

20. cviceni - I’Hospitalovo pravidlo
1

Necht a > 0 a b > 0. Spoctéte ndasledujict limity:
log® an 1

%8 "3 lim S, 4. lim |log ~ |,

n—ooo mb n— o0 n' nb

e*sine — z(1 + x)

1
98CHT 9 lim

1. lim ,
z—0 J,‘? n—00 n
& lim arctan(1l + z) — arctan(1 — 917)7 6. lim 7

z—0 T z—0 3
1 1 t el
Tdim(— = —5—), 8 lm (BE)

20 12 51112;5 z—0 €T
Vysledky a ndvody:
-1 . log(cosx) 1 —sinz -1
1. —; lim = lim = —.
z—0 x2 z—0 cosx 2% 2
a
2. 0; Pokud existuje lim 5 tak existuje i nase limita a rovnd se ji.
r—o00 I
log® 1 a DN 1 \@
lim 28 % _ (lim Ogm) - (lim z ) :(hm ) =0
=00 I T—00 o z—00 bpo— z—00 bope
a
ax etT\b AoFT\ b

3. o0; lim—b:(lim ) :(limb ) = 0.

T—00 I T—00 I z—oo 1
1 @ 1 a —= \a
4. 0; lim |logz|*z® = lim % = (lim | o%x\) = (lim biwl) =0
z—0 x—0 - z—=0 — z—0 ;71)
x zo a o+l
5.1: lim arctan(l + =) — arctan(1 — x) — lim 1 B -1 1
z—0 x z—0 1—|—(1—|—.I)2 1+(1—1‘)2
Je potteba pouzit ’'Hospitala tfikrat za sebou.

1
6. -;
35
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s 2 2 2 -2 2
-1 . sin“x—x . T . sin“x—x .
7. —;lim ———— = lim lim a 4 krat I’'Hospitalovat.
’ 2 qin2 2 4
z—0 x2sin“x z—0 sin” x =—0 T

arctanx —x  —1
8. e*%; Jedna se o typ 1°°, tedy se standartné prevede na lim —M—— = —.
x—0 (E?’ 3

21. cviceni - Druha zapoctova pisemka

22. cviéeni - Pribéh funkce 1
Na cviceni jsme pocitali pribéh téchto funkci:

L|z| +arctan(|z — 1), 2.———, 3.|(1—2?%)e "]
4 — 1]

Resen{ piikladi lze nalézt na
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/1213_analyza/PrubFR.pdf
4. Dokazte (naptiklad vysetfenim vhodného prubéhu funkee), ze plati:

e* >14x pro vSechna z € R,
sinz <z pro viechna x € [0, 00),
2
cosx >1— =) pro vSechna x € R,
T
sinz + tanx > x pro vSechna x € (0, 5)

5. Dokazte, ze pro vSechna x,y € R plati
|sinz —siny| < | — y| a |arctanz — arctany| < |z — y|.
6. Dokazte, ze funkce je konvexni na intervalu I, pravé tehdy, kdyz

Va,y eI, Va € (0,1): flaz+ (1 - a)y) < af(e) + (1 a)f(y).

23. cvicéeni - Prubéh funkce 2

Na cviceni jsme pocitali prubéh téchto funkci:
2
1. arctan

1 .
5 i 1 (jAutabule ), 2. (z4+2)et/® 3. sinz—|cosz|, 4.(x?—3z+2)el* 373,
22—

Resen{ piikladii lze nalézt na
https://www2 karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/1213_analyza/PrubFR.pdf
5*. Necht f: R — R je konvexni. Muze byt f nediferencovatelnd

a) na nekone¢né mnoziné?

b) ve vsech bodech Q?

¢) v nespocetné mnoha bodech?

24. cviéeni - Tayloruv polynom 1

Naleznéte Tayloriv polynom stupné k pro funkci f v bodé xq:

l.tanz, k =4,20 =0, 2.xlogz,k=3,20=1, 3.cos(sinz),k=>5x9=0.
Za pomoci Taylorovych polynomi spoctéte:
cosz — 1+ Fa? e’ — 1 !

4. lim 7 , 5. lim —, 6. lim nt (cos 1 e 2712)
n
250 T z—0siny — T n—00
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arctanzr — tan . 1 9
TSR eR\{0), 8 lim (5 — cote? ).

7. Naleznéte k € N, aby lim
x—0 ;Ck
Vysledky a ndvody:
1
1 13
T+ 33:
1 1
2.x—1+§(m—1)2—6(x—1)3
1 5
3.1 — —a? 4+ —at.
23: + 24:6
Ly 1— 222+ Lat +o(a*) — 1+ 122
. I, xli)l%) 1:4 .
5 — 6 lim % + o(x3) mlj _ im0l +0(1)
C T a0 —Jad +o(a?) & limgo —5 +o(1)
12
6. _—; Pomoci Heineho prevedeme na lim 8T —e F a
12 z—0 T4
- 1— 222+ Lat +o(a') — (1+ _sz é(—g—z)g +o(z*)) 11
z—0 4 4 8
. 2 lim arctanx cosx —sinz lim (z — 32 + o(x?))(1 — 322 + o(x?)) — (z — ga® + o(x?))
’ ’ 250 x3 z—0 3
9 . L2 9 2
8. —; Za pomoci S — 1 pfevedeme na lim S T TS T
3 x—0 x4
~ lim (x — %x:ﬁ +o(x?))? — 22(1 — %xz + o(2?))? ~ lim x? — %x‘l +o(z*) — 2%(1 — 2% + o(2?))
o 1,‘4 o x—0 x4 ’

x—0
9. Necht k,l € N. Dokazte, ze pro x — 0 plati
(i) "o(a') = o(x**), (i) o(z*)o(a') = o(z"*")

(iii) o(z") + o(z!) = o(x™™F)  (iv) o(z* + o(x!)) = o(zF) pro k < L.

25. cvicéeni - Taylortv polynom 2

S presnosti 10™% spoctéte:
a) cos(0,1), b) log(1,01).

Za pomoci Taylorovijch polynomaii spoctéte:
T si —z(1 1 1
1. lim &2 gx( o), 1im(f— _ )
z—0 x z—=0\2x Sin x

3. Urcete koeficienty a,b € R tak, aby limita
cosax + x arctan bx — b

lim
z—0 1‘4

existovala vlastni. Pro tyto hodnoty a,b limitu vypoctéte.
1/1 1

( cosx>7 5. lim (x—xglog(l—i—f)),
x

4. lim — [ — — —
z—0 2 \T sin x T—00
. V1—2z+423 - V1-3z+a?— §a?
6. lim 3 .
x—0 T
Vysledky o ndvody:
(0,1)° 4 )
5 |R3(0,1)| < E(O’l) , nebot |cos'™ ()| = |cosz| < 1.

a)l—
0,01)2 1

b) 0,01 — % |R2(0,01)] < 5(0,01)37 nebot [log™ (1 + )| = 2| | < 2.

1.

Wl =
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2. 0; Upravime na w
Irsmax
1— @ (a0 4 o) 4 (b — B2 4 o(a®)) — b
=5 2 Iy e =0

4 3
a b
dostaneme b = 1 a pak a = v/2. Limita je pak TR
sinx — zcosx

1
4. —; Upravime na 5
3 T Slnac

1 1
5. 3 Pfevedeme na ;grb(g b log(l + y))
o0
. - <. . p_ P\ &
6. 1; Je potteba uzit Taylor pro mocninu p > 0 a to (1 4+ y)? = Z (k>y .
k=0
7. Liché ¢leny Taylorovych polynomtu v 0 od sudych funkei jsou nulové. Sudé
¢leny Taylorovych polynomu v 0 od lichych funkei jsou nulové.
Hinty: Pouzijte matematickou indukci. Derivace sudé funkce je lichd a derivace
liché funkce je sudd. Kazd4 licha funkce je 0 v 0.

26. cviceni - Pisemky z minulého roku
Spoctéte nasledujict limity:

1 €T __ /1 2
1. tim 52 T 9 lim 1og(2"+5")(\3/\/n3+2—§/\/7§+1)
n— oo

x—0 x2
3. 1im (20 (2+w)1)%7 o g 2V = 3YTH 7 4 cosa
w0 2 z—0 1—cosx
logn \nrlog(n+2) er 4+ M
5. lim <7) , 6. lim —— =~
n—oo\log(n + 1) z—0+ \/5

Urcete pro které k € N je nasledujici limita vlastni a spoctéte ji

2 20 40
7. lim (W + )™ —(n+1)
n—oo (nF + 2)10 — (n + 1)30

Spoctéte prubeh funkce

Vysledky a ndvody:

1 log(1
1. 3 (14 2) = e*1°80+2) " Jednou 'Hospital, a pak lim w

log(2™ 4+ 5™)
n

=1

log 5
2. 08 ; lim

3 n—o00
Zbytek upravime podle vzorce pro rozdil dvou odmocnin.

= log 5 pies policajty.

3. \/6; Je to 1°°, postupujeme standardné .
. w —1 log3+log2
lim =
x—0 xX 2

21+ 2 2y _3(14+2_z 1_ 2
 Taylorem — lim 20T 3= F) =80+ F %) + (L= 5) +o(a?)
- (0% o)

5.¢7!; Je to 1°°, postupujeme standardné .

L I 2 log(1+1)—1
lim nlog(n +2) (o~ 1) = lim log(n+2) . - log(l+;)—1
e log(n +1) n—oo log(n + 1) n—oc

1ze z’Hospitalovat.

>~
@\C)‘l

1
(cosz —1)2

6. 0; Taylorem log(l + (cosxz — 1)) = (cosx — 1) + 5

+ o((cos(z) — 1)%)
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z2 3
1+x+0(£)+w

I — lim & + o(x)
40 42003 4. — (n0 4 40n% + ..
7.0 pro k> 3; lim n_t2nt (n™ +40n” + . )
n—roo nl0k 4+ 20n% + .. — (n30 4 30n2° + ...

8. viz https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ ~ zeleny/mff/MA_1/Pisemka_00.pdf




