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Mocniny

Exkurs — binomicka véta
binomické koeficienty:

<a>:a-(a71)-(gfz).-.--(af(kq))

k 1-2-3----- k
k ¢initeld v Citateli i ve jmenovateli, k€ N,a € C
e @ el a\ ; o\ 4,
(1+x) 7(0>+<1)x+ <2)x2+(3>x5+<4)x +
B a-(a—1) a-(a—1)-(a=2) . _+°o [
=ltoxt— <+ 3 X+ D k%

pro o € N je rozvoj koneény:

o= () (e @) ()2 0
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Odmocniny
Odmocniny
definice: x=+va, a>0 takové nezaporné x, pro které plati
¥ =a
Existuje takové x?
Tj. 3! prasecik xp > 0 funkce y=x*>—a sosou x?
> existuje: funkce je spojita
> proa>1: y0)<0, y(a)>0
> pro0<a<l: y0)<0, y1)>0

dle Bolzanovy véty o nabyvani mezihodnot tedy 3xg
> proa=1: y(1)=0
» proa=0: y0)=0

> pravé jeden: funkce je na R rostouci, tj. prosta
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Neurcité vyrazy

Neurcité vyrazy

Pro¢ neni definovano 00 1% ?

Neurcité vyrazy lze mezi sebou prevadét

g 0-00 00 1%®

318
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Mocniny

Exkurs — binomicka véta

souvislost s odmocninami

(1+x)7 = <%> + (%)x+ @)x?Jr <§>x3+ <%1>x4+... -

1 . 1 4 5 4
1+§x7§x2+16x71—28x+---
Napfiklad:
1 1 1 5
\/5—\/1+1—1+§—§+E—ES+

Tato aproximace vsak neni moc efektivni:
1+3—§+15=1,4375

1+3 -3+ 3 — 155 =1,3984375

100 ¢lend: 1,414[073 . .. 500 ¢lend: 1,414 2|00 956 . . .
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Odmocniny

Odmocniny

Tabulka YBC 7289

24 51 10
2=1;24,51,10=14+ —+ — + — =1,41421]29%...
V2 e Jr60+602+603 |
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Mocniny
Obecna mocnina

definovana pro x > 0

XT=Xen x proneN

X =

xn = (¢/x)™ promneN

X = 7(\71;0," prom,n€N

x* = lim x* proa € R, € Qa4 = «
k=00

0=0 proa€eR"

liché odmocniny Ize pro x € R
(f(x) = X" je na R rostouci, tj. prosta, tj. existuje f 1)
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Odmocniny

Odmocniny
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Odmocniny

Odmocniny

Héron z Alexandrie (1. stol. po Kr.)

spis Metrika, |, 8:

Existuje obecny postup jak nalézt bez znalosti vysky obsah libovolného
trojihelniku, jsou-li dany tfi strany.

Necht maji strany trojihelniku délku 7, 8, 9 jednotek.

Secti 7, 8 a 9, vznikne 24. Z nich vezmi polovinu, vznikne 12.

Odeber 7 jednotek, zbude 5. Opét od téch 12 odeber 8 jednotek, zbudou 4. A
Jjesté téch 9, zbudou 3.

Vynasob 12 péti, vznikne 60. To ¢tyrmi, vznikne 240. To tfemi, vznikne 720.

Z nich vezmi stranu a to bude obsah toho trojihelniku.

Sh=+s-(s—a)-(s—b)-(s—0),

_ o _ atbtc
kde s = § = &5+
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Odmocniny

Odmocniny

Hérénova Metrika — pokracovani:

Jelikoz druha odmocnina 720 neni raciondlni, uré¢ime ji s nejmensi chybou
takto:

Jelikoz je 720 nejblizsi ¢tverec 729 a jeho strana je 27, vydél 720 27, vznikne 26 a
2/3. PFidej 27, vznikne 53 a 2/3. Z toho polovina,

vznikne 26 1/2 1/3. Nejblizsi strana 720 je tedy 26 1/2 1/3.

26 1/2 1/3 vynasobeno samo sebou dava 720 1/36 ...

Ax 120428

Xg=—"F"—=—

2 2x1
X1 = 27
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Odmocniny

Odmocniny

Naznak odvozeni vztahu pro vypocet v/a, kde a > 0

Va=n+e 0<e<l,neN

a=(n+e)?=n*+2ne+c?~n*+2ne

a— I’I2
2n

ER

Llfn2

Varn+e=n+

a+ n?

Var 2n

n nemusi byt nutné z N, mize to byt i lepsi aproximace,
¢ je pak jesté mensi (vyhoda pfi zanedbani £2)

postup tedy miizeme opakovat:

a+x
o n
Xnrl = —(7—, 0<X[)<\/a
2x,
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Logaritmy  Pocatky logaritmi

Predchtdce logaritmu

logaritmy — zakladni G¢el: zjednodusit pracné vypocty (nasobeni a déleni)

formule pfevadéjici nasobeni na s¢itani byly znamy i dive:

sina -sin f = % [cos(a — B) — cos(a + B)]

Tycho Brahe (1546-1601) zaméstnaval na svém ostrové Hven poctare:
Paul Wittich - usnadrioval si vypocty vyse uvedenou rovnosti
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Odmocniny
Odmocniny
Vypocet itera¢ni metodou
X =a
Pseudoodvozeni itera¢niho pfedpisu
V720 =7
X =120 /] 4
2% =720 + X% /  :2x
720 + X , .
x=— = posloupnost zadana rekurentné:
X
720 + x2
Xntl = —(——, xo >0
2x,
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Odmocniny

Vypocet k-té odmocniny

definice: x=+a takové nezaporné x, pro které plati

*=a
(k€ N,a> 0, pro licha klze a € R)

Zobecnéni postupu pro druhou odmocninu na k-tou odmocninu
V5=17

k=5 /4 (k= 1)x

kexk=5+(k—=1)x /) kX!

5 (k—1)x
k- xk=1

X posloupnost zadana rekurentné:

54 (k—1)xk
Xpy1 = o
n+1 k-)g,;fl
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xp >0
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Logaritmy  Pocatky logaritmii
Logaritmy — v popularni literature

John Napier z Merchistonu (1550-1617)
1. tabulky: Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Edinburgh, 1614)

Naplog (x) = 0w 107

Henry Briggs (1561-1630)
prvni tabulky dekadickych logaritmt (14mistné)
Logarithmorum chilias prima (1617)

Log (ab) = Loga+ Logbh — Log 1

,aby vznikalo co nejméné problému pfi vypoctech®, voli se Log1 = 0

Dnesni definice:
log,x=y x=a
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Odmocniny
Odmocniny
Vypocet /720
720 + X2
Xn+1 = 7’1 bl XO > 0
2Xp

xo 27

x1 26,83

Xy 26,8328157|34989648...

X3 26,83281572999747635|737447...

Xy 26,8328157299974763569100840247753148252(914...

x5 26,83281572999747635691008402477531482528742031533830
869125076694492625110765365(9 ...

pocet platnych cifer za des. ¢arkou: 2 7 17 37 77 158 318 640
tj. po 6 iteracich presnost na vice nez 150 mist
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Logaritmy

Logaritmy
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Logaritmy  Pocitky logaritmii
Logaritmy — pocatek

John Napier (1550-1617):
Mirifici logarithmorum canonis descriptio (1614)
Mirifici logarithmorum canonis constructio (1619)

Piavodni definice:

Logaritmus sinu je takové Cislo, které velmi presné urcuje tsecku,

ktera se zvétsovala linedrné,

ve stejném case tsecka prislusna celému sinu se zmensovala geometricky az k
zadanému sinu

a kazdy pohyb je chapan synchronné a s tymiz pocatecnimi rychlostmi.

Napier vsak pfi generovani tabulek pouzil vztahu mezi aritmetickou a
geometrickou posloupnosti.

Co jsou tedy Napierovy logaritmy?

Oblasti vyuziti: vypocty zejména pfi navigaci, také astronomické vypocty
proto tabulka logaritmi hodnot sinu
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Logaritmy ~ Pocatky logaritmii

Logaritmy — Sifeni po Evropé
logaritmy velmi praktické, objev se brzy rozsi¥il po Evropé:

Johannes Kepler (1571-1630)
Chiliades logarithmorum (1624)

Denis Henrion (1580-1640)
Traité des logarithmes (1626)

Adrian Vlacq (1600-1667)
Arithmetica logarithmica sive logarithmorum chiliades centum (1628)
(vylepsené Briggsovy tabulky)

Bonaventura Cavalieri (1598-1641)
Directorium generale uranometricum in quo trigonometriae logarithmicae
fundamenta (1632)
(spis o aplikacich logaritmu)
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Logaritmy  Zakladni idea logaritmii

Logaritmus — nazev

z feckych slov logos (pomér) a arithmos (pfirozené ¢islo)

je-li dana aritmeticka a geometricka posloupnost
logaritmy jsou indexy poméri (¢lenii geometrické posloupnosti)
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Logaritmy a odmocniny

Logaritmy a odmocniny
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Logaritmy  Zakladni idea logaritmii

Logaritmy — zakladni idea
John Napier (1550-1617)

Tabulka mocnin o zakladu 2:

1 2 5 32 9 512 13 8192

2 4 6 64 10 1024 14 16384
3 8 7 128 112048 15 32768
4 16 8 256 12 4096 16 65536

Napf.: 16 - 64 = 1024
Pomoci tabulky: 4 + 6 = 10, tj. 1024

Problém: tabulka je Fidka.

vétsi zaklad by to jesté zhorsil: 5, 52 = 25, 5% = 125, 5 = 625, ...

Reseni: zaklad blizky 1. Napf. 1,001 mé celo¢iselné mocniny:

1,001 1,002001 1,003003001 1,004... 1,005... 1,006...
1,007... 1,008... 1,009... 1,010... 1,01l... 1,012...
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Logaritmy  Zakladni idea logaritmii
Logaritmy — Napiertv zaklad: 1 — 1077
n (1-10"7)"
109999999
2 0,9999998 0000001
3 0,9999997 0000029999999
4 0,9999996 000000599999960000001
5 0,9999995 0000009999999000000049999999
100 0,9999900 0004949983830039212...
7500000 0,4723665 3502726813056629714...
10000000  0,3678794 2277746949660786692...
100000000  0,0000453 999070625241319530913...
100000001  0,0000453 999025225334257006781...
Zdenék Halas (KDM MFF UK) Mocniny, odmocniny, logaritmy, exponenciala 2019 25/49
Logaritmy a odmocniny
Hry s kalkulatorem
n V2
1 2
2 1, 414213562373095...
3 1, 259921049894873...
10 1,0 717734625362931...
100 1,00 69 555500567 18...
1000 1,000 693 38746258...
10000 1,0000 69317120376...
100000 1,00000 69314 958282...
1000000  1,000000 693147 4208...
In2 = 0,6931471805599453 ...
Cifry jsou pfi volbé n = 10% stejné: je to nahoda?
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Logaritmy  Zékladni idea logaritmi

Logaritmy — zakladni idea

ilustrace: zaklad 1 — <&

Iépe je mit hodnoty v intervalu (0,1
10 pe) Y

1 09 15 0,20589113209464907

2 081 16  0,18530201888518416

3 0,729 17 0,16677181699666577
40,6561 18 0,15009463529699918

5 0,59049 19 0,13508517176729928

6 0,531441 20 0,12157665459056935

7 0,4782969 21 0,10941898913151242

8 0,43046721 22 0,09847709021836118

9 0,387420489 23 0,08862938119652507
10 0,3486784401 24 0,07976644307687256
11 0,31381059609
12 0,282429536481 Napk.: 0,43 - 0,282 = 0, 12126
13 0,2541865828329 pomoci tabulky:
14 0,22876792454961 8+ 12 =20,tj.0,121
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Logaritmy  Napierovy logaritmy

Logaritmy — Napierova tabulka (zaklad 1 — 1077)
John Napier: Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio, Edinburgh, 1614.
107 (1 —1077)"

Napier by musel stale nasobit, to by vsak bylo velmi naro¢né.
Proto tyto mocniny nepocita!

tzv. Prvni tabulka:

n=1 9999999, 0000000

-0,9999999 = 9999 998, 000 000 1
n=2 9999998, 000000 1

-0,9999998 = 9999997, 000 000 3
n=3 9999997,000000 3

-0,9999997 = 9999 996, 000 000 6

n =100 9999900, 0004950
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Logaritmy a odmocniny  Dekadické logaritmy

Dekadické logaritmy

Od Napiera k Briggsovi

Napierova tabulka: mocniny zékladu 1 — 1077
vyhoda: vypocet opakovanym nasobenim zakladem
nevyhoda: nemoznost ,lokalniho zjemnéni*

tabulku Fidi mocniny, ne samotna ¢isla

Chceme pfimo tabulkovou hodnotu y, a to napf. k ¢islu 0,7
Vznika otazka vhodného zakladu, zvoleno ¢islo 10;
viechna ¢isla tedy vyjadrena jako mocniny ¢isla 10.

10 =0,7

Henry Briggs (1561-1630)
Arithmetica Logarithmica, London, 1624.
dekadické logaritmy

logx=y x =10
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Logaritmy — vypocet dekadickych logaritmu

Vypocet log,,

Logaritmy a odmocniny  Dekadické logaritmy

2 zakladni pozorovani: /c — 1

naptiklad V21

n

G hs W N =

20

100

1000
10000

100 000
1000000
10000 000
100 000 000
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V2

2
1,414213562373095...
1,259921049894873...
1,189207115002721...
1, 148698354997035...
1,035264923841377...
1,00 6955550056718...
1,000 69338746258...
1,0000 69317120376...
1,00000 6931495828...
1,000000 69314742...
1,0000000 6931472...
1,00000000 6931471...

Logaritmy a odmocniny  Pfirozené logaritmy

PFirozeny logaritmus

Zakladni pozorovani:

1 n
e= lim <l + *)
n—o00 n

1

tj. e~ (1+;)n neboli

Vypocet In 2

\7§:1+5n

In2=1log,2=y 2=¢ I/

V2= (g

dle binomické véty:

tj. Enzy'];
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Ptirozeny logaritmus a logaritmy o jiném zakladu
Definice logaritmu: je to inverzni funkce k exponenciale

Jelikoz je oborem hodnot interval (0, +00), dostavame:

. lt+e,=(1+1y

y~n-e;=n-(V2-1)

Logaritmy a odmocniny  Pfirozené logaritmy

y=da, a>0,a#1, xeR.

Mocniny, odmaocniny, logaritmy, exponenciala

el/":%z1+%

1
Vem 1+ =
n

Itep=1+y -+

Mocniny, odmacniny, logaritmy, exponenciala

y=logxx <— x=4a

Logaritmy

Vypocet log,, 2

Logaritmy a odmocniny  Dekadické logaritmy

tj.log;2 =y

zékladni pozorovani: v/c — 1

dle binomické véty:

tj. enry-d,

2019 31/49
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\H/§=1+En

logp2=y
2 =10" /¥

V10 =1+,

= (V10)¥ t. l4e,= (1406,
I+en=1+y-6p+---

Maocniny, odmocniny, logaritmy, exponenciala

Logaritmy a odmocniny  Pfirozené logaritmy

Prirozeny logaritmus
priklad: vypocet In2 = log, 2

Vyhoda: pro vypocet hodnot In x neni tieba znat hodnotu ¢isla e

2

10

100
1000
10000
100000
1000000

In2~n-g,=n-(vV2-1)

0,693| 387462 ..
0,6931|71203...
0,69314]9582...
0,693147]420. ..

In2=0,693147180...

2019 37/49
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2-0,414213562--- = 0,828427124 . ..
10-0,071773462--- = 0,71773462. ..
0,69]5555005...
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Exponencidla  Exponenciala a jeji viastnosti

Exponenciala a komplexni ¢isla

Logaritmujme posledni rovnost pfi libovolném zakladu, napt. zakladu e:

Prava strana:
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Inx=1Ina"

Ina@=ylna

Inx

y=|logex= —

Ina

Mocniny, odmocniny, logaritmy, exponencila

pro ¢ = m:
Kolik je i'?
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R
A R HE A T

TR TR TR

Jr..A

Lox XY X
smx—ﬂ—§+5—ﬁ+
R
cosx = 75+E*a+

é¥ = cosp +isingp
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Logaritmy a odmocniny  Dekadické logaritmy

Logaritmy
piklad: vypocet log 2

. V2-1
10g102z5—= V2

dn V10-1

9 0,/11./12135623... _ 07 191...

10 0,2589254117... 0,277197...

0,0069555500567... __
100 0,02329299228... 0,298611...

0,00069338746258... __
1000 0,002305238(;7;.., =0,300787...

10000 0,301005...

log,;2 =0, 301029995664 . ..
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Logaritmy a odmocniny  Pfirozené logaritmy

Pfirozeny logaritmus
zkratka...

In2=n-(vV2-1)

1000000/9 — 1,000 000 693 147 . . .

In2=0,693147 ...
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