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Kuzelosecky jako fezy kuzelové plochy

vedeme fezy kuzelovou plochou, vzniknou specialni kfivky
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KM MFF UK Konstrukce elipsy - prO_lfikovlé smfétové Odkud se vzaly nazvy: elipsa, parabola, hyperbola*?
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Rzné pristupy ke kuzeloseckam Co vedlo ke zkouméni ezii kuzelové plochy? Co vedlo ke zkoumani fezii kuzelové plochy?
Problémy... Kuzelosecky a slune¢ni hodiny
starsi typy slune¢nich hodin
Co vedlo ke zkoumani kuzelose¢ek gnoémon (svisly obelisk): délka stinu — velmi nepfesné
(délka stinu se v prabéhu roku méni)
At Egypt + Mezopotamie — Recko
Piivod nazvi: elipsa, parabola, hyperbola Co vedlo ke zkoumani //@/
fezt kuzel & plochy? skafé: horizontalni duté polokulové slune¢ni hodiny (——
. rezu Kuzelove plochy¢ Recko 7. stol. pi. K
Kuzeloseéky jako fezy kuzelové plochy €ecko /. stol. pr. &r. f

zemska rotace

naro¢na vyroba
Zajimavé problémy, konstrukce
rovinné slune¢ni hodiny
snadna vyroba
problém: datové cary
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Co vedlo ke zkoumani fezii kuzelové plochy? Co vedlo ke zkoumani fezii kuzelové plochy? Co vedlo ke zkoumani fezii kuzelové plochy?
Rovinné slune¢ni hodiny — datové cary Rovinné slune¢ni hodiny — datové ¢ary Rovinné slune¢ni hodiny — datové ¢ary

Vyska Slunce se na obloze v prabéhu roku méni
=
je mozno postupné pozorovat soustavu hyperbol.

Prvni rovinné slune¢ni hodiny — Egypt, 4. stol. p. Kr.
(vytvafeny experimentalné)

Problém datové cary: po jaké kiivce se pohybuje konec stinu ukazatele (vyjimka: rovnodennosti - piimky)

v prubéhu daného dne v roce? y o
» Slunce se v priib&hu dne zdanlivé pohybuje po kruznici :per oly: ] ;

shuii odecitat dat
> 3picka ukazatele — bod umoznuji odecitat datum

- . . » usnadnuji pfesné narysovani hodinovych ¢éar
» spojenim vznikne kuzelova plocha Jip Y Yy

> jejim prinikem s rovinou ¢iselniku je tedy nutné kuzelose¢ka
Rovinné sluneéni hodiny s datovymi ¢arami

se v antice objevily poté, co se rozsifila zdkladni znalost kuzelosecek.
Skafé vzhledem k naro¢né vyrobé ustoupilo.

V nasich zemépisnych sitkach vesmés hyperboly. -
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Pocatky zkoumani kuzelosecek

Pocatky zkoumani kuzelosecek
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Pocatky zkoumani kuzelosecek Starsi teorie

Objev kuzelosecek — Menaichmos

Hippokratés z Chiu (2. pol. 5. stol. p¥. Kr.)

pieved| problém zdvojeni krychle na nalezeni dvou stfednich amérnych:
a_x _y

x y b

volbou a = 2b dostaneme
yP=2b.
Menaichmos (1. polovina 4. stol. pf. Kr.)
fesil problém nalezeni dvou stfednich umérnych pomoci kuzelosecek:
xy = ab, v? = bx,

nebo
x2:ay7 y2:bx.

(pokrocila prace s kuzeloseckami)
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Nazvy kuzeloseéek
, . .
Nazvy kuzelosecek
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Pocatky zkoumani kuZelosecek  Starsi teorie

Tfi slavné problémy antické matematiky

» kvadratura kruhu
» trisekce dhlu

» zdvojeni krychle

Zdvojeni krychle:
krétsky kral Minés ukladajici do hrobu svého syna Glauka

byl nespokojen, Ze je hrobka mala, a tak ji nechal zdvojnasobit,
tj. ,zvetsit v tomto poméru ve vech smérech®

geometrim se stale nedafilo takovy pomér najit

/2 totiz nelze eukleidovsky zkonstruovat
pozdéji jistym lidem z ostrova Délos véstba ulozila zdvojnasobit jejich oltar
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Pocatky zkoumani kuzelosecek Starsi teorie

Dvé teorie kuzelosecek

1. Starsi (napf. Archimédés)
fezy plasté kuzelu rovinou kolmou na povrsku
volbou dhlu pfi vrcholu dostaneme:
- elipsa — Fez ostrotihlého kuZelu
- parabola - fez pravoihlého kuzelu
- hyperbola - Fez tupoiihlého kuzelu

2. Mladsi (Apollénios)
fezy jedné kuzelové plochy
soucasné nazvy — Apollonios z Pergé (kol. 200 p¥. Kr.)
Konika
fezy obecné kosé kuzelové plochy
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Nazvy kuzelosecek Parabola dle Apollénia

Parabola dle Apollénia z Pergé (200 pf. Kr.)
podle Eukleidovy véty o vysce:

|KX? = | XN] - |MX|
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Pocatky zkoumani kuzelosecek  Starsi teorie

Objev kuzelosecek — Menaichmos
Hippokratés z Chiu (2. pol. 5. stol. pf. Kr.)
pieved| problém zdvojeni krychle na nalezeni dvou stfednich amérnych:

volbou a = 2b dostaneme
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Pocatky zkoumani kuzelosecek  Starsi teorie

Starsi teorie kuzelosecek (Archimédés)

fezy plasté kuzelu rovinou kolmou na povrsku

A
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Nazvy kuzelosecek Parabola dle Apollénia

Parabola dle Apollonia z Pergé (200 pt. Kr.)
podle Eukleidovy véty o vysce:

[KX|2 = |XN| - |MX|

e rovnobéznost = |XN| = |HG| = konst.
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Nézvy kuzeloseek  Parabola dle Apollénia

Parabola dle Apollénia z Pergé (200 pr. Kr.)
podle Eukleidovy véty o vysce:

[KX|2 = |XN| - [MX|

e rovnobéznost = |XN| = |HG| = konst.

e vyjadfeme |MX| pomoci | VX|

MX| BH
AVMX ~ AVBH = u=u
5 VX |VH|
H
e pax = LBHL oy
|VH|
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Nézvy kuzelosecek  Elipsa a hyperbola dle Apollgnia

Elipsa a hyperbola

Apollénios I, 12a 13
Rovnice elipsy/hyperboly (vrchol v pocatku):

xxa? v _

a? Iz
vyjadiime-li y?:
Oznaéme p = #, pak
V= pxF ¥

minus - elleipsis plus — hyperbolé
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Planimetrické definice kuzelosecek a fezy kuzelové plochy

Planimetrické definice kuzelosecek

a

rezy kuzelové plochy
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Nazvy kuzeloseéek  Parabola dle Apollénia

Parabola dle Apollénia z Pergé (200 pf. Kr.)
podle Eukleidovy véty o vysce:

KX = XN - [MX]

e rovnobéznost = |XN| = |HG| = konst.

o vyjadfeme |MX| pomoci | VX|

MX|  |BH
AVMX ~ AVBH = MY _ [BHI
" Vx| |VH|
tj.: IMX| = 1] [VX|
|VH|
celkem tedy:
|BH|
KX|? = |XN| - |IMX| = |HG| —: - |VX|-
[KX| \I\\IIWH‘I\
V=p-x
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Nizvy kuzelosecek  Elipsa a hyperbola dle Apollénia

Prikladani ploch - elipsa

p

Y =px— %
minus - Gloha pfilozit k zadané usecce délky p tse¢ku délky x takovou,
aby vysledny obdélnik obsahoval mensi obdélnik (plnou €arou) se stranou x,
ktery by mél stejny obsah, jako predepsany ¢tverec y?,
a zaroven byl mensi o ¢arkovany obdélnik podobny zadanému obdélniku
se stranami 2a, p.
Velkému obdélniku tedy chybi (fecky elleipd) ¢arkovany obdélnik.
Odtud ma elipsa svij nazev (elleipsis).
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Planimetrické definice kuzelosecek a fezy kuzelové plochy

Planimetrické definice elipsy
Elipsa:

mnozina véech bodii X v roviné, pro néz plati, ze
soucet vzdalenosti od dvou pevné zadanych bodt Fi, F; je konstantni:

|XF| + |XF2| = konst.

Zvolime-li KSS tak, aby F =[—¢,0], 2 = [e,0], X=[x )]

Vix+e?2+y2+/(x—e)? + y2 = konst.

P¥i vhodném oznaceni a po Upravach:

2y
2 p=!
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Nizvy kuzeloseéek  Parabola dle Apollénia

Parabola dle Apollénia (200 pf. Kr.)

Prikladani ploch

Y =px P

Interpretace:

uloha nalézt k zadané tsecce délky p tsecku délky x takovou,
aby mél obdélnik s témito stranami stejny obsah, jako ¢tverec
piedepsaného obsahu y?

prikladani ploch (fecky paraball), odtud parabolé — parabola
Eukleidovy Zaklady, 1, 44
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Nézvy kuzelosecek  Elipsa a hyperbola dle Apollénia

Prikladani ploch — hyperbola

- L
y2—px+ 2aX2

plus - obdélnik o obsahu y? pfesahuje (fecky hyperball6)
obdélnik se stranami p, x.

Odtud ma hyperbola sviij nazev (hyperbolé).
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Planimetrické definice kuzelosecek a fezy kuzelové plochy

Kuzelosecky jako fezy kuzelové plochy

Kruznice

Parabols

Zdenek Halas (KDM MFF UK) Kuzelosecky
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Planimetrické definice kuzelosecek a fezy kuzelové plochy Planimetrické definice kuzeloseéek a fezy kuzelové plochy

Queteletova--Dandelinova véta (elipsa)

\XE| = |XZI. |XF =IXHl = IXE+IXA = |XZI+|XH| = |HZ] = konst.

Queteletova--Dandelinova véta

o

P
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Konstrukce paraboly Konstrukee paraboly

Eukleidova véta o vysce Eukleidova véta o vysce

V2=Ca~cb

=

i
bsacky

V2:Ca'Cb

2p -

X

Zdenék Halas (KDM MFF UK) Kuzelosecky 27/49

Konstrukee paraboly Elipsa - konstrukce a obsah

Konstrukce paraboly — Avicenna

aplikace Eukleidovy véty o vysce V=c o

Poprvé v komentéafi k Apolléniovym Kénikam

sepsal persky lékaf, astronom a matematik ibn Sina (asi 980--1037)

Zakresleme fezy kuzelové plochy i parabolu do jedné roviny
ozna¢me p polomér kruznice dotykajici se osy y:  2p = |TO|
dostaneme ihned rovnici paraboly: y? = 2p - x.
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Cp

Elipsa — konstrukce a obsah
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Konstrukee paraboly

Konstrukce paraboly
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Konstrukce paraboly

Konstrukce paraboly

V=c-c Y =2p-x
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Elipsa - konstrukce a obsah  Konstrukce elipsy - prouzkova souctova

Konstrukce elipsy — prouzkova souctova

Uloha o klouzajicim zebfiku

X=lacosp,bsiny], pel0,7/2)

Zdenek Halas (KDM MFF UK) Kuzelosecky

26/49

29/49

32/49



Elipsa - konstrukce a obsah  Konstrukee elipsy ~ trojihelnikovi

Pravouhly trojuhelnik v mezikruzi

cosgazi( singo:%, » €10,2m)
a

B

(o
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Elipsa - konstrukce a obsah  Obsah elipsy
Obsabh elipsy
Cavalieriho princip
délka fezu: 2.y
er délek ez 2 YE—F b ér obsahit: ¢
omér délek fezli: —4——=—=— = omér obsahd:
P V@2 a P Sk
kruh elipsa
2y
— 42 —
+y'=a ZtgE=1
X2 b
—J2_ —pa 1" 2 _ 2
y a2 —-x y 2=, Ve X
b
Sy = nd’ Se=— S=—-nd’> =mab
a
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Kuzelosecky

Parabola: te¢na a ohniskova vlastnost

Tecna paraboly

Tecna paraboly

Zajimavost: vzdalenost bodu dotyku T od vrcholové te¢ny a vzdalenost
pruseciku Ps osou od vrcholové te¢ny je stejna.

‘va‘ = |VP‘
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Elipsa - konstrukce a obsah  Konstrukee elipsy ~ trojihelnikovi

Konstrukce elipsy - trojuhelnikova

X . y
cosp = — sinp = =~
a b
X = acosy y=bsingp
b b

6
6

w0
S
9

Zdenek Halas (KDM MFF UK) Kuzelosecky

Elipsa - konstrukce a obsah  Rownice elipsy v poldrnich soufadnicich

Rovnice elipsy v polarnich soufadnicich

[AX| =0, [|AR|=2¢ [FX] + |F2X| = 2a

‘ |RX]? = 0® + (2¢)% — 20 2e- cosap‘

(2a— 0)* = 0® + 4€® — 4gecos
4a® — dap + 0® = o* + 4€® — dgecos
& — ao

@ — & = ap— gecos

62 — pecos

b =0 (a—ecosyp)

b 2
B £
0= = e
a—ecosp 1—<cosyp
" 2
oznaéme p= %, e=¢
p
9117
—Ecosp
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Kuzelosecky

Parabola: te¢na a ohniskova vlastnost

Teéna paraboly

Tecna paraboly

V2 = 2px
tiyyo=p(x+x)
V=0, T=[x,y)
P=?,0]
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Elipsa - konstrukce a obsah  Konstrukee elipsy - trojihelnikova

Konstrukce elipsy — trojuhelnikova

sinyp = 4

b

X
cosp = —
a
tj.
; 2 2
coszgo + sin2Lp = (E) + (X) =1
a b
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Parabola: tetna a ohniskova vlastnost Teéna paraboly

Tecna paraboly
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Parabola: tecna a ohniskov vlastnost  Te¢na paraboly

Tecna paraboly

)/2:2px
tryyo=p(x+x)
V=0, T=[x,n]
P=17,0]

yyo=p(x+x)

35/49
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0= p(x+ X())
X = —Xo
P=[—x,0]
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Parabola: teéna a ohniskov vlastnost  Ohniskova vlastnost paraboly

Ohniskova vlastnost paraboly
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Asymptoty a tecna hyperboly

Asymptoty a tecna hyperboly
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Asymptoty a tecna hyperboly

Asymptoty hyperboly

obsah trojihelniku ohraniceného asymptotami a tecnou:  Saago = ab

a b a —b
A:[*!*] B:[*vi]
o D ISENS]
a -b
s o 1, ab ab A
S == © - (2,2
AABO a ? 2(@e T oo’
o &
T
X0, Yo X0 Yo Xg y(z) (0)
= . =20 _ 70 _q
e (a+b) (a b) az b B
1
SAABO = Qab(l + 1) =ab
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Parabola: teéna a ohniskova vlastnost  Ohniskova vlastnost paraboly

Ohniskova vlastnost paraboly

Paprsek vychazejici z ohniska se od paraboly odrazi tak, ze bude pokracovat
rovnobézné s jeji osou. (a naopak)

Pro pfipomenuti: thel dopadu = Ghlu odrazu

Zdenek Halas (KDM MFF UK) Kuzelosecky 43/49

Asymptoty a tecna hyperboly

Asymptoty hyperboly

obsah trojihelniku ohraniceného asymptotami a te¢nou

Prekvapiva zajimavost: tento trojuhelnik ma stale stejny obsah, at je te¢na
vedena v kterémkoli bodé T.
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Inspirace kuzeloseckami

Inspirace kuzeloseckami

pocatek (slunec¢ni hodiny, zdvojeni krychle)
kuzelo-secky (Queteletova-Dandelinova véta)

konstrukce kuzelosecek
- elipsa: bodova, zahradnicka, prouzkova a elipsograf, trojuhelnikova

nazev jednotlivych kuzelosecek

rovnice (parametrické, polarni soufadnice, ohniskové, vrcholové)
tecna

obsahy, objemy (Archimédés, objemy paraboloidu a elipsoidu)

aplikace

- elipsa: planety, klenby

- parabola: ohniskova vlastnost, sikmy vrh
- hyperbola: zvukoméfi¢ska tloha
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Parabola: te¢na a ohniskova viastnost  Ohniskova vlastnost paraboly

Ohniskova vlastnost paraboly
Staci ukazat, ze ATPF je rovnoramenny (tj. mame dokazat: |PF| = |FT|).
Potom totiz plati a« = .

e vrchol V je stiedem Usecek PTy i DF, proto |PD| = |FTy |
odtud plyne: | DT | = |PF|

o planimetricka definice paraboly: |FT| = |DT |

|FT| = |DTy | = |PF|

Kuzeloseeky

z obou pfedchozich bodu plyne:
Zdenék Halas (KDM MFF UK)

Asymptoty a teéna hyperboly
Asymptoty hyperboly
obsah trojthelniku ohraniceného asymptotami a tecnou

XX YYo
t:— -5 =1
a? b?

a2y =F—x
1,2yiFa

b
pruseciky: X—);O + “;yo =1
a
X (X0 YO>
— == )=1
a (a b
a
X1,2 =
TiY
a a
X] = — Xo = —
e YT o
j:b b —b
= +7x == i
y1,2 25 yi P y2 5
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