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Moderni pojeti

VA, BeU: AnBeU, AuBeU

OBJEM JEHLANU
1.S(A) >0, S =0

2A°NB =0 = S(AUB)=S(A)+ S(B)
33A=2B = S(A) =S(B)
4.3E; S(B)=1

Zdenék Halas

KDM MFF UK

6. prosince 2018
odtud plyne:
ACB = S(A)<S(B)

obdélnik — rovnobéznik — trojuhelnik
obdélnik — lichobéznik
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Teorie obsahu Teorie obsahu
Teorie obsahu — postup ve skole Teorie obsahu — ekvidekomposabilita

kazdy mnohouhelnik Ize rozlozit na trojahelniky

Zaklad

obdélnik — rovnobéznik — trojuhelnik
obdélnik — lichobéznik

Obsah obdélnika

S=a-b kdea,beN

S=ua-b kdea,bc Q™"

S=a-b kdea,beR" tj. S =lima, - b,
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Teorie obsahu

Ekvidekomposabilita ve 2D

Def. Dva mnohothelniky jsou ekvidekomposabilni:

Ize je napsat jako sjednoceni tychz neprekryvajicich se trojahelnikt

Bolyai-Gerweinova véta (1832, 1833)

Kazdé dva mnohouhelniky stejného obsahu
Jjsou ekvidekomposabilni.

Tj. definici obsahu mnohothelniki Ize zalozit na rozkladech na trojahelniky.
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A
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1928 Erich Schonhardt
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Teorie obsahu

Ekvidekomposabilita ve 3D

Existuje rozklad libovolného mnohosténu na ¢tyfstény?

1911 Nels Johann Lennes:
ne

1928 Erich Schonhardt
priklad — Schonhardtovo téleso
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Obsah trojahelniku

Hilbert: obsah rovnobézniku
Hilbert odkazuje na Eukleida (1, 35)

CD=EF — CE=DF
NACE = ABDF (sss)
D E F

A B

odeberme spole¢ny V, vzniknou lichobézniky stejného obsahu

6/33

ke kazdému z nich pfidejme bily /A, vzniknou rovnobézniky stejného obsahu
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Obsah trojdhelniku

Hilbert: obsah trojuhelniku
Hilbert odkazuje na Eukleida (1, 37)

predchozi véta plati pro rovnobézniky, tj. plati i pro jejich poloviny,

coz jsou trojuhelniky

Tato Gvaha je v poradku, mame-li k dispozici Archimédav axiom.
Nebo realna ¢isla.
Nebo aspon tvrzeni, ze celek je vétsi nez ¢ast (tak u Eukleida).

V nearchimédovskych geometriich mize byt obsah vsech mnohouhelniki
stejny. Cela teorie obsahu je pak trivialni.
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Objem jehlanu

Objem jehlanu
Objem jehlanu:
1
V=:-5\"
370"
tj. tfetina objemu hranolu
poprvé uvedl Démokritos dokazal Eudoxos

dukaz zaloZzen na exhaustivni metodé:

X, 1 dany dvé veliCiny razné velikosti: vétsi (V') a mensi (g):
- od vétsi odecCteme Cast vétsi nez jeji polovina

- a od zbytku opét odecteme Cast vétsi nez jeho polovina

- a od zbytku opét odecteme Cast vétsi nez jeho polovina

- a od zbytku opét odecteme Cast vétsi nez jeho polovina

a tak dale = v nékterém kroku uz zbude veli¢ina mensi nez ¢
(viz téz Archimédiiv axiom)
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Obsah trojahelniku

Hilbert: obsah trojuhelniku

Hilbert fesi obsah trojahelniku matematicky cisté, ale ...

zkratka definuje

SA==z2-v

C

korektnost: dle véty uu jsou podobné pravouhlé trojahelniky

Zdenék Halas (KDM MFF UK)
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OBJEM JEHLANU

Objem jehlanu

Objem jehlanu — XII, 3-7
XIl, 3

Jehlan s trojuhelnikovou podstavou lze rozlozit na:

- dva shodné jehlany (a podobné celému jehlanu)

6. prosince 2018

- dva hranoly stejného objemu (vétsi nez polovina celého jehlanu)

Tl 1

1
1
1
1
1
1
1
1

~~
~
~
S~
~

Zdenék Halas (KDM MFF UK)

OBJEM JEHLANU
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Objem jehlanu

Objem jehlanu — XII, 3-7

XII, 5 Pomér objemu trojbokych jehlant, které maji stejnou vysku, je
roven poméru obsahii jejich podstav.

dikaz zaloZzen na exhaustivni metodé

XlIl, 6 podstavou mnohothelnik

XIl, 7 hranol Ize rozlozit na 3 jehlany stejného objemu
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Objem jehlanu

XIl. kniha — dalsi vysledky

Xll, 2 pomér obsahti dvou kruhii = pomér ¢tvercti jejich prameért
XIl, 10 kuzel je tfetinou valce s touz podstavou a vyskou

XIl, 17 dvé soustfedné koule; do vétsi vepsat pravidelny mnohostén, ktery
nema s mensi kouli Zadny spole¢ny bod

XIl, 18 pomér obsahti dvou kouli = pomér krychli jejich pramért
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Objem jehlanu

Objem jehlanu — XII, 3-7

XIl, 7 hranol Ize rozlozit na 3 jehlany stejného objemu

Zdenék Halas (KDM MFF UK)

/N

OBJEM JEHLANU

Modernizace Eukleidovych vysledki

Objem koule u Archiméda

povrch koule:

objem koule:

S = 47r?

4 1
V:§7rr3:§'47rr2-r
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vlastné objem jehlanu s podstavou rovnou povrchu koule a vyskou r
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Ize brat i soucet jehlanki s vyskou r a podstavami pokryvajici povrch koule
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Modernizace Eukleidovych vysledki

Objem koule dnes

objem je integralem obsahu:

" 4
/ A7R2dR = —7r3
b 3

podobné obsah a obvod kruhu:

/ 2rRdR = mr?
0
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Modernizace Eukleidovych vysledki

23 Hilbertovych problémii

Druhy mezinarodni kongres matematikd, Pafiz
8. srpen 1900
Sekce Historie a bibliografie M
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Modernizace Eukleidovych vysledkt

Objem jehlanu dnes
V=V, +V,+V,+..

Vl =
V2 =
V3 — 22
1 1 1 4 1
V:ZSU_FPSU_'_ESU_F: :ZSv-ngSv
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Modernizace Eukleidovych vysledki

Publikace 23 HP

[1900a] Problémes mathématiques. ’Ens. Math. (1) 2, 349-355.
[1900b] Mathematische Probleme. Nachrichten Koniglichen Gesellschaft
Wissenschaften Goéttingen, math.-physik. Klasse, 253-297.

[1901a] Mathematische Probleme. Arch. Math. Physik (3) 1, 44-63,
213-237.

[1901b] Probléemes mathématiques. Revue Gén. Sci. Pures Appl. 12, 168-174.

[1901a] vyslo jesté 1902 francouzsky
[1902a] Sur les problémes futurs des mathématiques. 58—114;
1902b. Mathematical problems. Bull. Amer. Math. Soc. 8, 437-479.
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Modernizace Eukleidovych vysledki Modernizace Eukleidovych vysledkt

Gausslv dopis Gerlingovi Gausslv dopis Gerlingovi

(avss an Guaiive. - Got o April 1844 Gauss an GerLINg. Gottingen, 17. April 1844,
«««..... Ihre Bemerkungen iiber Symmetrie und Congruenz sind voll-
kommen treffend, Was noch zu desideriren wiire, ist der metaphysische Grund, Die Art, wie Sie die Volumengleichheit bloss symmetrischer, nicht zu-
warum es so ist (was bei Ihnen nur als eine wahrgenommene Thatsache auf- gleich congruenter, Korper beweisen, hat mir viel Vergniigen gemacht. Man
tritt) und damit auch die Erweiterung auf eine Geometrie von mehr als 3 Di- kénnte den Nerv davon so hervorheben, dass man sagt,
mensionen, wofiir wir menschliche Wesen keine Anschauung haben, die aber 1) dass man auf diejenigen Pyramiden aufmerksam macht, deren symme-
in abstracto betrachtet nicht widersprechend ist, und figlich hShern Wesen trische Gegenstiicke mit ihnen zugleich congruent sind, welches nem-
zukommen konnte. Um aber, aus dieser Hthe, wieder auf die Erde herunter- lich diejenigen sind, an denen zwei Seitenflichen zu einer dritten normal
sukommen, so ist es schade, dass die Gleichheit der Volumina kdrperlicher sind und in ihren Durchschnitten mit dieser gleiche Kanten geben, und
bloss symmetrischer, aber nicht congruenter Gebilde, sich nur durch die Ex- 2) dass man nachweist, wie jede Pyramide in 12 Pyramiden von der eben
bezeichneten Art zerlegt werden kann.

haustionsmethode, und nicht eben so elementarisch demonstriren ldsst, wie
meines Wissens zuerst Sie bei der Area des sphiirischen Dreiecks gezeigt haben.
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Modernizace Eukleidovych vysledki

Max Dehn (1878 — 1952)

Modernizace Eukleidovych vysledki

Treti Hilberttv problém

Zak Hilberttv
Predlozit dva Ctyfstény se shodnymi podstavami a s rovnajicimi se vyskami, )
které nelze rozlozit na shodné Ctyfstény, a které nelze slozit se shodnymi Doktorat 1900
Ctyfstény tak, aby tvorily dva mnohostény, které by bylo mozno rozlozit na
shodné ctyrstény.

1922 Frankfurt:
Seminar historie M

1940/41 USA
1945 Black Mountain
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Modernizace Eukleidovych vysledki

Dehn M.: Uber raumgleiche Polyeder. Nachrichten Kénigl. Ges. der Wiss. zu

Gottingen f. d. Jahr 1900, 345-354.

Zde predlozil dva ¢tyFstény fesici treti HilbertGv problém.

Dehn M.: Uber den Rauminhalt. Math. Ann. 55(1902), 465-478.

Kagan, V. F.: Uber die Transformation der Polyeder. Math. Ann. 57(1903),

421-424.
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Modernizace Eukleidovych vysledki

Dehnovy invarianty (H. Hadwiger)

Invariantni vzhledem k rozkladu (i shodnosti):

D; (P) =D, (P1) + D; (P2)

Pak uz snadno rozhodneme, zda dva Ctyfstény resi 3HP:
Df (P) = ZEGP f(ae)'|e|

aZ na rac. nasobek m — dihedralni fce
f:R—=Q; Vab€eR,
f(a+b) = f(a) + f(b),

qeQ

f@a)=qf@,  f(m=0
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Modernizace Eukleidovych vysledkt

M. Dehn a D. Hilbert

Vyroéni zprava kralovské védecké spole¢nosti v Gottingen (1900)

Nachrichten

von der

Konigl. Gesellsehaft der Wissenschaften

zu Gottingen.

Mathematisch - physikalische Klasse.
1900. Heft 3.

Inhalt.

tni
me und Electricitat
D. Hilbert, Mathem: Probleme . . . . . .. . . . . . 5 258
Alfred Loew ber die Transformation einer Hermiteschen Form

von nicht verschvindender Determiuante in sich. . . . . . . , 203
Robert Fricke, Die auntomorphen Elementarformen . . . . . . . 803
Robert Fricke, Die Ritter'sche Primform auf einer beliebigen Ric-

manwschen Flache . . . . . . . . . . . 14
A. Voss, Ceber die Principe von Hamilton und Mau 322
W. Nernst und H. Reynolds, Ueber die Leitfu
Mischungen bei hohen Temperaturen . . . . . . . 823
W. Voigt, Ueber die Infuenz f ischer Krystalle,
uber die P. Weiss'schen Beobachtungen am Magnedt . . . . . , 881
M. Dehn, Ueber raumgleiche Polyeder . . . . . . . . . . . . , 345
Zdenék Halas (KDM MFF UK) ~  OBJEM JEHLANU 6. prosince 2018
Gréttingen,

Commissionsverlag der Dieterich'schen Universitatsbuchhandlung
Liider Horstmann.

Modernizace Eukleidovych vysledki

Dehnovy invarianty — priklad

Jednotkova krychle K
a, = /2 le] =1
tudiz

D (K) = 12 f(or,)e] = 12:6(n/2)-1 = 6-(m) = 0
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Modernizace Eukleidovych vysledki

Zobecnéni Dehnovych vysledki

or N7

DI umoziuji: dva mnohostény nemaji zadny spole¢ny rozklad

Sydler J.-P.: Conditions nécessaires et suffisantes pour [’équivalence des
polyédres de lespace euclidean a trois dimensions. Comment. Math. Helv.
40(1965), 43-80.

Maji < jsou si Dehnovy invarianty rovny V f

n > 3 - Hugo Hadwiger, 1954
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Simplex

Zobecnéni — objem jehlanu v n-rozmérném prostoru
obsah rovnobézniku ABCD a objem rovnobéznosténu ABCDEFGH:

B—A
Szdet(f;_fl)‘ V = |det D—A
E—-A

simplex je v n-rozmérném prostoru dan n 4+ 1 LNZ body
zvolime-li jeden (napf. A), mazeme zbylé vrcholy permutovat: n!

e Usecka L=1-L,

e trojihelnik  S=1.S,
o ltyisttn V=1V,

o 4-simplex V= i -V,
- ..

e n-simplex V= % -V,

(porovnani s objemem pfislusného rovnobéznosténu)
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Simplex

Zobecnéni — objem jehlanu v n-rozmérném prostoru

simplex — konvexni obal n + 1 linearné nezavislych bodt v n-rozmérném
prostoru

e 0-rozmérny simplex — bod

e 1l-rozmérny simplex — Gsecka L=1-L,

e 2-rozmérny simplex — trojihelnik S=1-5,
e 3-rozmérny simplex — ¢tyfstén V= % -V

e 4-rozmérny simplex — 4-simplex V= % -V,
[

(porovnani s objemem opsaného hranolu)
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Simplex

Zobecnéni — vrcholy, hrany a stény jehlanu v
n-rozmérném prostoru

atvar vrcholi  hran stén
usecka 2 1
trojahelnik 3 3 1
Ctyfstén 4 6 4 1
4-simplex 5 10 10 5
n-simplex n+1

CtyfFstén:

W

= (1)

- hran (Lrozmérnych Gtvarl): 6 = (3) (2 vrcholy tvofi hranu)

- vrchol (Orozmérnych Gtvara):

- stén (2rozmérnych Gtvar(): 4 = (g) (3 vrcholy tvofi sténu)

- téles (3rozmérnych atvard): 1= (i) (4 vrcholy tvofi ¢tyFstén)
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Simplex
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