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Kapitola 3

Systémy obycejnych
diferencialnich rovnic

3.1 Kvalitativni teorie

Dosud jsme se zabyvali jedinou diferencidlni rovnici o jedné neznamé funkci.
V této zavérelné kapitole si viimneme piipadu n diferencidlnich rovnic o n
neznamych, kde n > 1 je pfirozené ¢islo. Pro jednoduchost se omezime jen na
systémy v explicitnim tvaru. Dale se omezime na rovnice obsahujici pouze prvni
derivace neznadmych funkci, coz, jak naznacime ni%e v pozndmce 3.1, neni na
ijmu obecnosti.

Uvazujme n funkci fi(z,21,...,20), fo(x,21,-..,20)s o, fu(@ 215+ oy 20),
které jsou definované na oteviené mnozing Q C R"*1. Systémem n diferencidl-
nich rovnic pruniho tddu o n nezndmych funkcich y;(z),...,y.(x) nazgyvame

soustavu tvaru

yll = fl(xaylay%-"’yn),
yé == f2(xay1,y2a--'ayn)a

) (3.1)
y;,, = .fn(x’yl,y%-“ayn)-

Definice 3.1 Necht (hy(x),ha(x),...,hn(x)) je n-tice funkci definovanych
na otevieném intervalu J. Tato n-tice se nazyva fesenim systému (3.1), jestlize
kazda funkce h;(x), i =1,...,n, md derivaci na J, pro kazdé x € J je splnéno
(z,h1(x),...,hn(x)) € Q a plati
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’1(56) = f1[$,h1(l'),---,hn($)],
hlz(x) = fa[z,hi(2),..., ha(2)],

hn(z) = folz,hi(z),..., ~ha(2)]
pro kazdé z € J.

Zdtraznéme jesté jednou, Ze jednim FeSenim systému (3.1) je n-tice funkef;
za kazdou nezndmou y; musime dosadit jednu funkci h;(z).
Dalsim pojmem, ktery zavedeme, bude pocateéni uloha.

Definice 3.2 Necht je dana (n + 1)-tice (zo,c1,...,cn) € Q. Pak tloha najit
feSeni (y1(z), ..., yn(x)) systému (3.1), které je definované na né&jakém intervalu
I obsahujicim z¢ a takové, Ze

y1(zo) = c1, ya(z0) = c2, .-+, Yn(T0) = Cn,
se nazyva Cauchyova poddtecni dloha pro systém (3.1).

V daném bodé x( tedy predepisujeme hodnotu kazdé slozky FeSeni.
Zapis systému (3.1) je dost t8zkopadny. Proto budeme pouZivat néasledujici
vektorovou symboliku. Ozna¢me

yz(yl,'-"yn)T a .fz(flw--,fn)T;

zde T zna& transponovanou matici, tj. Fadek se méni na sloupec a naopak. Tedy
f chépeme jako zobrazeni 2 do R™, které (n+1)-tici ¢isel (z, y1,...,yn) = (z,y)
prifadi n-tici Cisel
fl(x,y) fl(x’ylw"ayn)
f(z,y)= : = :
.f'n(x,y) fn(x,yl,"'ayn)
Dale derivaci matice, jejiz prvky jsou funkce, budeme rozumét matici, jejiz prvky
jsou derivace prvki pivodni matice, tj. napf.
i ’
y1(z)
y@)=| =
Yn () Yn(T)

Nyni je moZné systém (3.1) zapsat velice snadné jako

y, = f(x,y). (32)
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Na obou stranach této vektorové rovnice jsou sloupce. Porovname-li jejich prvky,
dostaneme pravé systém (3.1).
Vsimnéte si, Ze formalné vypada zapis (3.2) jako jedna rovnice prvniho radu
v explicitnim tvaru — viz (1.2) na str. 2. To je obrovska pfednost, ktera nesmirné
" usnadiiuje zapis systému diferencialnich rovnic.
Podobng, oznadime-li ¢ = (cy,...,c,)7, Ize Cauchyovu poéatetni tlohu
strucné zapsat takto:

y' = f(z,y), ylzo) =c (3.3)

Déle si ukazeme, ze diferencialni rovnici n-tého fadu v explicitnim tvaru lze
chapat jako specialni pfipad (3.1). Jde o rovnici

y(") = f(IL, Y, y,’ ) y(n—l)). (34)
Oznacme
vi=y v2=y, ... ,yn=y""".
Plati tudiz
yi - y’ = Y2,
yl2 - y,/ = Y3,
y;"‘l - y(n—l) = Yn,
y;l N y(n) - f(:v,y,y’,.,,,y(n—l)) = f(x7y1>y23-.-,yn)a
coz vede k systému
yll = Y2,
y,2 = Y3,
: (3.5)
yln—-l = Yn,
y':l‘ = f(x’yl?"',yn).

To je systém tvaru (3.1), kde

fl(x,yly""yn) = Y2,
f2(x7y17"‘ayn) = Vs,

fn—-l(m’yla o "y'n) = Yn,
fn(l"ylv""yn) f(xayl""’yn)-

Ziejmé plati

Véta 3.1 Funkce y(x), = € I, je teSenim rovnice (3.4) pravé tehdy, kdyz
(y(x), 9 (x), ...,y V(x)) je resenim systému (3.5).
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Tedy z vysledki tykajicich se systému (3.1), které jsou uvedeny dale, plynou
mimo jiné i vysledky o rovnici (3.4), které jsou ve druhé kapitole, ale i vysledky
o rovnici (3.2), kde n = 1, tj. vysledky prvni kapitoly. VSimnéte si, Ze i po¢ateéni
ulohy pro rovnici (3.4) a systém (3.5) si odpovidaji.

Poznamka 3.1 Analogicky je moZné i systémy vysSiho fddu s osamostatné-
nymi nejvySSimi derivacemi prevést na systémy prvniho fadu s véts§im podtem
neznamych.

Definice 3.3 Rekneme, e po&ateéni tloha (3.3) mé prdvé jedno feseni, jestlize
pro kazdou dvojici feSeni

h(.’l)) = (hl(x), SRR hn(x))T’ zel, k(ﬂ)) = (kl(x), ) kn(x))T, z € J,
této ulohy existuje okoli O bodu zo, O C I N J, tak, Ze
h(z) = k(z), tj. hi(z) =ki(z),..., ha(x) = kn(z) proz € O.

Rekneme, Ze vektorova funkce f(z,y) spliiuje Lipschitzovu podminku, jestli-
ze kazda jeji slozka f;(z,y1,...,Yn), i =1,...,n, spliuje Lipschitzovu podmin-
ku ve smyslu uvedeném na str. 49. Podobné spojitosti f(x,y) rozumime, Ze
kazda slozka fi;(z,y1,...,Yn) je spojita.

Nyni lze dokazat

Véta 3.2 (O existenci a jednoznaénosti) Necht f(x,y) je spojitd na §Q.
Pak pro kazdé (zo, c) € Q md poédtecni iloha

y’ = f(x,y)a y($0) =cC

alesponi jedno Teseni.

Spliiuje-li navic f(z,y) v kazdém bodé Q lokdiné Lipschitzovu podminku, je
toto Tesent jediné.

Predchozi véta nam zarucuje, Ze za jistych podminek prochazi kaZzdym bo-
dem (zo, ¢) mnoZiny 2 (aspoii jedno) feSeni, které je definované na jistém inter-
valu, jenZ je okolim bodu zj. Doposud jsme se v8ak nezajimali (ani pro jednu
rovnici) otazkou, jak moc velky miZe tento interval byt. To vzapéti napravime.
Vzhledem k tomu, Ze jedna rovnice (i vy$8iho fadu) je specidlnim p¥ipadem
systému (3.2), budou nésledujici vysledky platit i pro rovnice vySetfované v ka-
pitolach 1 a 2.

Definice 3.4 Necht y,(z), = € I1, a y,(z), = € I, jsou dvé FeSeni systému
(3.2). | '

Rekneme, 7e y,(z) je prodlouenim y,(x), jestlize I; O I, a pro kazdé x € I, je
y1(z) = yy().

ReSenf y, (r) nazveme vlastnim prodlouzenim y,(z), jestlize je jeho prodlouZe-
nim a pfitom I; # I5.

ResSen{ y(z) systému (3.2) se nazyva upiné, jestlize neexistuje jeho vlastni pro-

v v

dlouZeni (fikdme téz, Ze je neprodlouzitelné).
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Uplné fedeni je tedy pravé to feSeni, jehoZ defini¢ni obor jiZ neni mo¥né
zvétSit. Plati pro né obdoba véty 3.2.

Véta 3.3 Necht f(z,y) je spojitd na Q0. Pak pro kazdé (@0, €) € Q md pocdtecni
tloha

y' = f(z,y), ylzo)=c

alesponi jedno iplné Tesent.
Spliiuje-li navic [\«,y) v kazdém bodé Q lokdine Lipschitzovu podminku, je
toto dplné teseni jediné.

Vysledky o tplném feSeni lze podstatné prohloubit, aviak to je jiz mimo
ramec téchto skript. Zajemce odkazujeme napf. na prace [14, str. 22] nebo téz%
[20, str. 36]. |

3.2 Linearni systémy

Tak jako ve druhé kapitole, i zde se omezime na studium linedrnich systéma.
Jejich vyznam by bylo mo7né zdtvodnit podobné jako u jedné rovnice vyssiho
fadu — viz str. 51. I zde lze provést linearizaci, tj. nahradit pravé strany (3.1)
totalnim diferencidlem se stfedem v néjakém Feseni a pak zanedbat zbytek. De-
taily provadét nebudeme. Stejné tak by bylo mo?né hovofit o spojité zavislosti
eSeni na pocate¢nich podminkach a parametrech. Literatura uvedens v kapitole
2 na str. 53 se tyk4 pfevazné i systémi.

A nyni jiz pfejdeme ke studiu linedrnich systémi. Systém tvaru

yll = au(x)y1 + -+ aln(x)yn + bl(x)7
yé = agn(x)y, + - + azn (T)yn + ba (),
. (3.6)

Yn-1 = an—ll(x)yl + o+ an—ln(x)yn + bn—l(x)a
y’:‘l = anl(w)yl + 0+ ann(x)yn -+ bn(IE)

se nazyva linedrni systém obycejnych diferencidlnich rovnic prvnfho fadu.
Tento systém se nazyvé homogenni, jestlize plati, ze b;(z) =0, i = 1,...,n.
Pokud alespoii jedna funkce b;(z) neni identicky nulova, nazyva se systém ne-
homogenni.
ProtoZe zépis (3.6) je velice komplikovany, pokusime se opét pouzit matico-
vou symboliku. Oznaéme

aii(xz) ... ap(z) by (z) y1(z)
A@)=| | oBw=| | ww=|
ani(x) ... apn(z) b () Yn ()
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Matici A(z) budeme nazyvat matici koeficientd systému (3.6), B(z) sloupcem
pravych stran a y(z) sloupcem nezndmych. Nyni lze snadno ovéfit, ze (3.6) je
ekvivalentni zapisu '

¥ = A(z)y + B(z), ' (3.7)

kde A(z)y znaci souin dvou matic, + znadi soutet matic a derivace se provadi
po sloZzkach.

Véta 3.4 Necht maticové funkce A(x) a B(z) jsou spojité na otevieném inter-
valu I. Pak pro kazdé o € I a c € R™ md pocdtecni dloha

v = A(@)y+B(z), y(z)=c,
prdvé jedno (uplné) feseni, které je definované na celém I.

V dal8im budeme automaticky pfedpoklddat (pokud nebude vyslovné fedeno
jinak), Ze A(z) a B(z) jsou spojité.

Pro linedrn{ systémy rovnéZz plati princip superpozice. Dikaz je obdobny
jako u jedné rovnice prvniho fadu.

Véta 3.5 Necht y,(x) je fefeni systému y' = A(z)y + B1(z) a y,(x) je fesend
systemu y' = A(z)y + Ba(x). Necht ¢y, co € R. Pak sloupec 1y () + coy, ()
je Teseni systému y' = A(x)y + c1B1(z) + coBa(x).

VSimnéme si vztahu linedrni diferencidlni rovnice n-tého fadu a systému.
PouZijeme-li na rovnici

-

¥ + a1 @)y -+ ar @)y + ao(2)y = b(a) (3.8)

postup uvedeny na str. 84, ma systém odpovidajici systému (3.5) tvar

yll = Y2,
Yo = Ys,
(3.9)
Yno1 = Yns
Un = —ao(@)yr — ar1(@)yz — ax(x)ys — - = an_1(@)yn + b(2).
Tedy
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Afz) = : ’
0 0 0 0 1
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B(z) =

0
b(z)
Odpovidajici systém (3.9) je tudiZ rovnéZ linedrni a velice specidlnfho tvaru.

Naopak kaZzdému systému tvaru (3.9) odpovidé jedna rovnice n-tého ¥adu tvaru
(3.8). V tomto smyslu jsou tedy (3.8) a (3.9) ekvivalentni.

3.2.1 Homogenni systémy

Jde o systémy tvaru

v1 = an(:c)yl + ...+ aln(m)yn,
: tj. maticové y' = A(x)y. (3.10)
Yn = an1(T)y1 + ... + Gnn(2T)Yn,

Z véty 3.4 a z principu superpozice bezprostfedné snadno vyplyva volbou
B, (z) = By(z) = 0 nésledujici véta.

Véta 3.6 Jsou-li y,(z) a y,(x) dvé fedeni systému (3.10) a ¢ € R, pak také
y1(z) + yo(z) a cy,(z) jsou fedent tohoto systému.
Tedy fedeni systému (3.10) tvori vektorovy prostor. Jeho dimenze je n.

Poznédmka 3.2 Oznaime-li % zobrazeni, které n-tici funkci (ve sloupci)
y(x) = ((x),...,ya(2))T majicich spojité prvni derivace pfifadi novou
n-tici funkei y'(z) — A(2)y(z), tj. £L(y) = ¥’ — A(x)y, snadno se ovéii, Ze
jde o linearni zobrazeni vektorového prostoru V; n-tic funkci se spojitou prvni
derivaci do vektorového prostoru V; n-tic spojitych funkei. Tedy y(z) je FeSeni
(3.10) pravé tehdy, kdyz Z(y) = 0, tj. kdyZ y je prvkem jadra .Z. Pfedchozi
véta Fikd, Zze defekt £ je n. Z véty 3.4 pak déle plyne, Ze ke kazdému spoji-
tému sloupci B(z) € V; existuje y(z) € V; tak, ze Z(y) = B(z). Tedy £ je
zobrazeni V; na Va, tj. tzv. surjekce.

Zvolme nyni n&jakou bazi y,(z),...,y,(z) v prostoru feseni rovnice (3.10).
Oznaéme
yz(w) = (yli(x)ay%(x)a vy yni(m))T’ i = 1’ oo ’n

Tuto bazi nazyvame fundamentdini systém soustavy (3.10). Matice
yu(x) oo Yin (.’B)
Y(z) = ,
Yn1(z) ... Ynn(2)



3.2 Linearni systémy 89

sestavend ze sloupct y, (), ..., y,(x), se nazyva fundamentdlni matice systému
(3.10).
Déle pro libovolnou n-tici feSeni y,(z),...,y, (z) definujeme
yu(z) ... yin(z)
Wy, -y =| I
Yn1() ot Yun(®)

Tento determinant nazyvame wronskidn. Plati

Véta 3.7 Bud je W(y,,...,y,) =0 na I, nebo je W(y,,...,y,) #0 na I.

Tento vysledek dava smysl nasledujici vété.

Véta 3.8 MnoZinan feseniyy,...,y, systému (3.10) je linedrné nezdvisld prd-
vé tehdy, kdyz W(y,,...,y,) #0 na I.

K ovéfeni této podminky tedy podobné jako u rovnice n-tého fadu staci ovéfit,
ze v jednom konkrétnim z¢ € I je W[y (xo),...,y,(x0)] # 0. Z pfedchozi véty
dale plyne

Véta 3.9 Fundamentdlni matice Y (x) je reguldrni, tj. existuje k ni inverzni
matice Y " (z).

Z véty 3.6 dostavame rovnéz nasledujici dulezité tvrzeni.

Véta 3.10 Je-liy,(x),...,y,(x) fundamentdlni systém soustavy (3.10), je obec-
né feseni (3.10) tvaru

y(x):clyl(m)+"'+cnyn(m‘)’ Cla"')anR. (311)
Oznac¢ime-li ¢ = (cy,...,¢,), lze obecné Feseni zapsat ve tvaru
y(z) =Y (2)c, (3.12)

kde Y (z) je fundamentalni matice.

Zbyva tedy urcit néjaky fundamentalni systém. Bohuzel, vysledek je obdobny
jako u jedné linearni rovnice fadu n > 2. Obecné neumime najit fundamentalni
systém slozeny z elementarnich funkei, i kdyZ koeficienty a;;(x) jsou elemen-
tarni funkce. Tuto tlohu jsme v podstaté schopni zvladnout, pokud jsou a;;(x)
konstanty. Tim se budeme zabyvat pozdéji.
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3.2.2 Nehomogenni systémy

Jde o systém tvaru '
Y = A(z)y + B(z). (3.13)

PouZitim principu superpozice z véty 3.5 se snadno ovéii (podobné jako v dikazu
véty 1.7, kterd se tykd jedné rovnice prvniho fadu), Ze plati

Véta 3.11 Nechty,(z),...,y,(x) je fundamentdlni systém homogenni sousta-
vy y = A(x)y ayyv) je partikuldrni feseni systému (3.13). Pak obecné fesent
systému (3.13) md tvar

y(CL‘) = clyl(a:) +o cnyn(x) + y0($), Cly...,Cn € R.
To 1ze maticové zapsat ve tvaru
y(z) =Y (z)c+ yq(2),

kde Y (x) je fundamentélni matice a ¢ = (c1,...,c,)T. Opét tedy plati dileZity
princip, se kterym jsme se jiz dvakrat setkali. Oznaéme

ORHSLDR........ obecné reSeni homog. syst. linear. dif. rovnic

PRHSLDR........ partikuldrni feSeni homog. syst. linear. dif. rovnic

ORNSLDR........ obecné FeSeni nehomog. syst. linear. dif. rovnic

PRNSLDR..... ... partikuldrni FeSenf nehomog. syst. linear. dif. rovnic
Pak

ORNSLDR=ORHSLDR+PRNSLDR

Predpoklddédme-li, Ze zndme fundamentalni systém pfisluné homogenni sou-
stavy, zbyva popsat, jak najdeme partikuldrni FeSeni nehomogenniho systému.
Univerzéalni metodou je znovu variace konstant.

Variace konstant

Myslenka je obdobna jako u jedné rovnice, tj. nahradit v obecném Fegeni (3.11)
konstanty cy,...,c, vhodnymi funkcemi K;(x),..., K, (z) a najit partikularni
FeSeni rovnice (3.13) ve tvaru

Yo(z) = Ki(2)y,(2) + -+ + Kn(2)y, (2).

Dosadime tento tvar do rovnice (3.13). K tomu nejprve uréime yg(z). Vzhledem
k tomu, Ze -derivace matice se provadéji po slozkach, ovéri se velmi snadno, Ze
pro derivaci sou¢tu a soucinu dvou matic plati naprosto obdobné vzorce jako
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pro derivaci souctu a soucinu dvou funkci. Podrobnéji, jsou-li M (z) a N (z) dvé
matice, které lze secitat resp. nasobit a jejichZ prvky maji derivace, plati

(M (2)+N(z)) = M'(z)+N'(z), (M(z)N(z))' = M'(z)N(z)+M (z)N'(z).
Oznatme jests K (z) = (K1(z),. .., Ka(z))T. Pak
Yo(v) =Y (2)K(z) = yo(e) =Y'(2)K(z)+ Y (2)K'(x),
kde Y (z) je fundamentalni matice. Po dosazeni do (3.13) vychaz
Y'(2)K(2)+ Y (2)K'(z) = A(z)Y (2) K (z) + B(z),

tj. (vynechdme x)
Y'K+YK' = AYK + B.

Protoze Y' = AY,je YK = AY K, a tedy K’ musi spliiovat rovnici
YK’ = B.

Jelikoz Y () je reguldrni, existuje inverzni matice Y ™' (z), kterou vynasobime
predchozi rovnost zleva. Vyjde

K'(z) =Y ' (z)B(z).

Chéapeme-li integral z matice opét tak, Ze ho provadime po slozkach, lze psat
K(z) = / Y~!(2)B(z) dx (3.14)

(uréime jednu konkrétni primitivni funkci, tj. volime napi. nulové integracéni
konstanty). Pak

Yo(z) =Y (2) /Y_l(x)B(a:) dx

a obecné FeSeni rovnice (3.13) m4 tvar
y(z) = Y(z)c+ Y () / Y~ (2)B(x) dz, (3.15)

kde ¢ je libovolny sloupec konstant.

Postup budeme ilustrovat na prikladu. Nejprve vSak jesté uvedeme nasledu-
jici celkem samozfejmou poznamku.

Poznamka 3.3 Co se tyka praktického feSeni pocateéni ulohy (homogenniho
nebo nehomogenniho systému), postupujeme jako u jedné rovnice, tj. nejprve
najdeme obecné feSeni a pak dosadime pocateéni podminky a uréime konstanty,
coz vede na TeSeni linedrniho algebraického systému rovnic, ktery ma jediné
feSeni.
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. . T . T
Piiklad 3.1 Ovéite, Je y, (z) = (-?39—”3 CO”) L oy(z) = (-cosx, Smw)
- T T

x x
je fundamentalni systém homogenni soustavy pfislusné k

1= “8 4y + 2sing,
’ z y2 $>0,
yh = -y — . + 2cosx,

a najdéte jeho obecné reSeni.

Regeni: Po dosazeni do piisluinych homogennich rovnic vyjde pro Y,

. / . .
sinz X COST — Sin T 1 sinxz coszx
T 2 r x
(cos:z:)' —xsinx — cosx sinz 1 cosz
T x? x r x
a pro y,
! . .
—cosT rsinx + cosw 1 ( cosx)+51na:
T x? x x x
. ! . .
sinx TrCcosSx —sinx ( coS T ) 1 sinx
z 2 x x x

tedy vy, 1 y, jsou feSeni homogenniho systému. Oznacme

sinx cosT
_ T T _ 2sinx
Y(r)= cosr  sinzx . B) ( 2cos T ) :

T T

Protoze det Y (z) = %2# 4o = = # 0 pro z > 0, je Y (z) fundamentélni

2

matice. Dale vypocteme Y ~!(z). Postupné mame (viz napt. [32, str. 43))

sinx cos T

. B x x
adj ¥ () = cosx sinz

T €T

a tedy

_adj Y(z)

Yoie) = det Y (z)

— 2% ad; Y(:c):( rsinz xcosx)

—xcosx sinx
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Nyni podle vzorce (3.15) uréime

Y"l(:r)B(x)-:( rsinx zxcosw > ( 2sinx ) _

—rcost xsinz 2cosx
B 2 sin® z + 2z cos x [ 2z
—2rsinxcosx + 2z sinx cos 0o /J°

fr-rmmerse— (i) =(3)

Partikularni feSeni mé proto tvar

Tedy

sin x cosS T
_ 5 .
B . B T T T [ asinz
Yo(r) =Y () /Y (2)B(v) do = cosx  sinx ( 0 > N ( rCcosT )
x T
a obecné feseni je
sinx cos T
vy _ x T 1 rsinx
y(z) (x)e+yo(x) cosx  sinw ( 2 T\ wcosz )
T x
tj.
sinx cosx .
y1(z) = ¢ — ¢y . + xsinx,
cos sin x c1, €2 € It.
ya(z) = 1 Co + xcosz,

3.3 Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Jak jsme se jiz zminili, neumime obecné najit fundamentdlni systém homogenni
soustavy, pokud jsou koeficienty skutecné funkcemi x. V pripadé, Ze jde o kon-
stanty, je situace vyrazné priznivéjsi, nebot jsme schopni v podstaté efektivné
najit fundamentalni systém (aZ na problém nalezeni kofenti polynomt).

Uvazujme tedy systém

yll = a11Y1 + ... + Q1aYn,
: tj. maticové y' = Ay, (3.16)
y:; = Gp1Y1 + ... + Qun¥n,

kde A je konstantni matice. Ke standardnim metodam pat¥i postup zaloZe-
ny na Jordanové!'? kanonickém tvaru matice, ktery oviem vyzaduje znalost

12Marie Edmond Camille Jordan (1832-1922) (&ti zordan) — vyznamny francouzsky
matematik. Zabyval se matematickou analyzou, algebrou, teorii funkci, topologii, krystalo-
grafii, kinematikou, stabilitou, geometrickou pravdépodobnosti, teorii &isel a diferencialnimi
rovnicemi. Jeden z tviirci moderni matematiky.
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Weierstrassovy'® teorie elementarnich dgliteli. Dale je to postup vyuZivaji-
ci norméln{ systém vektori matice, ktery vyzaduje znalost Weyrovy!'? teorie
a Weyrovych charakteristik. Jak teorie elementarnich déliteli, tak ji ekvivalent-
ni Weyrova teorie patfi do linedrni algebry a jde o relativné sloZité vysledky.
Jejich znalost je mimo ramec b&Znych znalosti, které inZenyii z této oblasti
mivaji. Z toho divodu plny popis obecného FeSeni systému (3.16) &ini potize.

My si ukdzeme nejprve tzv. elimina¢ni metodu, kterd je sice co do algoritmu
jednoduchd, ale nedaif se dost dobfe teoreticky popsat komplikace, které mohou
nastat. Proto se pro vétsi systémy nehodi. Déle si vSimneme metody vyuZzivajici
normalni systém vektort, ale jen ve specidlnich p¥ipadech. V poslednich letech se
objevily nové, velice u¢inné metody, které bohuZzel zatim nejsou p¥ilis rozsifené.
Lze ¥ici, Ze jsou jednodussi nez vySe zminéné metody (maji podstatné mensi
naroky na znalosti hlubSich partii linedrni algebry). Jsou vesmés zaloZeny na
Cayleyové'®-Hamiltonové!® v&té. My si uvedeme alespoii jednu velmi elegantni
ukazku.

3.3.1 Eliminac¢ni metoda
Tato metoda je pouzitelna i na nehomogenni systémy tvaru

Y1 = anyx + -+ ayn + al(x)a
: (3.17)

/

Yn = Qn1Y1 + -+ + QpplYn + an (),

kde a;; jsou konstanty a «;(z) jsou funkce, majici dostatetny pocet derivaci.
Princip spociva v tom, Ze se systém n rovnic prvniho fadu prevede na jedinou
linedrni rovnici n-tého fadu (s konstantnimi koeficienty). Nazna¢ime si nyni
postup.

I. Zvolime jednu rovnici v (3.17), nap¥. prvni, a tu zderivujeme. Vyjde
yi = anyy + -+ any, + oy (2).

Do pravé strany této rovnice dosadime za y!,...,y!, ze (3.17). Po upravé dosta-
neme néjakou rovnici tvaru

Y =biy1+ -+ bayn + B(x), b ER, i=1,...,n

. 13Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (&ti vajritras) — vyznamny némec-
ky matematik. Zabyval se matematickou analyzou, analytickymi funkcemi, varia¢nim poctem,
diferencialni geometrii a linedrni algebrou. Jeden z nejvétsich matematik@ vsech dob.

MEduard Weyr (1852-1903) (&ti vejr) — &esky matematik. Zabyval se projektivni geo-
metrii kfivek a ploch, algebrou, teorii matic a matematickou analyzou.

15 Artur Cayley (1821-1895) (¢ti keli) — anglicky matematik. Zabyval se algebrou, algeb-
raickou geometrii a teorii invariantt. Zah4jil rozpracovani teorie matic.

16William Rowan Hamilton (1805-1865) (¢ti hemilton) — irsky matematik. Zabyval
se matematickou optikou, mechanikou a variacnim poc¢tem. Vymyslel kvaterniony a zavedl
pojem vektor. Pracoval téZ v geometrii, algebfe a diferencidlnich rovnicich. Ve 13 letech miuvil
obstojné trinacti jazyky.
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II. Ziskanou rovnici opét zderivujeme, tj. dostaneme rovnici

12

yi' = biyy + -+ bayy + (@),
a do ni znovu dosadime ze (3.17) za yi,...,y.,. Vyjde
v ' =cipi+ -+ enyn +(@), G ER,i=1,...,n.
III. Tento postup opakujeme, az dostaneme rovnici
™ =dw 4. A dayn +0(x), dER, i=1,...,n.

IV. Nyni mame soustavu rovnic tvaru

yll = a1 + o+ AinYn + O[(.’L’),

Yy = byr + o+ buyn + B(),
: (3.18)
ygn) = dlyl + o+ dnyn + 5(11?)
Z tohoto systému postupné vylou¢ime neznamé yq,...,y,, a to tak, Ze nejprve

z prvni rovnice v (3.18) vypoéteme napi. y» a dosadime do zbyvajicich rovnic.
Tim se pocet rovnic o jednu snizi a nebude zde jiz y,. Nyni opét z prvni ze zby-
vajicich rovnic, tj. z té, kterd obsahuje y!, vypocteme napf. ys, dosadime do
ostatnich atd. Nakonec ndm vyjde jedna rovnice n-tého Fadu pro y; (). Najde-
me obecné fedeni této rovnice, které bude obsahovat n konstant.

V. Obecny tvar y;(x) dosadime do levych stran v (3.18) a ze vzniklych rovnic
jiz pouze algebraicky vypoc¢itame yo(x), ..., yn(x).

Uskalim této metody je, Ze v kroku I'V. se miiZe stat, Ze nedojdeme az k y§"),

ale jiz dfive nastane situace, kdy vSechny neznamé ys,...,y, se vyrusi. Tedy
pro y1(x) tudiZ dostaneme rovnici nizs§iho fadu nez n. Jeji obecné feSeni bude
proto obsahovat méné& neZ n konstant. Pak nezbyva nez dosadit y; () do (3.17)
a obdobné jako pro y; (z) vytvorit z téchto rovnic diferencidlni rovnici pro ya(x).
To se mize nékolikrat opakovat. Musime pokracovat tak dlouho, az dostaneme
n integra¢nich konstant. Jinymi slovy, muize se stat, Ze se systém nepodafi pie-
vést na jednu rovnici n-tého ¥adu ale na nékolik rovnic nizSich fada (soucet
jejich Fadu je ovSem n ). Je obtizné popsat, kdy tato situace nastane. Souvisi to
jednak s tim, pro kterou neznamou budeme vytvatet diferencidlni rovnici a zda
jsou nékteré slozky vlastnich vektord (viz nize) v fadku odpovidajicim zvolené
nezndmé nulové, jednak se strukturou normaélniho systému vektort.

Priklad 3.2 Najdéte obecné feSeni systému

vy = 4y; — 3y2 + sinw,
yh = 2y1 — Yz — 2cosz.
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Reseni: Vytvofime napf. rovnici pro y;. Derivaci prvni rovnice vyjde

y{ = 4y} — 3y5 + cosz

a tedy

5

yy = 4(4y; — 3y2 +sinz) — 3(2y; — y2 — 2cosx) + cosx =
= 10y; — 9y2 +4sinx + 7cos .
Ze systému

Yy = 4y1 — 3y2 + sinuz,

yy = 10y1 — 9y2 + 4sinx + 7Tcosw (3.19)

nyni vyloué¢ime yo. Odeclteme-li trojnasobek prvni rovnice od druhé, dostaneme
y! =3y} = —2y; +sinz+Tcoszx = yi—3y;+2y; = Tcosz+sinz. (3.20)

Charakteristicka rovnice je

/\2_3/\+2=0 - /\1’2=

3£/9-8 3+1 (1
2 T2 T 12

Obecné FeSeni rovnice (3.20) je
y(x) = c1e® + cpe?®.
Partikuldrni feSeni budeme hledat ve tvaru

yo(z) = acosz + bsinz.

Je
yp = —asinx + bcosx = y; = —acosx — bsinx

a po dosazeni do (3.20) mame
—acosx — bsinx + 3asinx — 3bcosx + 2acosz + 2bsinx = 7cosx + sinz,
(a — 3b)cosz + (3a + b)sinx = 7cosz + sinx.
Tedy musi platit

= a=1, b=-2.

Celkové
y1(x) = c1e® + coe®™ + cosx — 2sinz.
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Dosazenim za y;(x) do prvni rovnice v (3.19) uréime yz(z). Vyjde

c1€% + 2c0€*® —sinz — 2cosz =
= 4c1€® + 4coe®® + 4cosx — 8sinz — 3y2 + sin x,
tj.
2
ya2(x) = c1€” + 5026230 + 2cosz — 2sinz.
Maticové vysledek zapiSeme takto:

(2) = c1e® + cpe?® 4+ cosx — 2sinx B
y cle“+§-02ezz+200s:c—2sinm -

_ 1 v 1 . cosx — 2sinx
_cl< 1 )e +62( % )e +< 2cosx — 2sinw )

Tedy fundamentalni systém homogenni soustavy je

ylz(em,ex)T, y2=(62w,-‘6

a partikularni feSeni nehomogenniho systému je

Yo = (cosz — 2sinz,2cosz — 2sinz)?.

Priklad 3.3 Najdéte obecné feSeni systému
Y1 = —3y1 + 4y — 2y3,

y,2 N + Y3,
ys = 6y; — 6ys + 5ys.

Resent: Vytvofime rovnici pro y;. Derivujeme prvni rovnici a po dosazeni
vyjde

yi = —3yy +4yy — 2y5 = |
= —3(—3y1 + 4y2 — 2y3) + 4(y1 + y3) — 2(6y1 — 6y2 + 5y3) = Y1.

Pro y; tedy dostavdme (ani neni t¥eba psat systém (3.18) a provadét eliminaci),
ze

yi —y1 =0,
Charakteristickd rovnice A2 — 1 = 0 ma ko¥eny A1,2 = 1 a obecné feSeni mé
tvar

y1(x) = cre” + coe™ 7.

Po dosazeni do prvni rovnice mame

cie” — coe” T = —3c1e” — 3cae” T + 4dys — 2y3
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a odtud

Yz = 2y2 - 26163: - Cze_m.

Z druhé rovnice pak vyjde

T

Yy = c1€” + coe”T 4+ 2ys — 2c1€” —cee™F = yh = 2yp — cre”.

To je linedrni rovnice prvniho faddu. Charakteristickd rovnice je A — 2 = 0, tj.
A = 2, a obecné feSen’ homogenni rovnice je

y = cze?®.

Déle urcime partikuldrni reSeni nehomogenni rovnice. Prava strana —cie® je
_ typu konstanta krat exponenciéla, pfitom ¢islo +1 neni kofenem charakteristické
rovnice. ReSeni lze proto najit ve tvaru yo = ae®. Po dosazeni vyjde

ae® = 2ae” —cie® — a=2a-c¢ = a=c.

Obecn}’/ tvar yo je tudiz
yg(:n) = 6362z -+ cle“:.

Zb}'rvé urcit algebraicky ys. To lze napf. z druhé rovnice zadéani, odkud ihned
vyjde

Y3 = Yo — Y1 = 2c3€2% + c1e% — c1€% — e = —coe”® + 2c3e2”.

Maticovy zapis je

c1e” + coe™"
y(z) = | cre” + cze?® | =
— coe™T + 2¢3e%
1 1 0
=c1 | 1 |e*+co 0 e T+es| 1 | €%
0 -1 2

Poznamka 3.4 Jak se mizZete snadno presvédéit, v predchozim ptikladu by
pri osamostatnéni kterékoliv nezndmé doslo k ,rozpadnuti“ na jednu rovnici
druhého fadu a jednu rovnici prvniho fadu. Je snadné si predstavit, ze u systému
s vét§im pocétem nezndmych by se za této situace stala elimina¢ni metoda velmi
nepfehlednou a pracnou.

3.3.2 Uziti normalniho systému vektori

V predchozich dvou piikladech bylo vidét, Ze systémy mély za feSeni vyrazy
typu y = ze*?, kde z byl sloupec konstant. Pokusme se ovéfit, kdy m4 systém

y' = Ay (3.21)



3.3 Linedrni systémy s konstantnimi koeficienty 99

v

feSeni tohoto tvaru. Po dosazeni dostdvame (snadno se po slozkdch ovéfi, Ze
plati béZna pravidla pro derivovani)

/
(ze’\m) = Aze™ = Aze’ = AzeM = Az =)z,

nebot e*® #£ 0. To vSak znamen4, 7e A musi byt vlastni &slo matice A a z k né-
mu piisludny vlastni vektor — viz napf. [24]. Problémem je, zda je mozné najit
dostateCny pocet feSeni tohoto tvaru tak, aby tvorila fundamentalni systém. To
tzce souvisi s otdzkou, zda je mozné z vlastnich vektord matice A vytvorit bazi
v R™. Piekdzkou miize oviem rovnéz byt, Ze néktera (dokonce vSechna) vlastni
¢isla matice A mohou byt komplexni, i kdyz prvky A jsou redlné c¢isla. VSim-
neme si nejprve tohoto uskali.

Jestlize A € C'\ R je vlastni ¢islo matice A, pak vzhledem k tomu, Ze charak-
teristicky mnohoé&len matice A ma realné koeficienty, je i A vlastni &islo A (pruh
zna¢i komplexnd sdruzené &islo). Dale se snadno ovéfi, Ze jestlize z je vlastni
vektor odpovidajici A (kde slozky z jsou obecné komplexni ¢isla), je Z vlastni
vektor odpovidajici A (slozky Z jsou &isla komplexné sdruzena ke slozkam z).

Déle je mozZné bez obtizi ovéfit, Ze teorie, kterou jsme uvedli pro lineadrni
systémy prvniho fadu, mize byt v pripadé komplexnich koeficientd bez pro-
blémi prenesena do komplexniho oboru. Presnéji feceno, nezavisle proménnd x
zstava realnd, ale hodnoty funkei y;(z) jsou komplexni ¢isla. Pfitom derivaci
provadime zvlast z redlné a zvlast z imaginarni slozky.

Zbyva jesté vyjasnit, co budeme rozumét exponencilou z komplexniho &isla.
Necht A = a + Bi, «, 8 € R, je komplexni ¢islo. V teorii komplexnich funkci
komplexni proménné se odvozuje tzv. Euleriiv vztah

et = e Pl = o . Pt = ¢%(cos B+ isin B).

Oznatme Rz a 2 redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla z (u vektori
budeme opét chapat po slozkach). Plati

2+ 2z ~. R—Z
, Sz= —
2 21

Rz=

tj. Rz 1 S 2z je linedrni kombinaci z a Z. Nyni miiZzeme shrnout:

Je-li A € C'\ R vlastni ¢islo matice A, jemuz piislusi vektor z, ma systém
(3.21) dvojici TeSeni
eXm

Yy, =ze'", Yy, =ze',

a tudiZ ma i feSeni
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DilezZité je, Ze y, a y, jiz maji redlné slozky.

Napr. systém
y,l = 2y1 - 3y2’

3.22
Yy = 3y1 + 2y (3.22)

mé charakteristicky mnoho¢len (E je jednotkova matice)

2-2 -3

'A”’\E|:I 32—

1:(2—,\)2+9=,\2-4A+13.
Jeho koreny jsou

= 2+ 3i.

4+16 —52  4+iv/36
2 a 2

Alp =

Najdeme charakteristicky vektor z = (21, z2)7 pfislusny A;. Pro néj musi platit

—3iz; — 329 = 0,
321 - 3'i22 = 0.

Druhé rovnice je i-ndsobkem prvni. Zvolime-li napf. z; = 1, vyjde zo = —i, tj.
z = (1,—i)T. Mame tudiz fefeni

Y, = zeM® = ( 1. ) e(3+30z — ( _11 ) e**(cos 3x + isin3z) =

—1

[ e**cos3z + ie*®sin3x
e?®sin3r — ie**cos3z )

Z ného dostaneme dvojici realnych feSeni

. e2® cos 3z o~ e?® sin 3
y, =Ry, = 2% gin3z |’ Yo =3Y1 = —e2® cos3z |-

Nyni jiz mizeme zformulovat piislusnou vétu.

Véta 3.12 Necht Aq,..., A, jsou vlastni ¢isla matice A (mohou byt i stejnd)
a 2zi1,...,2, jsou k nim prislusné vlastni vektory. Predpokladejme, Ze tyto vek-
tory jsou linedrné nezdvislé. Pak sloupce

Ao AnT
.

Az
Y = z1e717, Yy, = 2g€ oy Y, = Zpe

tvori fundamentdlni systém soustavy (3.21).

Pritom dvojice komplexné sdruZenych Teseni je mozZné vyse popsanym zpisobem
nahradit dvojicemi redlnych Teseni.

Predpoklad o nezdvislosti vlastnich vektorid je zejména splnén, jsou-li vlastni
cisla navzdjem riznd.
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Pouziti véty budeme ilustrovat na piikladech.

Priklad 3.4 Najdéte obecné feSeni systému

Yy = Y2 + Y3,
Yp = % + ys3,
ys = Y1 + Yo

Reseni: Charakteristicka rovnice je

-2 1 1
JA-XE|=] 1 -X 1 |==-X4+3)1+2=0.
11 =

Celociselny kofen mtize byt pouze mezi ¢isly £1, +2. Snadno se ovéii, Ze
A1 = —1. Po vydéleni kofenovym ¢initelem A\ + 1 vyjde kvadratickd rovnice
A2 — X\ — 2 =0, kterd ma kofeny Ay = —1, A3 = 2.

Nyni najdeme vlastni vektory prislusné dvojndsobnému kofenu A; o = —1.
Pro z = (21, 29, z3)T dostaneme systém (A + E)z = 0, tj.

21 + 29 + 23 =0,
z1 + 29 + 23 =0,
21+22+Z3=O,

Jde vlastné o jednu rovnici o tfech nezndmych. Jeji obecné feSeni je
z3=1t, 29=8, 21 =—-t—s, t, s€R.
Volbou t =0, s = —1 resp. t = —1, s = 0 dostaneme dvé nezavisla FeSeni
z1=(1,-1,00T, =z, =(1,0,-1)T.
Kofenu A3 = 2 odpovidé systém (A — 2E)z = 0, tj.

—221 + 29 + 23 =0,
z1 — 229 + z3 = 0,
21+ 29 — 2z3 = 0.

+ Gaussovou elimina¢ni metodou vypocteme

-2 1 10 [—2 1
1-2 110}~ 0-3
1 1-210 0 3

Jeji obecné Fedeni je

zz3 =1, zo =1, 21 =1, t € R.
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Volbou ¢t = 1 dostaneme z3 = (1,1,1)7.
Obecné Feseni nasi soustavy je

Y =c1z1 " + cozoe T + 323’ =
1 1 1
=c1| =1 e ¥ +eo 0 e 4eg | 1 | e,
0 -1 1
Tedy '
Y1 = c1e7% + e 4 c3e?®,
Yo = —cre” " -+ 036233,
Y3 = — 9% + cge?”.

Priklad 3.5 Najdéte obecné feSeni systému (3.22).

ReSeni: Na str. 100 jsme nalezli dvé feSeni, kterd podle véty 3.12 tvori
fundamentélni systém. Proto obecné feSeni méa tvar

c1e*® cos 3z + cpe®® sin 3,

3
Yo = c1e®®sin3z — cpe?® cos 3x.

Y =c1y; + c2y,, .

Podstatné komplikovanéjsi situace nastava, kdyz neni moZné vytvorit bazi
z vlastnich vektorti. K tomu dojde, kdyZ algebraickd nasobnost nékterého vlast-
niho ¢isla A (tj. ndsobnost tohoto &isla jako kofenu charakteristické rovnice) je
ostfe vétsi nez jeho geometrickd nasobnost (tj. pocet parametri, které vyjdou
pii FeSeni systému (A — AE)z = 0) — viz [24, str. 193]. V tomto p¥ipadé je tie-
ba doplnit nezévislou soustavu vlastnich vektord na tzv. normalni systém, coZ
je relativné obtizné. Zajemce odkazujeme napt. na [31], kde lze najit pocetni
algoritmus, nebo na [24]. Vy€erpavajici vyklad véetné dikazu véty o fundamen-
talnim systému lze najit v [2]. My si pouze nazna¢ime postup (predpoklada se,
ze Ctendr znd pojem normalntho systému vektori).

Necht A je vlastni ¢islo, k némuz piislusi k-Clenny Fetézec tzv. zobecnénijch
vlastnich vektoru zq, ..., zy; plati tedy

(A= \E)zy = z1_1, ..., (A= AE)zo =2, (A—\E)z1 =0,

tj. z1 je vlastni vektor. Pak k sloupci

2
x
Yy, = P Y, = (x21 + zg)e’\””, Ys = <—é— z1+x29 + 23) Mo

xk:—-l $k_2
= z1+ Zo+ otz | e
Y=\ -1 (k- 2)1
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tvofi linedrné nezdvisla FeSeni soustavy (3.21). Lze dokézat, Ze systém sloupci,
ktery sestavime timto zptisobem ze vSech fetézcli zobecnénych vlastnich vektori,
tvofi fundamentalni systém soustavy (3.21). Rovnéz lze pouzit ndhradu dvojice
komplexné sdruZenych FeSeni dvojici realnych FeSeni (postup je analogicky obra-
tu, ktery jsme si uvedli na str. 99). VSimnéte si,Ze tato metoda pfipomind situaci
s nasobnymi kofeny u linearni rovnice n-tého rfadu s konstantnimi koeficienty
— viz str. 59. Tam vSak bylo feSeni podstatné jednodussi.

Priklad 3.6 Najdéte obecné feSeni systému

yi = 17Ty1 + 9o,
ys = —25y1 — 13ya.

Reseni: Charakteristicka rovnice je

17— A 9

[A=AB[=| " o0 3,

=X —4r+4=(1-2)??=0.
Ta mé dvojnasobny kofen A; o = 2. Pro vlastni vektor z = (21,22)T mame
soustavu (A — 2E)z = 0, tj.

1521 + 9z = 0,
—2521 - 1522 = 0.

Protoze jedna rovnice je ndsobkem druhé, je jeji obecné feSeni tvaru zo = t,
z1 = —2t, t € R. Volbou t = 5 vyjde z; = (—3,5)”. Dali{ nezavisly vlastni
vektor nemame. Pokusime se tedy najit zobecnény vlastni vektor, ktery bude
feSenim soustavy (A — 2E)zy = z1, tj.
1521 + 929 = —3,
—2521 - 1522 - 5.

—1-3t

Rovnice jsou opét linearné zavislé a jejich obecné feSeni je 2o =, 21 = —%

Volbou t = 3 vyjde z5 = (—2,3)7. Fundamentdln{ systém bude

T -3 T T —3r —2 x

a obecné feSeni ma tvar

y1 = —3c1e?® — (3x + 2)cpe?”,
Yo = 56162‘70 + (5(11“*‘3)626290.

I

3.3.3 Vypocet exponencialy matice

Vsimnéme si systému (3.21), kdyz n = 1, tj. kdyZ jde o jedinou rovnici tvaru

y' = Ay, kde A je ¢slo. To je homogenni linedrni rovnice, kterou fesime jako

rovnici se separovanymi proménnymi. Tedy
dy

%sz — Inly|=Az+lnc = y(z)=ce?"
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Tedy fundamentalni ,matice” (je jednorozmérnd) je e4*. Ukazuje se, %e i v obec-
ném pripadé je mozné zapsat fundamentalni matici ve tvaru exponencialy, je
vSak treba nejprve vhodné definovat, co exponencialni funkci z matice budeme
rozumeét.

Vyjdeme ze zndmého rozvoje funkce e, ¢ € R, do Taylorovy fady. Plati

Dosadime do této fady za t formalné matici Az. Vyjde (za 1 ddme jednotkovou
matici E):

n! ST T T

oS 2.2 3,.3
Az)" Axr Az A’z
S =ms
=0
Dostavame nekonecnou fadu matic. Ta pfedstavuje po slozkdch n? nekone¢nych
fad funkci jedné redlné proménné. Lze ukdzat, Ze vSechny tyto fady jsou konver-
gentni pro kazdé = € R. Jejich sou¢ty vytvori po slozkdch novou matici, ktera

se oznacuje eAT Ty je definovand pro kazdé x € R a plati
/
(eAx) — ACAx,

kde derivaci provadime jako normalné po slozkich. Z pfedchoziho vztahu bezpro-

> v

stfedné plyne, Ze sloupce matice eAT tyoii feeni systému (3.21). Navic zfejmé
A0
e

ty 3.7 pro kazdé x € R) a predstavuji tedy fundamentalni systém. Matice eAT
je pak fundamentalni matici systému (3.21), kterd je v nule rovna jednotkové
matici.

= E, tj. tyto sloupce jsou linedrné nezdvislé (pro = 0 a tudiz podle v&-

Mame tedy velice elegantni a stru¢né oznaceni fundamentalni matice systému
(3.21). Tento zapis mé ale i dalsi prednosti. Pro libovolné &tvercové matice C
a D, které jsou zaménitelné (tj. CD = DC), totiz plati

eCeD = eC +D _ eDeC.
Odtud volbou C = Ax, D = — Az plyne

Az, ~Az _ O _p _. (6Ax)“1 :e—A%_

Tedy inverzni matice k exponencidle z Az je exponencidla z —Az. PouZijme
tento vysledek na variaci konstant. Ze vzorce (3.15) dostaneme

y(z) = eA%c 4 AT /e_AxB(x) da.
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Pokusme se vzorec upravit tak, aby daval pfimo FeSeni pocateéni dlohy s po-
¢ateéni podminkou y(zo) = y,. Za tim Glelem zapiSeme sloupec konstant ¢ ve

tvaru e ~A%0 Y, a zvolime tu primitivni funkci k e~ AT B(z), ktera je v o rovna
T
nulovému sloupci, tj. / e—AsB(s) ds. Vyjde

zo

’ T
y(z) = eATe~AToy | eAw/ e~ ASB(s)ds =
Zo

= Al —zo)y 4 / “eA@ = 8)B(s)ds. (3.23)

Poznamka 3.5 Pro &tenafe obezndmeného s Laplaceovou transformaci je vhod-
né pfipomenout, Ze vztah (3.23) m4 znalny vyznam v teorii systémi, které jsou
popsané soustavou linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficien-
ty. Zde B(z) mé vétdinou charakter vstupu. Obvykle se zde pfedpokladé, Ze
zo =0, y(z0) = yo = 0 (systém je na poléatku v klidu) a = > 0. Pak

y(z) = / eAlz — S)B(s) ds.
0
Integral na pravé strané mé tvar konvoluce. Pro Laplacedv obraz potom plati
£{y(0)} = Z{eAT « B(o)} = 2{eA7} - 2{B(@)};

zde * zna¢i konvoluci. Matice _?{eAx } se nazyva prenosovd. Tedy Laplacetiv
obraz vystupu je roven souéinu pfenosové matice a Laplaceova obrazu vstupu.

Vratme se v8ak k otdzce nalezeni explicitniho tvaru eAT, Existuje Fada po-
stupt, jak definovat a vyd&islit funkce (ne jen exponencidlu) z matic — viz napf.
[4, str. 83-99].

Matici eA% lze napf. urlit tak, Ze najdeme dosud uvedenymi metodami
fundamentalni systém soustavy (3.21), pro néjz plati

1 0 0
0 1 0
yl(o) = : ) y2(0) = : ) yn(O) = :
0 0 1

Odpovidajici fundamentalni matice tvofend témito sloupci je vzhledem k jed-

noznalnosti feSeni pocateéni dlohy pravé cAT,
Existuji v8ak i elegantnéjsi metody, zaloZené na nésledujici vété.

Véta 3.13 (Cayley-Hamilton) JestliZe A je libovolnd ctvercovd matice a
@(A) = det(A — AE) jeji charakteristicky mnohoclen, plati

¢(A) =0,

tj. A je kofenem svého charakteristického mnohoélenu.
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(kterou jsme ani nemuseli vypisovat). Jeji charakteristickd rovnice mé trojna-
sobny kofen A 23 = —1. Tedy obecné feSeni méa tvar

y(x) = (c1 + cox + czx?)e™ .

Potiebujeme partikuldrni feSeni, pro néz y(0) = y’(0) = 0, y"(0) = 1. Vypocte-
me

y'(x) = (co + 2¢37)e™" — (c1 + o + czz?)e™ %,
y"(z) = 2cze™® — 2(cg + 2¢3x)e™" + (c1 + cox + c3x?)e” ",
7 pocatecnich podminek dostaneme

Ccp = 0
co—c1 =0
2c3—2co+c1 =1

1
= ¢ =0, cp=0, 03=§.

Hledané feSeni je

1 , 1 1
y(x) = 55626—‘” = y(z)=(z~ 51'2)6_””, y'(x) = (1 -2z + §$2)€_w-
Déle urc¢ime
2y () 331 jrle™® (1+z+ éwz)e‘w
z9(x) | =1310 (z — 322%)e™™ = (x +2%)e™ ™
z3(x) 100/ \(1—2z+ 4a%)e™" iale™
Koneéné vypocitame
« -2 1 =2 -2 1 =2 3 -2 4
A= 1 -2 2 1 -2 2 |=(-2 3 -4
1 -1 1 1 -1 1 -2 2 -3
Tedy
1 0 0 -2 1 -2
eAT= (142 + s29)e™™ [ 0 1 0 |+ (x+a%)e™ 1 -2 2 |+
' 0 0 1 1 -1 1
3 =2 4 1—x T —2x
+ %a:?e*“’ -2 3 -4 | = x 1—-x 2w e .
-2 2 -3 x -r 142z

Obecné TeSeni ma tudiz tvar

T

y1 = [a1(1—2)+ cow — 2c3z)e™®,
y2 = [c1x+co(l—x) + 2c3z]e”™®,
ys = [c1z — cow + c3(1+ 22)]e™".
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3.3.4 Metoda neurcitych koeficientt

K nalezeni partikularniho reSeni nehomogenni rovnice mame univerzalni metodu
variace konstant. Ta je vSak nékdy dost pracna. U linedrnich rovnic n-tého
rfadu s konstantnimi koeficienty jsme vidéli, Ze je v pripadé specidlniho tvaru
pravé strany mozné najit partikularni feSeni mnohem snéze metodou neurcitych
koeficienti. To lze udélat i u systému tvaru

y' = Ay + B(x), _ (3.24)

kde A je konstantni matice a prvky B(x) jsou kvazipolynomy. VSimneme si
postupné nékterych specidlnich ptripadi.

Véta 3.15 Necht B(x) je sloupec,jehoz sloZky jsou polynomy stupné nejvyse m.
Necht nula je k-nasobny koren charakteristické rovnice matice A. Pak existuje
partikularni feSeni systému (3.24), jehoz slozky jsou polynomy stupné nejuyse
m+ k.

Poznamka 3.6 i) Plati, Ze k = 0 praveé tehdy, kdyz det A # 0.

i) Cislo k by 8lo obecné zmensit. Lze za né&j volit ndsobnost ¢isla nula jako
kofene tzv. minimdlniho polynomu — viz nap¥. [2, str. 93], ktery mé stejné
koFeny jako charakteristicky polynom, ale jejich nasobnost je stejna nebo mensi
nez u charakteristického polynomu. Je to nenulovy polynom (\) nejmensiho
stupné, pro néjz ¥ (A) = 0. Neni vSak pfili§ snadné ur¢it minimalni polynom
a navic v elementarnim kursu matic nejsou studovdny jeho vlastnosti (pokud je
vibec zaveden).

i7i) VSimnéte si, Ze na rozdil od jedné rovnice vy$siho fadu nelze u systémi
predpokladat, Ze slozky Feeni jsou tvaru 2% Py, (z), kde P,, () je polynom stupné
m. V feSeni mohou byt s nenulovymi koeficienty i nizsi mocniny nez k-té.

iv) Véta plati, i kdyz prvky A a popripadé koeficienty polynomt ve slozkich
B(z) jsou komplexni ¢isla.

Piiklad 3.8 Najdéte partikularni feSeni systému

vl = 2y1 — 3y2 + x,
yh = y1 + 4y2 — L

Reseni: Je

detA:'% '43 ‘:11;&0, B(ac):(_“’1 )

Sloupec obsahuje nejvySe linearni polynom, tedy m = 1, £ = 0. Musi proto
existovat feSeni tvaru

yr=ax+b, yo=cx+d = Yy =a, y,=-c
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Po dosazeni dostaneme

a=2ar+0b) — 3(cx+d) +x . z(—2a+3c) +a — 20+ 3d = =,
c= ar+b + 4(cx+d) -1 r(—a—4c) — b+ c—4d= -1

Porovnanim koeficient vyjde

—2a+3c=1
—a—4c=0 . a*—i _20 c-—l __28
a—2b+3d=0 11 7T 1210 11 121
—b+c—4d = -1
Partikularni feSeni tedy je
4 . 20 1 - 28
=T BTt or

Podobné 1ze postupovat, kdyz B(z) obsahuje exponencidly nebo siny a ko-
siny. Vzhledem ke zna¢né komplikovanosti vypo¢ti vSak obvykle postupujeme
jinak.

Véta 3.16 Necht sloupec pravich stran je tvaru e** P,,(x), kde o € C a slo-
ky sloupce P.,,(x) jsou polynomy stupné nejuyse m. Pak substituce y = e*u
prevede systém y' = Ay +e“* P,,(z) v nehomogenni systém, kde slozky sloupce
pravych stran jsou polynomy stupné nejvyse m.
Diikaz: Protoze
Y () = (eu(z)) = ae™u(x) + e“Tu' (),
vyjde po dosazeni
ae“u + e u' = Ae*u + e P, (),
z ¢ehoz po upravé a vykraceni vyrazem e®® # 0 vyjde
u' = (A - aE)u+ P, (x). (3.25)

Priklad 3.9 Najdéte partikuldrni feSeni systému

Yy =uy1 — 2y2 + €%,
y’2 = y1 + 2y2 + xe®.

ReSeni: Substituci y = e®u piejde podle véty 3.16 nas systém v systém
(3.25), tj.
up = = 2up + 1,
uh = uy + ug + .
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Ten ma podle véty 3.15 (m =1, k = 0) FeSeni tvaru
wp=ax+b uy=cx+d = ujl=a,uhb=c

a po dosazeni vychazi

—2(cx +d) + 1,
ar+b+ cx+d + z.

C

Porovnanim koeficicacru dostaneme

2¢=0
—a—-c=1
at2d=1 = a=-1,b=-1,¢=0,d=1.
—-b—-d=0
Tedy uy = —x — 1, ug = 1 a partikularni feSeni daného systému je

y1 = —(z+ 1)e®, yy=€".
Nakonec si vSimneme piipadu se siny a kosiny. Uzitim predchozi véty a Eu-
lerova vzorce se snadno odvodi nésledujici tvrzeni.

Véta 3.17 Necht o, B € R a P(z) je sloupec, jehoZ prvky jsou polynomy.
Je-li y =y, + iy, Teseni systému

y = Ay + P(z)elatFiz,
je y, = Ry resenim systému
y' = Ay + P(x)e*” cos Bz
ay, =Sy je resenim systému
y' = Ay + P(x)e** sin Bx.

Priklad 3.10 Najdéte partikuldrni feSeni systému

Y1 y2 + cosz,
Ys = Y1 — Y2
Reseni: Polozme a = 0, § = 1, P(z) = (1,0)T. Podle véty 3.17 budeme
TeSit systém '
n o= ya + €7,
Ys = Y1 — Y2
Nyni zavedeme podle véty 3.16 substituci y = ue’®. Systém (3.25) m4 tvar

u) = —iug + ug + 1,
uy = up — (14 9)us.
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Ten m4 podle véty 3.15 (m = 0, k = 0) FeSeni tvaru
uy =a, ug=>b, a, be C.

Po dosazeni vyjde
0 = "‘ia + b + 17
0= a~— (1+1)b

Z druhé rovnice dosadime a = (1 + )b do prvni a dostaneme

- -1 241 2 1
0= —i(1+i)b+b+l — b= =_ _ 2 1
i1+ abtb+ =i G-+ 5 5

1 3
Pak a= (14 i)b= e gz Proto

1 . 1 .
up = —g(l +3i)e”, ug = —--5(2 +1i)e*”.

Pomoci Eulerova vztahu vyjde

up = —%(1+3i)(cosx+isinx) = —%cosa:-}— %sinx+i(—%cosx— %sinx),
up = —+(2+1i)(cosz +isinz) = ~%cosw+%sinm+i(—%cosx— %sinx).

Vypoéteme redlné ¢asti (viz véta 3.17) a dostaneme hledané feSeni:

‘ 1 3 . 2 1 .
yl-——%ul——-—gcosx—kgsmx, y2:§RU2=—-5—COSSL'+‘5‘SIIl£L'.

Poznédmka 3.7 Je-li B(z) souftem nékolika typl specialnich pravych stran,
pouZijeme princip superpozice — viz véta 3.5. Napf. bychom rozdélili

2 + e* cos2x — 4sinx

B(z) = 2 —cosx + 6e” =
3e*
2 e® cos 2z sin 0 0
= 2 +. 0- —4 0 - cosx + 3 2e”
0 0 0 0 e’

a urc¢ili postupné pét partikularnich reSeni.

Poznamka 3.8 i) Z piedchozich vysledkd vyplyva, Ze vSechna feSeni systému
(3.24), kde slozky B(z) jsou kvazipolynomy, jsou opét kvazipolynomy. Specialné
to tedy plati pro homogenni systémy. To umoziiuje vyuzit pro feSeni Laplaceovu
transformaci. Srovnejte s pozndmkami 2.7 a 2.8, vi) o kvazipolynomech u ho-
mogennich a nehomogennich linearnich diferencidlnich rovnic vy$sich radi.

ii) Jak jsme jiz konstatovali dfive, jsou uvedené metody efektivni jen zdanlivé.
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U systémi vét§ich rozméri totiz obecné ztroskotdme na nalezeni kotfent charak-
teristické rovnice. PTesto jsou tyto vysledky nesmirné dilezité. Davaji nam totiz
velmi podrobné informace o struktufe feseni systémi s konstantnimi koeficienty
(které Casto slouzi jako aproximace nelinedrnich systémi). To umoZiiuje usuzo-
vat na chovani téchto linearnich systémii. Napf. existuji metody, které umoziuji
efektivné a celkem snadno zjistit, zda vSechny kofeny (charakteristického) po-
lynomu lezi ve vymezené ¢asti komplexni roviny, napf. vlevo od imaginarni osy
(tzv. Hurwitzovol™ kritérium — viz [20, str. 61]). To ovSem znamena, Ze viechny
slozky feSeni obsahuji exponencidly tvaru e“* se zapornym a. Pak pro x — 400
konverguji vSechna feSeni k nule. To je podstatnd informace u redlnych systémi
(jsou tzv. asymptoticky stabilni, tj. maji tendenci se ustalovat).

Cviceni

V nésledujicich prikladech najdéte obecné feseni danych systémi. Pokud jsou
dany pocateéni podminky, urcete prislusné partikuldrni reSeni.

1.
a) Yy =4y — 2y b) vi= i+ iy 0) Yy = —=3y1 + 2y
yo = Y1+ Y2 vy = —2y1 + 3y2 Yy, = —2y; + Y2
Y1 = 2y1 — 32 y1 = 2y1 + 2 Y1 = 1 — 2y
d) ’ e) / f) 7
Yo = Y1 — 242 Yo = —y1 + 4y2 Yy = —Y1 + 2y2
2.
vi=y1 — Y + Y3 vi= vy — Y2 — Y3
a) yh=uy1 + Y2 — us b) vh = y1 + vy
yh = — Y2 + 2u3 yh = 3y1 + y3
Yy =2y + oy Yy = — Yo + Y3
c) Yy = 2ys + 4ys d) vo = wun — Y3
ys = Y - Y3 yh = —y1 + Y2
Yl = -1+ oy y1(0) =6 Yi = —y1 — Y2 — Y3
e) yy = —y2 +4ys , y2(0)=-1 f) vh= wyi+ y2+ ys
Y3 = Y — 4ys y3(0) = 4 Y5 = —y1 — Y2 — U3
Yi = — Y2 — Y3 Yy = —y1 + y2
g) Yy = Y2 h) yo=
Y3 = Y3 ys = Y1 + Y2

17 Adolf Hurwitz (1859-1919) (&ti hurvic) — némecky matematik. Zabyval se teorii funkci,
algebrou a teorii ¢isel.
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3.
a) Yi =2y — yp + 2 b) Yy = 3y1 + 2y + 4€5°
Yy = 4y1 — 2yy + 2 Yo = Y1 + 2yp
¢) Y1 = 2y1 — ua d) Y1 = Y1 + yo +1+¢€°
Yy = —y1 + 2ys — 5efsing vy = 3y1 — yo
4.
Y1 = —Uy1 — Yo + z2 6y1 = y1 + Ty2 — 5ys3 + 10e®
a) yp = - Y2 = Y3 b) 2yy = —y1 — yo + ys
Yy = -y3+ 33 = Y1 — 2y + Y3 + €°
5.
Y = — Y2+ y3 vi= Ui — 2y3 + 2y,
a) Yy = —2y1 + yp + Y3 — Ya b) Yo = —y1 + Yy + Y3z — 2y,
Ys = 2y1 — Y2 — Ys + ya Yy = 2y + y3 — 2y,
Yy = 2ys — 2y3 Ys = —y1 + 2ys + 2y3 — 3y,
6. Reste metodou variace konstant.
a) yi: y2+tg2$—1
Yy = —y1 + tgz
, 2
Y1 = —dy1 — 2y + — y1(In2) =0
er — 1
b) 3
Yy = 6y + 3yg — pr— y2(In2) =0
7. Ovérte, ze
T ) T
2 1 441
y1($)=<ma5) ) y2($)=<\/5, Nz > o T>0,

Je fundamentalni systém homogenni soustavy prislusné k

/

Yo

-922 — 1 522 +1

= - S 2
2wt ) T e TR
—52% -1 4x

T T U gkt ave

a najdéte partikularni FeSen{ této nehomogenni soustavy.
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Vy’sledky:
1.
2) Y1 = 1% 4 cpe’” b) Y1 = €%®(c1cosx + ¢y 8in )
Y2 = c1€2® + 1 ce®” y2 = €2®[ci(cosz — sinz) + co(cos z + sin 7))
y1 = e *(c1 + 2¢.2) y1 = 3c1e® + cge™”
) _ a 7= _ s .
y2 = e %[c; + co(1 + 22)] Y2 = c1€% + coe
y1 = (c1 + cax)e3® Y1 = 2¢1 — €3
e) _ 3z f) . 3z
y2 = [c1 + c2(1 4+ 2)]e Y2 = c1 + coe
2. :
y1 = (c1 + cax)e® + cze?® y1 = (2cg8in 2z + 2c¢3 cos 2x)e®
a) y2 = c1€” +ca(x —2)e” b) y2 = (c1 — c2 €082z + c3sin 2x)e”
ys = c1e® + co(x — 1)e® + c3e*® Y3 = (—c1 — 3cg cos 2z + 3cg sin 27)e”
Y1 = ¢1 + cox + 4cze3
c) y2 = —2c; + ca(1 — 2x) + 4cze®®
Yz = c1 + co(T — 1) + c3€>®
y1 = ¢, — ca(cosV3z + /3 sinv/3x) + c3(v/3 cos vV3z —sinv/3z)
d) yo = c1 + 2cocosV3z + 2c3sinv3z
ys = ¢1 — cz(cos V3 — V3 sinv/3z) — c3(sinv/3z 4+ /3 cosv3z)
y1 =4+ (2-z)e™® Y1 = cie T +cy+cs
e) y2 =4+ 2z —5)e73®  f) yp = —c1e7% —cy
ys =1+ (3— at:)e‘3z ys = c1e” % —c3
Y1 = C1 + cge® + cze” y1 = c1e” % + cge®
g) Y2 = —coe” h) y2 = 2cq€”
ys = —cze” ys = —c1e” % 4 3cqe® +c3
3.
2) y1 = 1z +cg + 1% + 2x b) Y1 = c1€% + 2cqe?® + 3e5°
y2 = c1(2x — 1) + 2c3 + 222 + 2z Y2 = —ci1e* + cget® 4 €5
) Y1 = c1€® + cge3® + e*(2cos T — sinz) ) y1 = c1e*® + g — 1 — 2 ¢
Y2 = c1€% — cge3® + e®(2cos T + sinx) Y2 = c1€¥® —3cgem2® — 3 ¢
4.
Y1 = —e "(ciz+ 2 cox? —c3) + 2t —z -1
a) y2 = e %(c1 + cox) — T + 2

Yys =

—ce F 4+ —1
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Y1 c1+ cocosx + cgsinx + e
b) Y2 = 2c1 — %cz(cosx +sinz) + %c;;(cos:c —sinz)

y3 = 3c1 + 3 casinz — cosx) — 1 c3(cosw + sinz) + €?

5. ‘
y1 = c1(1 + 222) + 2cor +c3 + ¢4
a) Yo = —201T —Cca + ¢4
Ys = 2c1x + ca + ¢4
Yqg = —dc12? — degx — 2c3
y1 = (c1 4+ c2 + 2¢q)sinz + (—cy + ¢o + 2¢3) cos
b) y2 = —(co + c3)sinz + (¢ + ¢4) cosw
ys = (c3+cq)sinz + (c3 — cq) coS
Y4 = —Cosinx + cycosx
6.
a) Y1 = c1cosx + cosinx + tga b) y1 = 2e "ln(e” - 1)
Yo = —c18inx + cycosx + 2 ya = —3e " ln(e* — 1)
7 4.3 8
= T°\/T + 3 T\/T
Yy, = < VIS \/_—2\/§arctgx
2 +1 )
2 4 2 1
Yy = ?xz\/a_:—}—-?;\/f— ——@7%-——) arctg x

3.4 Linearni systémy s nespojitymi koeficienty

Dosud jsme predpokladali, tak jako ve vétsiné tvodnich kurst, Ze pravé strany
uvazovanych rovnic resp. jejich koeficienty jsou spojité funkce. To nam zaru-
Covalo (lokalni) existenci FeSeni. Zdalo by se, Ze tento predpoklad neni prilis
omezujici. AvSak mnohé aplikace diferencidlnich rovnic nam ukazuji, Ze skutec-
nost je zcela jind. Nejmarkantnéji je to asi vidét v teorii fizeni, kde k ovladani
systému popsanych diferencialnimi rovnicemi se pouzivaji parametry, které se
méni skokem, tj. jsou nespojité. Tak je tomu napr. u elektrickych siti, kde riizna
relé skokem méni svou polohu, a u fady dalSich modeld. Diferencialni rovnice se
spojitou pravou stranou jsou jako model takovych systémii nepostacujici.

Z téchto diivodid matematikové hledali cestu, jak zobecnit pojem FeSeni dife-
rencidlnich rovnic na podobné nespojité pripady. Uvazujme napi. diferencialni
rovnici prvniho rfadu v explicitnim tvaru s pocatecéni podminkou

y = f(z,y), wylxo) = yo. (3.26)
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Formalni integraci na intervalu (z¢, z) dostaneme

y() = yo = /mf[s, y(s)]ds, (3.27)

coz je jakdsi integralni rovnice — srovnejte kapitola 1, str. 8. Jeji feSeni pod-
statnd zavisi na tom, jaky pouzijeme integral. V piipadé bézného Riemannova'®
integralu je prirozen?r predpokladem spojitost f(x,y) a dostavame nase dosa-
vadni vysledky, kdy feSeni ma spojitou derivaci. Je vSak mozné pouZit jiny
integral. Jako asi nejvyznamnéjsi se ukizala volba tzv. Lebesqueova'® integrdlu.
Prirozenymi predpoklady na f(z,y) umoziujicimi pouziti tohoto integralu jsou
tzv. Carathéodoryho®® podminky. ReSeni rovnice (3.27) je pak tzv. absolutné
spojité a ma derivaci pouze skoro vSude a ta splituje rovnici (3.26) také sko-
ro vSude (né&jaka vlastnost plati skoro vSude, jestlize neni splnéna na mnoziné
Lebesgueovy miry nula). Podrobné pouceni o této teorii je moZné najit napf.
v [14, str. 309]. Existuje fada dalSich zobecnéni, ale Zadné nemélo tak zasadni
vyznam jako absolutné spojité feSeni. Nejdale v tomto sméru asi vede pouZiti
tzv. Kurzweilova integralu — viz [26, 27].

Nasim ukolem neni zkoumat riizna zobecnéni feseni. Navic to vyzaduje zna-
lost riznych, casto dost komplikovanych integracnich teorii. Omezime se pouze
na linedrni systémy s po c¢astech spojitymi koeficienty. Ty jsou v aplikacich
vétsinou zcela postacujici a pritom vysledky jsou jednoduché.

Definice 3.5 Necht J = (a,b) je ohraniceny otevieny interval. Rekneme, Ze
néjaka funkce g(x) je po castech spojitd na intervalu J, jestlize existuji ¢isla
a =x9 < x; < -+ < xp = b tak, ze g(x) je spojitd na kazdém otevieném
podintervalu (z;_y,2;), i = 1,...,k, a v krajnich bodech téchto podintervalt
existuji konecné jednostranné limity — viz obr.3.1. V ptipadé neohranic¢eného
intervalu J nazveme g(x) po ¢astech spojitou, je-1i po ¢astech spojitd na kazdém
ohrani¢eném podintervalu I C J (tj. v kazdém ohrani¢eném podintervalu je
pouze konecny pocet bodi nespojitosti).

8Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) (¢ti riman) — vynikajici némecky
matematik. Zabyval se teorii funkci, geometrii, matematickou a teoretickou fyzikou a diferen-
cialnimi rovnicemi. Jeden z nejvétsich matematik vsech dob. Jeho tzv. Riemannova hypotéza
matematickych problémi (spravnost ditkazu z r. 1990 se provéiuje).

YHenri Leon Lebesgue (1875-1941) (¢ti lebeg) — vyznamny francouzsky matematik.
Zabyval se teorii funkei a integralu. Jim zavedend mira a integrdl vyznamné ovlivnily moderni
matematiku.

20Constantin Carathéodory (1873-1950) (&ti karateodori) — vyznamny fecky matema-
tik. Zabyval se varia¢nim poc¢tem, teorii funkei a aplikacemi matematiky.
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Obr. 3.1: Po ¢&astech spojitd funkce

Definice 3.6 UvaZzujme systém n linedrnich diferencialnich rovnic prvniho fadu
y' = A(x)y + B(x). (3.28)

Predpokladejme, Ze vSechny koeficienty a;;(x), b;(z),4, j =1,...,n, jsou po ¢as-
tech spojité na otevieném intervalu J. Ozna¢me I mnozinu v8ech bodt nespo-
jitosti v8ech téchto koeficientd. Tedy I C J je kone¢na mnoZina.

Pak sloupec y(z) = (y1(2),...,yn(2))? nazveme feSenim rovnice (3.28),
jestlize plati:

i) yi(z), i=1,...,n, jsou spojité na J,
it) pro kazdé x € J \ I existuji derivace y.(z),i =1,...,n, a plat

y'(z) = A(z)y(z) + B(x), xe J\I.

Tedy FeSeni splituje rovnici (3.28) jen v téch bodech, kde jsou vSechny koeficienty
rovnice spojité. V bodech nespojitosti koeficientii y'(z) viibec neexistuje. Regeni
vSak musi byt spojité. D4 se zjistit, ze v bodech nespojitosti koeficient existuji
jednostranné derivace, které jsou ale razné.

Nasledujici véta je obdobou véty 3.4.

Véta 3.18 Necht koeficienty a; j(x), bj(x),i, j =1,...,n, jsou po édstech spo-
jité na otevieném intervalu J. Pak pro kaidé xo € J a Yoy € R™ ma pocatecni
tloha

y = A(x)y + B(z), y(zo) =yo

prdvé jedno (iUplné) fesent, které existuje na celém intervalu J.

Podobné jako v pripadé spojitych koeficientt Ize dokazat, ze mnozina feSeni
homogenni rovnice tvori vektorovy prostor dimenze n, lze zavést fundamentilni
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systém a fundamentalni matici, plati princip variace konstant, princip superpo-
zice a pod.

Na zavér si vSimneme, co dostaneme, kdyz pfedchozi definici a vysledek
aplikujeme na jednu linedrni rovnici n-tého fadu

y™ 4 a1 (@)y Y 4 ay (@)Y 4 ao(z)y = b(x). (3.29)

Ta je ekvivalentni systému

?/I1 = Y2,

yé = Y3,

y'l,'l—]. = Yn,

y, = —ag(x)yr — ar(x)y2 — a2(x)ys — - — an—1(@)yn + b(z),
kde (y1,92, -, ¥2) T = (.9, ...,y )T — viz str. 87. Predpokladdme opét,
7e koeficienty a;(z), i = 0,...,n—1, a b(z) jsou po ¢astech spojité na .J. Protoze
y1(x), ..., yn(z) jsou spojité, dostavame, Ze y(x) je feSenim (3.29), jestlize

i) y(z) ma spojité derivace na J az do fadu n — 1 véetné,
i) pro z € J\ I (I je mnozina bodi nespojitosti koeficientt) existuje y(™,
iii) pro x € J \ I je splnéna rovnice (3.29).

Z véty 3.18 plyne, Ze kazdy pocatecni problém mé pravé jedno feSeni a dale
7e mnozina FeSeni homogenni rovnice 3.29 tvori vektorovy prostor dimenze n
atd.

Poznamka 3.9 Jsou-li koeficienty A(xz) po ¢astech konstantni a koeficienty
B(x) po ¢astech rovny kvazipolynomim, lze na vhodnych podintervalech pouZit
predchozi vysledky o systémech s konstantnimi koeficienty a specidlnimi pravy-
mi stranami. P¥i pfechodu pfes bod nespojitosti € I je jen tfeba jednotlivé
tseky TeSeni spojité navazat. TotéZz plati pro rovnici (3.29). Postup si ukdZeme
na prikladu.

Piiklad 3.11 Najdéte feSeni pocatecni ulohy

y' +y=sgnz, y(r)=0,y'(r)=1

Reseni: Zde J = (—o0,00),I = {0}. Najdeme obecné feSeni homogenni
rovnice (jejiz koeficienty jsou spojité a dokonce konstantni). Charakteristickd
rovnice je

/\2+1=0 = )\1,222*22'
a obecné TeSeni je
Yy =cicosx + cosinz.
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Nejprve budeme uvazovat = € (0,+00) (protoze obsahuje ¢islo zg = 7), tj.
bude b(z) = 1. Existuje partikuldrni feSeni tvaru y;(x) = a. Po dosazeni vyjde

0+a=1 = a=1,

tedy
y=cyco8sT+cgsinz+1 = y' = —cysinx + co cos z.

Z pocatecnich podminek dostaneme

0= clc?sr+cQs1nﬁ+1 . 0= - +1 e =1, ey =—1.
1 = —cysinm + cpcosm 1= —co
Tudiz

y(z) =cosz —sinz +1, x € (0,400).
Ze spojitosti y(z) plyne, Ze
y(0) = cos0 —sin0+1=2, ¢'(0)=—sin0—cos0=—1.

Pro x € (—00,0) je b(z) = —1, tedy musi existovat partikularni reSeni tvaru
y2(2) = a. Po dosazeni mame

O+a=-1 = a=-1,

tj.
y=cicosz+copsinw—1 = ¢y =—c;sinx+cycosa.

Nyni musi platit

2= c¢;cos0 + cosin0 — 1 2=c -1 - -
—1 = —¢1sin0 + cgcos0 = -1 =cy = a=3 6=-L

Tedy
y(r) =3cosx —sinz—1, z € (—oc,0).
Celkové mame

(@) = 3cosx — sinx — 1 pro z < 0,
Y = cosx — sinx + 1  prox > 0.

Pribéh feSeni a jeho derivaci je znazornén na obr. 3.2. Viimnéte si, Ze v bodé
x = 0 mé y(z) derivaci, ¥'(x) je spojitd, ale nema derivaci (na obrdzku neni
dobfe vidét; snadno lze viak spoditat, Ze jednostranné derivace jsou y” (0) = —3
a y1(0)=—1, tedy y” (0) # ¢/ (0)) a y”(x) v tomto bod¢ neexistuje.
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A
) b(x)
—T 0] T z
A y(z)
Yy

\/ o :

A y”(a:)
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Obr. 3.2: Regeni poatecni tlohy y” +y =sgnz, y(7) =0, y'(r) =1

Y
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3.5 Ukazky aplikaci systému diferencialnich
rovnic

Pro systémy diferencidlnich rovnic plati v jeSté vétsi mife to, co pro jednu dife-
rencidlni rovnici — aplikaci je nepfeberné. My si alespon pro ilustraci uvedeme
dvé — jednu z mechaniky a jednu z teorie elektrickych obvodd.

1. Mechanicka soustava.

Uvazujme soustavu dvou pruzin zndzornénou na obrazku 3.3. Bod B ma
hmotnost m; a je spojen pruzinou P s pevnym bodem A. Bod C' ma hmotnost
mg a je spojen pruzinou () s hmotnym bodem B; na bod C kromé toho ptisobi

w2

vnéjsi sila, jejiz hodnota v okamziku ¢ je ¢(t); ¢: R — R.

////////////:{///////////
e
%
2
Q

Obr. 3.3: Mechanicka soustava

Mechanické vlastnosti pruziny P jsou dany jeji charakteristikou hy : vzdéle-
nost u bodi A a B nesmi klesnout pod dané ¢islo v; > 0 ani nesmi pfekrodit
¢islo g, kde y9 > ;. Je-li v1 < u < 79, pak body A a B jsou k sobé pfitahovany
silou hq(u), tj. h1 : (71,72) = R. Podobné charakteristikou pruziny Q je funkce
ha: (01,82) = R, kde 0 < §; < d2. Kromé toho na body B, resp. C pfisobi sila
tfeni, kterd je imérnd okamzité rychlosti bodu B, resp. bodu C' s konstantami
ameérnosti & > 0, resp. # > 0 a puisobi proti sméru pohybu. Necht y, (¢) zname-
né polohu a vy (t) rychlost bodu B v okamZiku ¢; necht y2(t) je poloha a vo(t)
rychlost bodu C' v okamziku ¢. Potom plati

dy(t)
d—dt(—; = Ul(t),
yal(l
a =0 (3.30)
ma P2 = 0]+ halya(9) ~ 12 (0) - a0,
s P20 o a(t) — 51 (0] - Bua(t) + a(0)

dt
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Prvni dvé rovnice plynou z definice rychlosti, druhé dvé z Newtonova pohybo-
vého zdkona. Obecné jde o (nelinedrni) systém ¢tyt rovnic prvniho fadu.
Pro malé vychylky od rovnovazné (klidové) polohy miZeme piedpokladat,
ze funkce hj(u), resp. ho(u) jsou linearni a liché vzhledem ke st¥edu intervalu
o1+ 6
’71-;-72, 5= 1; 2 pak

hl(u)zkl(u——'y),rkl >0, ho(u) =ko(u—196), ks > 0.

(71,72), resp. (01, 02). Oznalme v =

Dosadime-li tyto tvary do (3.30), dostaneme nehomogenni linedrni systém

yl - U1,
yé - Va2,
ki -+ k k «
vy = — - 2y1+~—2—y2———v1 + ki — kod,
} my mi my
ko k 15}
vy = 2y -~y — — vz + k20 +q(t).
me meo ma

Prislusny homogenni systém ma konstantni koeficienty a bylo by tedy moZné
ho Tesit nékterou z vyse uvedenych metod a pak pouzit princip variace konstant.

2. Elektricky obvod

Uvazujme elektricky obvod znazornény na obrazku 3.4, ktery obsahuje dva
rezistory o hodnotach R; > 0 a R; > 0 ohmi, dale dva induktory o induké-
nostech L; > 0 a Ly > 0 henry a idedlni napétovy zdroj stfidavého napéti
o velikosti Asin(wt + ¢) voltd, A > 0, w > 0, ¢ € R. Oznalme i1(t) a ia(t)
proud v ampérech v jednotlivych vétvich.

Z Kirchhoffovych zdkont — srovnejte str. 42 a 78 — vyplyva, Ze i1 (t) a ig(t)
splhuji dvojici diferencidlnich rovnic

Lyih(t) + Rufir(t) — ia(t)] = Asin(wt + ¢),
Laiy(t) + Raia(t) — Rafir(t) — i2(t)] = 0.

Po dpravé dostaneme

R Ry A .
’lll = —Z—i‘ll + E—i—l2 —+ E sm(wt—{—gp),
. Ry . Ri+ Ry .
ih = Z;’ll'{’——z;‘—"lz,

coZ je opét linearni systém s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou stranou.
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Asin(wt + @) CN

Obr. 3.4: Elektricky obvod
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minimalni polynom, 108
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jednoduse souvisla, 28
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vlastni, 85
prenosova matice, 105
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rovnice
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v implicitnim tvaru, 2, 47 S
Eulerova, 72 smérové pole, 3
exaktni, 28 systém diferencidlnich rovnic, 82
funkcionalni, 1 linearni, 86
homogenni, 15 homogenni, 86
charakteristickd, 59 nehomogenni, 86
Liénardova, 54
linearni, 21, 54 v
homogenni, 21, 54 variace konstant, 24, 63, 90
nehomogenni, 21, 54
Riccatiho, 11 w »
se separovanymi proménnymi, wronskidn, 56, 89
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van der Polova, 54 Z

zobecnény vlastni vektor, 102

o

fad diferencialni rovnice, 1
FeSeni
diferencialni rovnice, 2
obecné, 2, 62, 90
partikuldrni, 2
pomoci kvadratur, 10
singularni, 9
systému, 82
uplné, 85
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