CESTA KE SKALARNIMU SOUCINU

ZDENEK HALAS

V tomto prispévku se pokusime zdiaraznit vyznam motivace pfi zavadéni
pojmu, kterou nechapeme jen jako prvek zatraktiviujici vyuku, ale jako inte-
gralni soucast matematického vzdélavani. Tyto tivahy budeme demonstrovat
na prikladé zavedeni skalarniho soucinu.

1 Zavadéni pojmu a jejich motivace

Ve skolské matematice se nékdy zavadéji pojmy bez nalezité motivace. V pfi-
padé skalarniho soucinu se to tyka nékterych ucebnic stfedoskolskych i vysoko-
skolskych. Nahlédneme-li napt. do st¥edosgkolské ucebnice [3], nalezneme tam
na strané 40 ,motivaci® v rozsahu jediné véty: Skaldrni soucin, ktery ted zave-
deme, je velmi duleZity.

Ve stfedoskolské ucebnici [4] se sice nejprve odvodi vzorec pro thel dvou
vektort, nicméné skalarni soucin je pak motivovan pouze na zakladé vztahi
znadmych z fyziky: W = F.5aW= |ﬁ||§'| cos p, takze se odkazuje na skalarni
soucin pouzivany ve fyzice.

Ve vysokoskolskych ucebnicich je pak kladen diraz na abstraktni definici
(skalarni souéin jako bilinedrni forma, kterd je symetrickd a pozitivné defi-
nitni). K zakladni motivaci skaldrniho sou¢inu se uz autofi vétsinou nevraceji,
tuto znalost tiSe predpokladaji. Je tomu tak nejen v ucebnicich linearni alge-
bry (napf. [1], kde je tento pFistup pochopitelny, nebot téma skaldrni soucin
elegantné navazuje na téma bilinearni formy; navic je tfeba ziskat obecnéjsi
pohled na skalérni sou¢in v souvislosti s matematickou analyzou), ale i v udeb-
nicich geometrie, viz nap¥. [5] od strany 104, kde je pouze pfipomenuta definice
skalarniho soucinu z linearni algebry, bohuzel bez nazorné geometrické inter-
pretace a jejich disledkt. Prestoze je zde vybudovana mira thlu, je nasledné
vztah

u-v
COST = ——Q=S775 (1)
[l 7]
pouzit k definici funkce kosinus (str. 134), resp. k definici odchylky nenulovych
vektort 4 a ¥ (str. 136).

Ve zminénych vysokoskolskych ucebnicich se tedy predpoklada, ze ¢tenar je
obeznamen s divodem, pro¢ je odchylka dvou nenulovych vektort definovana
vztahem (1) a jak byl tento vztah odvozen. Z vlastniho Setieni, kdy jsem se
dotazoval vice nez 140 student ucitelstvi matematiky, vSak vyplynulo, Ze tento
predpoklad neni v naprosté vétsiné pripadt splnén. Pouze pét studentt z nich
mélo aspoii néjaké povédomi o tom, jak vztah (1) vznikl a ¢im je motivovano
zavedeni skalarniho soucinu, ostatni o tom neméli predstavu vibec zadnou.
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Jsem presvédcen o tom, Ze abstraktni zavedeni skaldrniho soucinu je pro-
spésné, je vSak tfeba jej provadét se studenty, ktefi jsou na to pfipraveni.
Jinymi slovy: abstrakce k matematice neodmyslitelné patii; myslim vsak, zZe je
tfeba k ni pristupovat az tehdy, kdyz je zfejmé, na zakladé ¢eho ji provadime.

Pri zavadéni pojm1 je Casto prospésné vyuzit poznatkid historie matematiky.
Vyvoj skalarniho soucinu byl vS§ak pomérné komplikovany, zasahuje i do jinych
oblasti matematiky, nez je geometrie a linedrni algebra (hyperkomplexni ¢isla,
viz napf. péknd netradiéni uéebnice [2]), a tak se skaldrni souéin fadi mezi ty
pojmy, jejichz zavedeni vétsinou nedoprovazi zajimavy historicky exkurz, ale
vychazi se pouze z vhodné zvolenych matematickych tivah, které pak implikuji
didaktické zpracovani.

V nésledujici kapitole stru¢né shrnu motivacni Gvahy, které by podle mych
predstav mély predchazet definici skaldrniho souinu. Zavérecna ¢ast pak bude
vénovana jedné aplikaci geometrické interpretace skaldrniho souc¢inu. Budeme
tedy postupovat podle jednoduchého schématu, které se mi ve vjuce pri zava-
déni zakladnich pojmu osvédcilo:

1. motivace (nastinéni ,0 co jde“, formulace zékladniho problému),
2. FeSeni problému a samotné definice, zdivodnéni zvoleného nazvu,

3. priklady a protiptiklady, ekvivalentni charakterizace, aplikace.

Uvedené schéma nadm pfipomind, Ze ve Skolské matematice by definice za-
kladniho pojmu zpravidla neméla byt ,autonomni“, ,samostatna®, ale méla by
bezprostfedné navazovat na predchozi ivahy.

2 Zavedeni skalarniho souéinu

Méme-li na stfedni skole zavedeny soufadnice vektoru a séitani vektort,
miizeme prikrocit k zavedeni skalarniho souc¢inu.

Predné je tfeba si uvédomit, ze s vektory nyni pracujeme v rdmci analytické
geometrie, prestoze je jejich abstraktni zavedeni jako prvka jisté algebraické
struktury — vektorového prostoru — na geometrii nezavislé. Analytickd geome-
trie vSak neni néjaka ,nova“ geometrie, ale zakim jiz znamé geometrie, jejiz
vysledky vSak zapisujeme pomoci soufadnic, a vektory si v této fazi predsta-
vujeme jako klasické ,Sipky“.

Jednou z podstatnych slozek geometrie je jeji metricka cast formalizujici to,
co z bézného zivota dobie zname: délky, vzdalenosti, velikosti thlt. V ramci
analytické geometrie je tedy tfeba vyftesit dva zakladni problémy: jak zapsat
pomoci soufadnic:

a) vzdalenost dvou bodu (tj. délku vektoru),
b) odchylku dvou vektort.

Pokud tyto dvé zakladni tlohy tspésné vytesime, ziskame zaklad k dalsim
geometrickym tvaham, naptiklad budeme moci hledat vzdalenosti bodu od



podprostoru (¢i od nadroviny), obecné vzdalenost dvou podprostorti, odchylku
dvou piimek, piimky od podprostoru (¢i od nadroviny) nebo odchylku dvou
nadrovin. VSimnéme si, ze zatim o skaldrnim soucinu nemusime vibec hovofit.

a) Norma vektoru @ = (u1,usz)

Pro nenulovy vektor @ = (u1,uz) budeme vychézet z obrazku 1. Vzhledem
k tomu, ze pracujeme v kartézské soustavé souradnic, mizeme na vznikly pra-
vouhly trojuhelnik s délkami odvésen |u;|, |us| aplikovat Pythagorovu vétu.
Pro délku ptepony, coz je hledand norma ||| nenulového vektoru @, pak plati

I]1* = wi +u3 .
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Obr. 1: Norma vektoru @ = (uy, usg)

Samotnou normu vektoru tedy definujeme takto:

]l = \/ui + 3 -

Platnost tohoto defini¢niho vztahu rozsifime i na nulovy vektor o, jeho norma
je tedy nulova. Tim je prvni zdkladni problém vyftesSen.

b) Odchylka dvou vektord @ = (u1,uz2) a ¥ = (v1,v2)

Odchylku dvou nenulovych vektortt @ = (u1,us2) a ¥ = (v1,v2) uréime opét
na zakladé skolské planimetrie. Vektory @ a ¢’ 1ze doplnit na trojihelnik vekto-
rem 4 — T = (u1 — v1, ug — v2), v némz hleddme jeden vnitini tthel . Ten vsak
snadno vypoc¢teme pomoci kosinové véty:

1@ — > = [|@l|* + 1|7]1* — 2/|@]|[|7]| cos -
7 T
'
q

Obr. 2: Odchylka dvou vektortt @ = (u1,usz) a ¥ = (vy,vs3)



Druhé mocniny norem rozepiseme dle vztahu odvozeného vyse:
(ur —v1)? + (uz —v2)? =i +uf  +of+v3 = 2||a]|[7]| cos .
Druhé mocniny se odectou:
(uf = 2urv1 +v7) + (u3 — 2upv2 +v3) = ui +uj +of +vi = 2[a@l|7] cos o,
a po vydéleni zbylé rovnosti ¢islem —2
—2uqv1 — 2ugvy = —2||d||||7]] cos ¢

vznikne elegantni rovnost!

w1 + upvy = [[@][|#] cos o .| (2)

Vidime, Ze na levé strané vznikl vyraz ujvi; + ugve, pomoci néhoz lze nalézt
odchylku dvou nenulovych vektort. Pokud bychom jej provizorné oznadili (@, ¥/),
tak bychom s jeho pomoci mohli zapsat i feSeni pfedchoziho problému — normu
vektoru:
ldll = v/ (d, @) .
Odchylka dvou nenulovych vektort @, ¥ je tedy takové ¢ € [0,7], pro které
plati:
(4, )

(@, 1)/ (¥, V)
Tuto rovnost pak miizeme pii abstraktnim budovani analytické geometrie po-
uzit pri definici odchylky dvou nenulovych vektora @, v.

cosp =

Z predchozich tvah plyne zdsadni poznatek: pomoci vyrazu (4, v) lze za-
psat FeSeni obou zakladnich problémii: nalezeni normy vektoru i odchylky dvou
nenulovych vektori. Tento vyraz tedy hraje klicovou roli v celé analytické
geometrii v dvourozmérném eukleidovském prostoru. Zcela analogické tvahy
bychom mohli provést v n-rozmérném prostoru. Skalarni soucin by pak mél
znamy tvar

(U, V) = ugvr + - + Up Uy .

Ctenaf obeznameny se zaklady diferencialni geometrie ploch zde miize roz-
poznat propedeutiku prvni zékladni formy plochy, coz je vlastné skaldrni soudin,
ktery je obecné nekonstantni. Zjednodusené muizeme fici, ze prvni zakladni
forma dané plochy urcuje jeji vnitini geometrii.

I Rovnost (2) lze také snadno ovéfit pomoci souctového vzorce pro funkei kosinus. Pokud
s osou x svird vektor @ thel a a vektor ¥ thel 8, plati pro jejich soufadnice @ = (u1,u2) =
(||1@]| cos e, ||t sin ) a ¥ = (v1,v2) = (||7]| cos B, ||T]] sin B). Kosinus odchylky ¢ = S—a téchto
dvou vektort je tedy roven: cos ¢ = cos(8—a) = cosacos B+sinasinf = i

u1v1+ugvg
[RAlliR]

tj. cosp =



3 Samotny termin ,skalarni soucin®

V predchézejici kapitole jsme ukézali, ze klicovou roli v analytické geometrii
hraje vyraz
(’LT, ’17) = UV + U2V3 .

Prozkoumejme tedy nyni jeho vlastnosti. Rozepsanim do soutadnic pozorujeme,
Ze je symetricky:

(@,7) = (7,7).
Kdyz zavadime skalarni soucin, tak jiz mame k dispozici operaci soucet vektorii.
Prirozenou otazkou tedy je, jak se zkoumany vyraz chova, dosadime-li soucet
dvou vektort do jedné z jeho slozek:

(4, 04+ W) = ((Ul,uz), (v1 4+ wi, v2 —|—w2)> = w1 (v1 + w1) + uz(ve + woe)

=uvy + ugvy + wwy + ugwe = (4, V) + (4, W) .

Zkoumany vyraz (i, ¥) je tedy vzhledem k souc¢tu vektori distributivni. Chova
se tedy jako soucin. Vhodné znaceni, které bude usnadnovat vypocty, je tedy
takové, které bude evokovat soucin:

U= U1V + U2V .

S

Nejedna, se viak o operaci, vysledkem totiz neni vektor, ale &islo, skalar?. Proto
se U - U nazyva skaldrni soucin.

Napfiiklad ve stfedoskolské ucebnici [3] je sice na strané 40 odvozena distri-
butivita skalarniho soucinu, avsak pouze jako pravidlo pro pocitani, neni dana
do souvislosti s volbou samotného terminu ,skaldrni souc¢in®.

Ve vysokoskolské matematice lze motivovat volbu terminu ,,skalarni sou¢in®
také tim, ze je mozné jej zapsat jako soucin matic:

Lo v
U= (u u2)(v;) .

Zavedenim pojmu vSak prace nekonci. V pripadé skalarniho soucinu je tfeba
nazorné ukazat geometrickou interpretaci a jeji mocné aplikace, pripadné né-
které vyznamné specialni priklady. Témto problémim se budeme stru¢né vé-
novat v nasledujicich kapitolach.

4 Kolmost

1. Kolmost dvou vektortt @ = (uj,u2) a ¥ = (v1,v2) lze pomoci skalér-
niho soucinu charakterizovat snadno; staci ve vztahu (2) zvolit ¢ = 7. Potom
cos p = 0, takze3

T <~ ULV + ugvg = 0.

2 7 latinského scalae, -arum, f. — zebiik, schody.
3 Vzhledem k tomu, Ze odchylka vektorti ¢ € [0, 7], dostavame ekvivalenci.



Tento postup je sice kratky a piimocary, lze vSak zvolit ,geometrictéjsi“
pristup, ktery je naznacen v bodé 2.
2. Charakterizaci kolmosti dvou vektorti zndzornime pfimo pomoci podob-

nosti pravothlych trojahelnikd, viz obrazek 3 (prvni z nich méa odvésny obar-
veny Cervené, druhy modfe):

ol _ o
lur|  Joa|’
.
lu||v1] = |uz||v2|.

Vzhledem k tomu, Ze druhy (modry) trojthelnik je v nésledujicim kvadrantu,
dojde ke zméné znaménka u pravé jedné ze souradnic, proto

U1V = —U2v2,

neboli
ULV + UV = 0.

bl _ Jol
lui|  |vo

ULV + usvg =0

1

£

Obr. 3: Znazornéni kolmosti dvou vektoru na zakladé podobnosti trojihelnikt
3. Jiné znazornéni charakterizace kolmosti dvou vektoru je zaloZzeno na po-
znatku, Ze obé thlopticky v obdélniku maji stejnou délku. Je-li w L v, tak

doplnénim na rovnobéznik dostavame obdélnik; délky obou jeho tthlopiicek se
tedy rovnaji:

Umocnénim na druhou a uZitim rovnosti ||@||? = @ - @ dostavame

1| + 2 - 7+ [|9]* = ||al|* — 2@ - &+ |7,



U-v=—-u-7,
tj. nutné
u-v=0.

4. Pfi odvozeni vztahu pro odchylku dvou vektort jsme vychézeli z kosinové
véty. Pro ¢ = 3 tato véta prechéazi ve vétu Pythagorovu:

LT = || +|7)* = @ - 7).
Rozepsanim pravé strany
I1al* + 191> = @) — 2@ - & + |7
dostavame
i-7=0.
5 Geometricka interpretace skalarniho souc¢inu
Ze vztahu (2), tj. @ - ¥ = ||@||||U]| cos¢ ihned plyne geometrickd in-

terpretace skaldrniho soucinu. Staéi si uvédomit, ze |U|cose je (orien-
tovana) velikost projekce vektoru @ do sméru vektoru @, viz obrazek 4.

Tieosp g

Obr. 4: Projekce vektoru v do sméru vektoru o

Skalarni soudin « - U tedy udava orientovanou délku projekce vektoru o do
sméru vektoru u, jez je vynasobena délkou vektoru . Toto vynasobeni si mi-
Zeme predstavit takto: (orientovanou) projekci zazna¢ime na vektor @ (jako na
obr. 4), nasledné si pfedstavime, Ze je tento vektor jednotkovy a vyrobeny z do-
konale pruzné gumy. Natdhneme-1i jej na ptivodni velikost, bude (orientovana)
délka c¢erveného natazeného useku rovna skaldrnimu soucinu - .

Situace se podstatné zjednodusi, je-li vektor , do jehoz sméru promitame,
jednotkovy. Potom lze fici, Ze skalarni soucin « - ¥ udava pfimo orientovanou
délku projekce vektoru ' do sméru vektoru .

Na zékladé této geometrické interpretace lze snadno nahlédnout nékteré di-
lezité vysledky analytické geometrie i linearni algebry. Napfiklad charakterizace
kolmosti je ihned zfejma: velikost projekce je nulova, tj. « L v = 0 praveé tehdy,
kdyz @ - v = 0.



6 Vzdalenost bodu od nadroviny

V této kapitole naznacime velmi jednoduché odvozeni vzorce pro vzdalenost
bodu od nadroviny. Vyjdeme z geometrické interpretace skalarniho soucinu.
Budeme tak ilustrovat fakt, Ze dikladné provedené zavedeni nového pojmu je
dobrym zékladem pro dalsi latku.

Méjme nadrovinu ¢ (napf. pfimka v roviné, rovina v trojrozmérném pro-
storu). Zvolme jeden bod této nadroviny a oznafme jej @), normalovy vektor
této nadroviny oznac¢me 77. Potom obecnou rovnici této nadroviny lze pséat ve
tvaru p: 7 - (X — Q) =0, kde X je libovolny bod nadroviny p.

Urceme nyni vzdalenost d(A, ¢) bodu A (ktery nelez v ) od nadroviny p.
Z obrazku 5 je ziejmé, ze je rovna absolutni hodnoté délky projekce vektoru
A — @ do sméru norméalového vektoru 7. Vezmeme-li misto vektoru 7 ptislusny

—

n

vektor jednotkovy, tj. H, miizeme tuto délku projekce zapsat pomoci skalér-
7
niho soucinu: .
7
a0 =|(4- Q) 5
7]
4

Obr. 5: Vzdélenost bodu A od nadroviny ¢: 7 - (X — Q) =0

Drobnou tpravou dostavame

- (A= Q)|
d(A ,Q) TR TE—— (3)
’ 7]

Porovname-li vyraz v itateli zlomku na pravé strané v (3) s obecnou rovnici

nadroviny ¢ : - (X — Q) = 0, vidime, Ze je to jeji levé strana, do niZ je dosazen
bod A.

RozepiSeme-li rovnost (3) v souradnicich, dostaneme:
e vroviné: A = a1, az], pfimka p: (a,b)-(x—q1,y—¢q2) = 0, tj. 7 = (a,b),
Q=[n,q], X=[z,ylap:ax+by+c=0,kde c = —aq1 — bga,
(A= Q) 7| |aay +baz +c|

d(A,p) = — = ;
(4.) 7 VT
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e v prostoru: A = [ay, az, as], rovina ¢ : (a,b,¢)- (x—q1,y—q2,2—q3) = 0,
t.] = (a,b,c), Q = [QI7qQaQ3]7 X = ['xayaz] a P a$+by+cz+d: Oa
kde d = —aqy — bgz — cqs,

A-—Q) 7t b d
d(A,g):K _C?) n\:|aa1—|— as + caz + d|
7] Va2 + b2 + ¢

7 Zavér
Na pojmu ,skalarni souc¢in“ jsem se pokusil ukézat, ze dikladné provedené
motivacni Gvahy:
e jsou integralni soucasti matematického vzdélavani, nejsou tedy pouhou
zajimavosti, kterou lze z c¢asovych divodt vynechat,
e nezdrzuji, naopak, velmi usnadiiuji dalsi postup v matematice:
geometricky vyznam skalarniho sou¢inu — kolmost — obecna rov-
nice nadroviny — vzdalenost bodu od nadroviny,
e usnadnuji porozuméni celkové stavbé a provazanosti matematiky:

norma a odchylka — skalarni soucin jako symetrickd a pozitivné
definitni bilinedrni forma — prvni zakladni forma plochy.

Upozornil jsem také na to, ze né€které zakladni pojmy nemuseji byt dosta-
tecné srozumitelné ani tém absolventim stiednich skol, ktefi si vybrali za jeden
ze svych oboru studia uditelstvi matematiky. Abstrakce, s niz se pak setkavaji
pfi svém vysokoskolském studiu, pak nemé dostateénou oporu v nazornych a
konkrétnich tivahach, které by mély kazdé abstrakci predchazet.
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