KUZELOSECKY

ZDENEK HALAS

V této kapitole se zamérime na nékteré historické zajimavosti a sou-
vislosti z teorie kuzelosecek. Odpovime na nékolik otazek:

e Jaké mame prvni doklady o teorii kuzelosecek?
e Proc¢ se kuzelosecky zacaly zkoumat?
e Odkud se vzaly nazvy elipsa, parabola, hyperbola?

Historické postupy budeme kviili lepsi srozumitelnosti prezentovat v mo-
dernizované podobé.
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1 Pocatky zkoumani kuzelosecek

Objev kuzelosecek je v antické tradici pripisovan Menaichmovi (1. polo-
vina 4. stol. pf. Kr.), a to v souvislosti s feSenim problému nalezeni dvou
strednich imérnych, tj. nalezeni dvou neznamych délek = a y takovych,
aby pro zadané délky a, b platilo

a_ —_—
Y

y
;-



Pravé na tuto tlohu prevedl Hippokratés z Chiu (2. pol. 5. stol. pf. Kr.
jeden ze ti{ slavnych problémii antické matematiky® — zdvojeni krychles.
Zvolime-li totiz a = 2b, dostaneme po Upravé z predchoziho vztahu

y® =203,

Je tedy nalezena délka y hrany krychle, kterd mé oproti zadané krychli
s délkou hrany b dvojnasobny objem. Menaichmos vyTesil problém nale-
zeni dvou strednich timérnych pomoci kuzelosecek; algebraicky zapsano:

xy = ab, y? = bz,

nebo
2 2

T° = ay, y° = br.
7 dochovaného zlomku obsahujiciho toto feéeniE vsak vyplyva, ze Me-
naichmos pracoval s kuzeloseckami na pomérné vysoké urovni. Zda se
tedy byt pravdépodobné, ze byly studovany uz pied nim.

Kuzelosecky byly zpocatku studovany jako kiivky vznikajici fezem
plasté kuzelu rovinou vedenou kolmo na nékterou povrchovou primku.
Jednotlivé kuzelosecky pak byly ziskany volbou tthlu pri vrcholu kuzelu.
Elipsa tak byla nazyvana rezem ostrouhlého kuzelu, parabola tezem pra-
vouhlého kuZelu a hyperbola rezem tupouhlého kuZelu. Tuto terminologii
pouzivé ve svych spisech naptiklad Archimédés ze Syrakus. Podrobnéji
je historie kuzelosecek zpracovana napriklad v [2].

1 Jednalo se o kvadraturu kruhu — zkonstruovat stranu &tverce, ktery mé stej-
ny obsah jako kruh daného poloméru (nelze provést eukleidovsky, ¢islo 7w je totiz
transcendentni), trisekci @hlu — k zadanému thlu zkonstruovat jeho tfetinu, a zdvo-
jeni krychle — k dané usecce, kterd je hranou krychle, zkonstruovat tsecku, kterd je
hranou krychle dvojnisobného objemu (4/2 nelze zkonstruovat eukleidovsky). V 19.
stoleti bylo algebraickymi prostiedky dokazéano, ze tyto konstrukce nejsou provedi-
telné eukleidovsky, tj. pouze pomoci pravitka a kruzitka.

2 Vypravi se, ze krétsky kral Minés ukladajici do hrobu svého syna Glauka byl
nespokojen, ze je hrobka mald, a tak ji nechal zdvojnasobit, tj. ,zvétsit v tomto
poméru ve vSech smérech® (rozumf se tim vSak zdvojndsobit jeji objem). Pozdé&ji pry
lidem z ostrova Délos véstba ulozila zdvojnasobit jejich oltar, coz je opét tikol vedouci
na problém zdvojeni krychle. Geometrum se stdle nedafilo takovy pomér najit.

3 Viz Eutokittv komentaf k Archimédovu spisu O kouli a vdlci, odst. 78.13--
80.24, publikovany v J. L. Heiberg (ed.), Archimedis Opera Omnia cum Commentariis
FEutocit, vol. I11., Teubner, Leipzig, 1915.
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Obr. 10: Starsi teorie kuzelosecek (Archimédés), fezy plasté kuzelu
rovinou kolmou na jednu povrsku.

2 Kuzelosecky a slunecni hodiny

V této kapitole si ukazeme jeden z prikladu, jak se poznatky o kuzelo-
seckach projevily v praxi. Zpocatku se pro méreni ¢asu pouzival svisly
obelisk, tzv. gnémdn. Cas se odeéital z délky jeho stinu, coz bylo zatize-
no zna¢nymi nepresnostmi, nebot se délka stinu v prubéhu roku méni.
Gnoémony byly uzivany napiiklad v Egypté ¢i Mezopotamii. Odtud se je-
jich pouzivani rozsiFilo do Recka. Pravé tam se v pritbéhu 7. stol. pf. Kr.
objevil novy, mnohem presnéjsi typ — horizontalni duté polokulové slu-
necni hodiny zvané skafé (viz obr. 4), které mély rovnomérnou stupnici
nanesenou na vnitini plochu polosféry a hrot ukazatele ve stiedu této
sféry. Jejich vyhodou byla nezédvislost na dni v roce, ¢imz bylo dosazeno
mnohem vétsi pfesnosti, nebot se ¢as neodecital z délky stinu, ale z jeho
sméru. Vychézelo se tak vlastné ze zemské rotace. Vyroba takovychto
polokulovych slune¢nich hodin vSak byla pomérné naroc¢na.

Na konstrukci byly mnohem jednodussi sluneé¢ni hodiny rovinné. Prv-
ni takové se objevily v Egypté ve 4. stol. pf. Kr. Zohlednovaly rtzné
deklinace Slunce béhem roku, ale byly zatim vytvafeny pouze experi-
mentalné. Aby bylo mozno zkonstruovat datové édry, tj. kiivky, po nichz
se pohybuje konec stinu ukazatele v pribéhu daného dne v roce, bylo
uzitecné znat jejich zakladni matematické vlastnosti.

Neni nijak obtizné odvodit, ze datovymi ¢arami jsou pravé kuzelo-



secky. Predstavime-li si totiz denni drahu Slunce po obloze jako kruznici
(¢ast ji je pod obzorem) a Spicku ukazatele sluneénich hodin jako bod,
je ihned zrejmé, Ze spojenim vsSech bodu této kruznice s timto jednim
bodem vznikne kuzelova plocha. Jejim prinikem s rovinou ¢iselniku je
tedy nutné kuzelosecka. V nasich zemépisnych sitkach se jednd vesmeés
o hyperboly.

Obr. 10: Rovinné sluneéni hodiny — datové cary

Jelikoz se vyska Slunce na obloze v pribéhu roku méni, je mozno postup-
né pozorovat soustavu hyperbol (s vyjimkou jarni a podzimni rovnoden-
nosti, kdy hyperboly ptrechézeji v ptimku). S jejich pomoci lze odecitat
datum. Vyznaceni datovych car (alespon pro slunovraty a rovnodennos-
ti) na ¢iselniku sluneénich hodin také usnadnuje presné narysovani car
hodinovych.

4 Na pélu se jedns o kruznice, nebot dréha Slunce v pritbéhu dne se pozorovateli
jevi jako kruznice umisténd rovnobézné se zemi. Tato kruznice v pribéhu roku stoupd
¢i klesa pod obzor (polarn{ den a noc). Smérem k rovniku se pak tato Fidici kruznice
kuzelové plochy naklani ¢im dal tim vice, takze datové Cary prechazeji postupné
v elipsy, paraboly a v sirokém pasu mezi polarnimi kruhy v hyperboly.



Obr. 4: Sluneéni hodiny: skafé a rovinné sluneéni hodiny (zdroj: [6])

Rovinné sluneéni hodiny opatiené datovymi ¢arami se v antice sku-
tecné objevily. Prirozené az poté, co se rozsirila alespon zakladni znalost
kuzelosecek. Vzhledem k jejich relativné snadné vyrobé pak starsi typ —
skafé — postupem casu ustoupil slune¢nim hodindm rovinnym.

3 Nazvy kuzelosecek

Soucasnou terminologii vsak zavedl az Apollénios z Pergé (kolem roku
200 pt. Kr.) ve svém dile Konika (viz napr. [8])H které se stalo na témer
2000 let zakladnim spisem o kuzeloseckach. Toto dilo se nezachovalo
celé, z puvodnich osmi kapitol se jich dochovalo pouze prvnich sedm,
pricemz posledni t¥i z nich jen v arabském prekladu. Apollénios stu-
doval obecné fezy kosé kuzelové plochy. Jeho dilo je pomérné narocné,
proto se omezime na zjednodusené odvozeni charakteristické vlastnosti
paraboly chapané jako fez kuzelové plochy rovinou rovnobéznou s prave
jednou povrskou, pricemz budeme vyuzivat moderni symboliku. O elipse
a hyperbole pak pojedname zjednodusené s vyuzitim analytické geome-
trie.

Uvazujme pro jednoduchost kolmou kuzelovou plochu a vedme rovinu
rovnobéznou s povrchovou piimkou AG (viz obr. 1). UkéZeme, Ze fezem
je parabola. Necht tidici kruznice této kuzelové plochy prochézi body
BDGE a necht kruznice KM N lezi v roviné rovnobézné s rovinou fidici
kruznice. Jeji pramér je M N, bod K na nilezi a KX je rovnobézna s DFE
a kolmé na M N. Podobné i DFE je kolmé na BG. Jelikoz je trojuhelnik
K MN pravothly (Thalétova kruznice), plyne z Eukleidovy véty o vysce

|IKX|?>=|MX]|-|XN]|.

5 N4zvy parabola, hyperbola a elipsa se poprvé vyskytuji postupné ve vétach 11,
12 a 13 prvni knihy Konik.




Obr. 1: Parabola jako fez kuieluE

JelikoZ je rovina fezu rovnobéznd s povrchovou piimkou AG, tak | X N| =
|HG|. Navic z podobnosti trojihelniki AVMX a AV BH dostdvame

IMX| |VX|
|BH| — |VH|’
Proto
VX|-|BH| |BH| - |HG)|
Kx? = x| 1xn] = VELIBEL pey v x) 1B IHG]
7 predchoziho vztahu také vyplyva, ze pomér }5—5' = % nezavisi na
volbé kruhového fezu rovnobézného s fidici kruznici, je proto konstantni.

Podobné se také zachovava délka tsecky HG. Viraz % je tedy

konstantou. Oznac¢ime-li ji p, |K X| =y a |V X| = x, dostaneme zndmou
rovnici paraboly
y'=pz.

Tuto rovnici mizeme interpretovat jako tlohu nalézt k zadané tisecce
délky p tsecku délky x takovou, aby mél obdélnik s témito stranami
stejny obsah, jako predepsany ctverec se stranou délky y. Tato tloha se
tyka tzv. prikladdni ploch (Ffecky paraballd, srov. téz Eukleidovy Zaklady,
I, 44). Odtud pochazi nézev parabola (fecky parabolé).

6 Tento obrazek vznikl na zékladé prekladu Apolléniovych Kénik [8]. Nejedna se
tedy o presny rys v nékterém z uzivanych zobrazeni, ale o schematizujici nacrtek.
Podobné nacértky nachdzime i ve starych rukopisech a vydanich texta starovékych
matematiki.



Obdobnym zptusobem bychom se mohli zabyvat i elipsou a hyperbo-
bylo nicméné mozno v obou pripadech prepsat pomoci podobné rovnice
jako u paraboly, rozdil by byl jen v jednom pfidaném ¢lenu. Snadno ji lze
odvodit pomoci analytické geometrie. Rovnice elipsy, resp. hyperboly,
jejiz jeden vrchol prochazi pocatkem, je totiz

(zFa)? y

neboli po tprave
5 207 v,
yo=—uaF .
a a

» . 2 . [ .
Oznacime-li p = %, prejde tato vrcholova rovnice na tvar

PR 3}
a

ktery muzeme v pripadé znaménka minus interpretovat jako ulohu pfi-
lozit k zadané tusecce délky p usecku délky x takovou, aby vysledny
obdélnik obsahoval mensi obdélnik (plnou ¢arou) se stranou z, ktery by
mél stejny obsah, jako predepsany ¢tverec se stranou délky y, a zéroven
byl mensi o obdélnik (¢érkované) podobny zadanému obdélniku se stra-
nami 2a, p. Velkému obdélniku tedy ,,chybi“ (fecky elleip6) ¢arkovany
obdélnik a odtud ma elipsa sviij nazev (elleipsis).

T
p2a

D
Obr. 2: Elipsa — prikladani ploch

V piipadé znaménka plus by obdélnik o obsahu y? presahoval (Fecky
hyperball6) obdélnik se stranami p, x. Tento ptipad by odpovidal hy-
perbole (fecky hyperbolé).

Strucné jsme tak nastinili ptivod nazvi jednotlivych regularnich ku-
zelosecek. Pouzivali jsme pfritom analytickou geometrii a moderni mate-
maticky aparat. Historicky presnéjsi odvozeni a znéni prislusnych vét,
které je vsak o néco naro¢néjsi, 1ze nalézt napriklad v [8], pripadné [7].

7 Viz napt. [8], kapitola I, véty 12 a 13.



4 Konstrukce paraboly

Nyni vytézime z obrazku 1 jednoduchou, ale pomérné zajimavou souvis-
lost. Jedna se o konstrukci paraboly, ktera se nevyskytuje prilis casto.
Poprvé se objevuje v komentari k Apolloniovym Kénikdam, ktery sepsal
persky lékaf, astronom a matematik ibn Sina (asi 980--1037), znadmy téz
jako Avicenna.

Pokud zakreslime do jedné roviny kruhové rezy kolmé kuzelové plo-
chy vedené rovinami rovnobéznymi s jeji fidici kruznici (viz obrazek 1)
a pripojime-li také prislusnou parabolu, dostaneme piimo névod na jed-
noduchou konstrukci bodi paraboly.

Y

Obr. 3: Konstrukce paraboly

Na tuto geometrickou situaci miuzeme nasledné pohlizet jako na pfimou
aplikaci Eukleidovy véty o vysce, ktera je také podstatou puvodniho
Apolloniova odvozeni na kuzelové plose.



v

Obr. 4: Eukleidova véta o vysce
v’ =cq- 0y vy =p-ax p=|TO|

Oznac¢ime-li p vzdalenost |T'O| (pramér kruznice dotykajici se osy y),
dostaneme ihned rovnici paraboly

y =p-z.



5 Menaichmos — hyperbola a neprima timérnost

7 dél matematika pusobicich pred Eukleidem se nam dochovalo jen né-
kolik zminek z pozdéjsi doby. Jednim z nich je Menaichmos (polovina
4. stol. Epf. Kr.), ktery byl soucasnikem Eudoxa a Platéna. V kratkém
uryvkuf (necelé dvé strany) prevadi problém nalezeni dvou stfednich
imérnych na tlohu nalézt prisecik dvou kuzelosecek.

Modernizované receno, jsou-li dany veli¢iny a a b, je ikolem nalézt
veli¢iny = a y takové, aby

a _x _y
x y b

Tuto soustavu lze upravit napriklad na dvojici rovnosti

z? = ay, ab=xy

reprezentujicich jedno ze dvou Menaichmovych feseni, kterd se ndm do-
chovala. Tim je ptivodni tloha pfevedena na problém nalezeni priseciku
dvou kuzeloseéek — paraboly a hyperboly.

Ponechme nyni stranou detaily Menaichmova textu a povSimnéme
si uvedené rovnice hyperboly: lze ji snadno napsat jako vztah reprezen-
tujici neprimou timérnost )

a

y=—.
x

Proc je vsak grafem neprimé umérnosti hyperbola?

7 pozice vysokoskolské matematiky je odpovéd snadnd: rovnici tvaru
xy = k 1ze pomoci linedrn{ transformace x = 2/ — 3/, y = 2/ + 3’ ihned
prevést na rovnici (2’ —y') - (¢/ + y') = k, neboli na rovnici rovnoosé
hyperboly

12 12
T Yy

e
ko k

Transformace soustavy soutadnic (¢i alespon otoceni) vSak nemusi
vzdy pattit do standardni vybavy stredoskoldka. Menaichmos tu ptrinasi
inspirativni pohled na hyperbolu jako kfivku v roviné, pro jejiz body
plati, ze

soucin vzddlenosti od dvou riznobézek (asymptot) je konstantni.

To je vlastné geometricka interpretace vztahu zy = k, omezime-li se
na vétev v 1. kvadrantu a £ > 0: = je vzdalenost bodu hyperboly od
jedné asymptoty (osy y) a y vzdalenost od druhé asymptoty (osy x).

8 Objevuje se v Eutokiové komentsii k Archimédovu spisu O kouli a vdlci I,

viz [7], strany 92 az 96.
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Ukazme nyni, ze tuto vlastnost maji vSechny body vyhovujici rovnici
hyperboly znamé z analytické geometrie:

1:2 y2

Asymptotami této hyperboly jsou primky

xz Yy x Y
Ty¥_g, T _Y_y. 2
a+b ’ a b (2)

Vzdélenosti libovolného bodu X = [z,y] od téchto asymptot jsou

2ot 24
di(X) = —F—=, do(X) = —+
ety FE

Lezi-li bod X = [z, y] na hyperbole dané rovnici (1), muzeme v soucinu
vzdalenosti di(X) - da(X) nahradit sou¢in vyrazu vzniklych v citateli
jednickou:

£+ﬂ z _ Y 1
m“y@“F:‘ t - t—1+1-
+7 a7+b7 2 2

Vyraz 7 neobsahuje proménné z, y, je tedy vzhledem k nim kon-
2 2
stantnf. Vyhl:)vuji—li tudiz souradnice bodu X = [z, y] rovnici hyperboly
(1), je souéin dy(X) - d2(X) jeho vzdalenosti od jejich asymptot (2) na
volbé tohoto bodu X nezéavisly. Tim jsme ovérili, ze vSsechny body hy-
perboly dané rovnici (1) spliuji ,,Menaichmovu vlastnost*.
Tuto vlastnost lze snadno pozorovat primo na rovnici (1), jejiz leva

strana napadné pripomina po rozkladu na soucin

E9- G-

rovnici (3). Nyni si sta¢i uvédomit, ze kazdy z téchto ¢initelu figuruje
v Citateli vyrazu vyjadiujiciho vzdéalenost bodu od asymptoty. Obéma
¢initelim chybi jen urcitd konstanta ve jmenovateli a absolutni hodno-
ta. Vhodnou konstantou (presnéji soué¢inem prevrdacenych hodnot norem
normélovych vektort obou asymptot) je mozno celou rovnici vynasobit.
Absolutni hodnotu 1ze také doplnit, nebot pro vSechny body vétve hy-
perboly lezici vpravo od osy ¥ jsou oba ¢initele kladné; pro vsechny body

® Rovnici (3) splituji dvé hyperboly, obé maji asymptoty (2). Jedna hyperbola
m4& vétve nalevo a napravo od osy y, druhd mé vétve nad a pod osou .

11



vétve lezici vlevo od osy y jsou sice oba Cinitele zaporné, jejich soucin je
vsak kladny.

Menaichmuv pristup k hyperbole tedy poskytuje zajimavou geome-
trickou interpretaci neptimé imérnosti a standardni rovnice hyperboly.
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