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Obsah obecné = obsah mnohouhelnikt

VA BeU: ANBelU, AUBeU

1.S(A) >0, S@M)=0

2ANB =0 = S(AUB)=S(A)+ 5(B)
33.A2B = S(A)=5(B)

4.3Fel; S(E)=1

odtud také plyne:
ACB = S(A) <S(B)

Postup ve skole:
obdélnik — rovnobéznik —
obdélnik — lichobéznik
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Cesta k obsahu mnohodhelniki

Ekvidekomposabilita ve 2D

Def. Dva mnohouhelniky jsou ekvidekomposabilni:

Ize je napsat jako sjednoceni tychz neprekryvajicich se trojahelnikt

Bolyai-Gerwienova véta (1814, 1832, 1833)

Kazdé dva mnohothelniky stejného obsahu
Jsou ekvidekomposabilni.

Tj. definici obsahu mnohouhelniki Ize zalozit na rozkladech na trojahelniky.
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Cesta k obsahu mnohodhelniki

Ekvidekomposabilita ve 2D

V 90. letech 20. stol. se podarilo dokazat, Ze staci translace:

kazdy mnohouhelnik Ize rozdélit na konecné mnoho mnohouhelnikd,
z nichz Ize pouze pomoci translace slozit ctverec

(stejného obsahu, jako ptvodni mnohouhelnik)

M. Laczkovich: Equidecomposability and discrepancy: a solution to Tarski’s
circle squaring problem, Journal fir die reine und angewandte Mathematik
404(1990), 77-117.

M. Laczkovich: Paradoxical decompositions: a survey of recent results, Proc.
First European Congress of Mathematics, Vol. Il (Paris, 1992), Progress in
Mathematics 120, Birkhauser, Basel, 1994.
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Cesta k obsahu mnohodhelniki

Historie diikazu Bolyai-Gerwienovy véty

William Wallace, 1807: formulace problému

John Lowry, 1814: prvni dukaz:
W. Wallace, J. Lowry, Question 269, New Series of the Mathematical
Repository 3(1814). Thomas Leybourn (ed.), 44-46.

Farkas Bolyai, 1832: nezavisly dikaz:

W. Bolyai de Bolya, Tentamen. luventutem studiosam in elementa
matheseos purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva,
evidentiaque huic propria, introducendi. Cum appendice triplici, Maros
Véasarhelyini; tomus primus 1832, tomus secudus 1833.

Paul Gerwien, 1833: nezavisly dukaz:

P. Gerwien, Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen
geradlinigen Figuren in dieselben Stiicke, Journal fir die reine und
angewandte Mathematik 10(1833), 228-234.
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Cesta k obsahu mnohodhelniki

Hilbert: obsah trojuhelniku

nezavislé na Archimédové axiéomu
Hilbert fesi v Grundlagen obsah trojihelniku matematicky cisté, ale ...

zkratka definuje

— = = - V.=aV,
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Ekvidekomposabilita ve 3D

Ekvidekomposabilita ve 3D

Existuje rozklad libovolného mnohosténu na ctyistény
(pouze s vyuzitim pavodnich vrcholt)?

1911 Nels Johann Lennes:

ne

1928 Erich Schonhardt

priklad — Schénhardtovo téleso
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Objem ¢tyfsténu

Objem ctyrsténu — XII, 3-7

XIl, 7 hranol Ize rozlozit na 3 jehlany stejného objemu

A

tyto jehlany vSak nejsou shodné
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Ekvidekomposabilita ve 3D

1928 Erich Schonhardt
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Objem ¢tyfsténu

Objem ctyfsténu

Objem jehlanu: V= ESA v tj. tfetina objemu hranolu

poprvé uvedl Démokritos dokazal Eudoxos

dikaz zaloZzen na exhausta¢ni metodé:

Eukleidés, Zaklady X, 1:

dany dvé veli¢iny rtizné velikosti: vétsi (a) a mensi (g):

- od vétsi odecteme Cast vétsi nez jeji polovina

- a od zbytku opét odecteme Cast vétsi nez jeho polovina
- a od zbytku opét odecteme Cast vétsi nez jeho polovina
- a od zbytku opét odecteme cast vétsi nez jeho polovina

a tak dale = v nékterém kroku uz zbude veli¢ina mensi nez ¢
(viz téz Archimédiv axiom)

10/36

tj. od a odecteme veli¢inu > a/2, od zbytku odec¢teme vice nez jeho polovinu

a tak dale; po kone¢né mnoha krocich zbude veli¢ina < €
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Objem ¢tyFsténu Objem ¢tyfsténu
Objem ctyrsténu — XII, 3-7 Objem ctyrsténu — XII, 3-7
Xll, 3

Jehlan s trojuhelnikovou podstavou lze rozlozit na: XIl, 5 Pomér objemi trojbokych jehlani, které maji stejnou vysku, je

- dva shodné jehlany (a podobné celému jehlanu) roven poméru obsah jejich podstav.

- dva hranoly stejného objemu (vétsi nez polovina celého jehlanu) dikaz zalozen na exhaustivni metodé

XlIl, 6  podstavou mnohouhelnik

XIl, 7 hranol Ize rozlozit na 3 jehlany stejného objemu
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Objem ¢tyfsténu Objem ¢tyfsténu
. “r . Gy ey
XIl. kniha — dalsi vysledky Objem ctyfsténu dnes
Exhausta¢ni metoda: V. = Vqy + Vo + V3 + ...
Xll, 2 pomér obsahti dvou kruhii = pomér ¢tverct jejich pramért
XIl1, 10 kuzel je tfetinou valce s touz podstavou a vyskou
XIl, 17 dvé soustfedné koule; do vétsi vepsat pravidelny mnohostén, ktery
nema s mensi kouli ZAdny spole¢ny bod
XIl, 18 pomér obsahti dvou kouli = pomér krychli jejich pramért
1 1 1 1 1 1 4 1
V=-Sv+ 58S+ =Sv+...=_5v- T =Sv-5 =25
4 4 4 4 1—3 4 3 3
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Treti Hilberttiv problém

Treti Hilbertav problém
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Treti Hilbertiiv problém

Publikace 23 HP

David Hilbert (1862 — 1943)

[1900a] Problémes mathématiques. 'Ens. Math. (1) 2, 349-355.
[1900b] Mathematische Probleme. Nachrichten Koniglichen Gesellschaft
Wissenschaften Gottingen, math.-physik. Klasse, 253-297.

[1901a] Mathematische Probleme. Arch. Math. Physik (3) 1, 44-63,
213-237.

[1901b] Problémes mathématiques. Revue Gén. Sci. Pures Appl. 12, 168-174.

[1901a] vyslo jesté 1902 francouzsky
[1902a] Sur les problémes futurs des mathématiques. 58—114;
1902b. Mathematical problems. Bull. Amer. Math. Soc. 8, 437-479.
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Treti Hilberttv problém

23 Hilbertovych problémi
David Hilbert (1862 — 1943)

Druhy mezinarodni kongres matematikd, Pa¥iz
8. srpen 1900
Sekce Historie a bibliografie M
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Treti Hilbertaiv problém

Treti Hilberttv problém

Neslo by to bez exhausta¢ni metody?

Z oblasti zakladii geometrie bych chtél jmenovat nasledujici problém.

3. Rovnost objem dvou ¢tyfsténi se stejnym obsahem zakladny a stejnou
vyskou.

Gauss vyjadruje ve dvou dopisech Gerlingovi své politovani nad tim, Ze jista
tvrzeni stereometrie zavisi na exhaustivni metodé, tj. v moderni terminologii na
axiomu spojitosti (nebo na Archimédovu axiomu). Gauss jmenovité uvadi
Eukleidovo tvrzeni, Ze trojboké jehlany se stejnou vyskou jsou ve stejném
poméru jako jejich podstavy. Analogicka iloha v roviné byla uz zcela vyresena;
dale se podarilo Gerlingovi dokazat rovnost objemii dvou symetrickych
mnohosténd skrze jejich rozklad na shodné Casti. Presto se mi jevi ditkaz vyse
zminéného Eukleidova tvrzeni timto zpisobem jako nemozny a jednalo by se
tedy o striktni ditkaz nemoZnosti. Takovy by byl proveden, jakmile se podari —
uvést dva Ctyrstény se stejnym obsahem podstavy a se stejnou vyskou, které
nelze Zadnym zpisobem rozloZit na shodné Ctyrstény a které nelze ani
pripojenim shodnych ctyrsténd doplnit na takové mnohostény, pro néz je

rozklad ve shodné ctyfstény mozny.
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Christian Gerling

Gausstiv dopis Christianu Gerlingovi

Gauss an GerLING. Gittingen, 8. April 1844,

««+..... Ihre Bemerkungen iiber Symmetrie und Congruenz sind voll-
kommen treffend. Was noch zu desideriren wire, ist der metaphysische Grund,
warum es so ist (was bei Ihnen nur als eine wahrgenommene Thatsache auf-
tritt) und damit auch die Erweiterung auf eine Geometrie von mehr als 3 Di-
mensionen, wofiir wir menschliche Wesen keine Anschauung haben, die aber
in abstracto betrachtet nicht widersprechend ist, und fiiglich hShern Wesen
zukommen konnte. Um aber, aus dieser Hthe, wieder auf die Erde herunter-
zukommen, so ist es schade, dass die Gleichheit der Volumina kdrperlicher
bloss symmetrischer, aber nicht congruenter Gebilde, sich nur durch die Ex-
haustionsmethode, und nicht eben so elementarisch demonstriren ldsst, wie
meines Wissens zuerst Sie bei der Area des sphiirischen Dreiecks gezeigt haben.
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Christian Gerling

Christian Gerling

ditkaz pro symetrické jehlany a mnohostény

rozklad trojbokého jehlanu na dvanact zrcadlové soumérnych ¢tyfstén

Je-li kazdy z jednotlivych dil¢ich ¢tyfstént zrcadlové symetricky, pak ke
stejnému rozkladu nezbytné vede i rozklad trojbokého jehlanu, ktery je
zrcadlové soumérny s ptivodnim.

Libovolny jehlan Ize tedy rozlozit na stejné dil¢i mnohostény jako jehlan
s nim zrcadlové soumérny.

Symetrické jehlany maji proto stejny objem.

Jelikoz Ize kazdy mnohostén rozlozit na trojboké jehlany, plati rovnost
objemu i pro obecné navzijem zrcadlové soumérné mnohostény.
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Christian Gerling

Gausstiv dopis Christianu Gerlingovi

Gauss an GerLiNg. Gottingen, 17. April 1844,

Die Art, wie Sie die Volumengleichheit bloss symmetrischer, nicht zu-
gleich congruenter, Korper beweisen, hat mir viel Vergniigen gemacht. Man
kdnnte den Nerv davon so hervorheben, dass man sagt,

1) dass man auf diejenigen Pyramiden aufmerksam macht, deren symme-
trische Gegenstiicke mit ihnen zugleich congruent sind, welches nem-
lich diejenigen sind, an denen zwei Seitenflichen zu einer dritten normal
gind und in ihren Durchschnitten mit dieser gleiche Kanten geben, und

2) dass man nachweist, wie jede Pyramide in 12 Pyramiden von der eben
bezeichneten Art zerlegt werden kann.
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Christian Gerling

Max Dehn (1878-1952)

Z4ak Hilbertav
Doktorat 1900

1922 Frankfurt:
Seminér historie M

1940/41 USA
1945 Black Mountain
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Christian Gerling
Reseni

Dehn M.: Uber raumgleiche Polyeder. Nachrichten Kénigl. Ges. der Wiss. zu
Gottingen f. d. Jahr 1900, 345-354.

Odvozeni nutné podminky ekvidekomposability, mnohostény s riznymi
Dehnovymi invarianty (napf. krychle a prav. 4stén).

Dehn M.: Uber den Rauminhalt. Math. Ann. 55(1902), 465-478.

Zde dokazal, 7e ekvidekomposabilni mnohostény musi mit stejny Dehnayv
invariant.

Kagan, V. F.: Uber die Transformation der Polyeder. Math. Ann. 57(1903),
421-424.
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Christian Gerling

M. Dehn: feseni

Zdenék Halas (KDM MFF UK) Max Dehn a tieti Hilbertaiv problém Déjiny matematiky 11 27/36

Christian Gerling

M. Dehn a D. Hilbert

Vyroéni zprava kralovské védecké spole¢nosti v Gottingen (1900)

Nachrichten

von der

Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften

zu Gottingen.

Mathematisch - physikalische Klasse.
1900. Heft 3.

Inhalt.

0. Wallach, T zen aus dem Cniversitas-Laboratoriam zu
Gortingen (IX) . - . . . . . . .. .. ..
Eduard Riecke, Ueber das Verbaltmiss der Leitf
Metalle fur Warme und Electricitat . . . . .
D. Hilbert, Mathematische Probleme .+ . . . . . . . . . . .
Alfred Locwy, Ueber die Transformation einer Hermiteschen Form
vou nicht verschvindender Determivante in sich. o . . . . . , 208
Robert Fricke, Die automorphen Elementarformen . . . . . . , 503
Robert Fricke, Die Ritter'sche Primform auf einer beliebigen Ric-

keiten dexr

manwschen Flache . . . . . .. . . . . 14
A. Voss, Ceber die Principe von Hamilton und Mau R ]
W. Nernst und H. Reynolds, CUeber die Leitfa fester
Misclungen bei hohen Temperaturen . . . . . L., 88
W.Voigt, Ueber die Influenz ischer Krystalle, i
uber die P. Weiss'schen Beobachtungen am Magnetit . . . . . , 351
M. Dehn, Ueber raumgleiche Polyeder . . . . . . . . . . . . , 545
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Commissionsverlag der Dieterich'schen Universitatsbuchhandlung

Liider Horstmann.
1ann

Christian Gerling

Dehnovy invarianty (H. Hadwiger)

Invariantni vzhledem k rozkladu (i shodnosti):

Df (P) = Df (P1) + Df (P2)

Pak uz snadno rozhodneme, zda dva Ctyfstény resi 3HP:

Dr (P) = X ecp flae) e

az na rac. nasobek ™ — dihedralni fce
f:R—=Q; Va,beR, qeQ:
f(a+b) = f(a) + f(b), f(qa)=qf(a), f(m) =0
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Christian Gerling

Dehnovy invarianty — priklad

Jednotkova krychle K

e = 1/2 le] =1
tudiz

Dy (K) = 12- f(oc,)-|e| = 12-6(/2)-1 = 6-f(mr) = 0
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Christian Gerling

Dehnovy invarianty

Dehn dospél k nutné podmince ekvidekomposability mnohosténa:
My + nhrh + -+ g+ n'm = o7 + nlwl + -+ nln + 0w

odvadil jiz R. Bricard 1896 (Bricardova podminka)
Koeficienty celoCiselné, fesenim soustavy homog. lin. rovnic

V. Kagan si v§iml: misto koeficienti mohou vystupovat pfimo délky hran
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Christian Gerling

Dehnovy invarianty

Uber den Rauminhalt, 1902

Dehn postupoval analogicky jako u mnohouhelniki:

soucet vnitfnich Ghld + nm = soucet vn. ahld dil¢cich mnohoth.
Nutna podminka ekvidekomposability P’ a P":

v PRV, , o / / v PR , o / /!
soucet vnitinich Ghla P’ 4+ n’m = soucet vnitinich ahla P’ + n”'n

t].

soucet vnitinich thlti P’ = soucet vnitinich Ghla P’ mod 7
3D: tzv. délici plochy (pfevedeni 3D problému do 2D)
A«-[ - l "_“;}
i | N |
I-A“(;E H‘FJ B | J;j S - Py W
i I O -

A B c D
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Christian Gerling

Zobecnéni Dehnovych vysledki

Déjiny matematiky 11

DI umoznuji: dva mnohostény nemaji zadny spole¢ny rozklad

Sydler ).-P.: Conditions nécessaires et suffisantes pour [’équivalence des
polyédres de lespace euclidean a trois dimensions. Comment. Math. Helv.

40(1965), 43-80.

Maji < jsou si Dehnovy invarianty rovny Vf

n > 3 - Hugo Hadwiger, 1954
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Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929)

Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929)

Danuta Ciesielska a Krzysztof Ciesielski

1879 doktorat na univerzité ve Lvové

pokracoval ve studiich ve Vidni

1880-1909 vyucoval M a F na zemédélské SS v Czernichéwé (nedaleko
Krakova)

1881 habilitace Jagellonska univerzita v Krakove,

zde vyucoval matematickou fyziku,

1897 pro ného zfidili stolici Dé&jin exaktnich véd, profesorem byl a7 do své
smrti
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Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929)

Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929)

reseni
1. zkouma Fezy Ctyfsténu rovinou (3uh. a 4uh.),
uziva Eulerovu vétu pro mnohostény

2. podminky fesitelnosti:
hleda invariant ekvidekomposability, nasel

2n(n—1)(n—2) 4+ 6n(n—1) 4 9n

podminek (n je pocet rovin) existence rozkladu zavisi na existenci feseni
jistych diofantickych rovnic

3. Omezujici podminky: jen ve specialnich pfipadech

Dodatek: pfevedeni na zkoumani polynomialni funkce (nehotové)
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Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929)

Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929)

Danuta Ciesielska a Krzysztof Ciesielski

1872 zalozena Akademie véd a uméni v Krakové

1882, 12. 6.: Akademie vyhlasila soutéz

jedna ze dvou uloh (za 500 Frank):

Jsou-li dany libovolné dva ¢tyfstény stejného objemu, rozdélte jeden z nich
rovinami, je-li to mozné, na nejmensi mozny pocet Casti, které mohou byt
pferovnany tak, aby vytvorily druhy ¢tyfstén.

Pokud to neni mozné provést, nebo je to mozno provést za jistych
omezujicich podminek, tak dokazte, Ze to neni mozné, nebo uvedte presné
tyto podminky.

pFisla 2 feseni, jedno z nich spravné
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Ludwik Antoni Birkenmajer (1855-1929)
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