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OBR. 1.3

1.4. Cisla, mnoziny é&isel

V tomto oddilu struéné pripomeneme uzivané druhy cisel a jejich
vlastnosti.

Prirozena ¢&isla — N

1,2, 3,...

Vznikla jako vyjadreni poctu prvkl mnoziny resp. jako vyjadreni po-
radi odpocitavanych véci.

Mizeme je srovnavat podle velikosti, sé¢itat a nasobit.

Je jich nekone¢né mnoho — ke kazdému existuje o jednicku vétsi, ale
ne zase prilis mnoho. Plati totiz nasledujici tzv. axiom indukce:

Jestlize pro néjakou mnozinu M C N je

1) 1e M,
2) s kazdym n € M je také (n+1) € M,

pak je M = N.
Cela cisla - Z
ceey =y, —(n—=1),..., =1, 0, 1, 2,..., n, .

(pridali jsme zaporna celd ¢isla a nulu). Mzeme navic bez omezeni
odecitat.
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Racionalni ¢isla — Q

jsou tridy ekvivalentnich zlomk

p
57 Q#07 p,QGZ

(dva zlomky p/q a p/§ nazyvame ekvivalentni, je-li p§ = pq).

Miuzeme navic bez omezeni délit (nenulovym ¢islem).

Na rozdil od mnoziny celych cisel mezi kazdymi dvéma racionalnimi
Cisly ¢1 < g2 lezi dalsi racionélni ¢islo (a tedy nekonecné mnoho tako-
vych ¢isel). Kdybychom si racionalni ¢isla znazornovali na piimce, pak
by ji ,, husté” zaplnila, ale ne zcela vyplnila. Kdybychom naptiklad z po-
c¢atku nanesli pfeponu pravouhlého trojuhelnika s rameny rovnymi jedné,
pak by jeji koncovy bod nebyl oznacen zadnym racionalnim cislem — viz
nasledujici poznamka.

PozNMKA 1.11. Neexistuje racionalni &islo p/q s vlastnosti (p/q)? = 2: Kdyby
existovalo, miizeme predpokladat, Ze p a ¢ jsou kladna a nesoudélné.Pak ale p? = 2¢2,
tj, p je sudé. Pak ale i p musi byt sudé: p = 2k. Potom ale je (2k)? = 2¢?, 2k2 = ¢2,
tj. ¢ musi byt také sudé, coz je spor s predpoklddanou nesoudélnosti p, q.

Aby se odstranily tyto nedostatky, byla zavedena tzv. redlna cisla.

Realna ¢isla — R.
Jednim z moznych zptlisobi jak je zavést jsou tzv. nekonecné desetinné
rozvoje

:I:ao,alag...an... )

kde ag € NU{0}, a; € {0,1,...,9}, ¢ € N s tim, Ze nepfipoustime periodu
9 a pfipoustime periodu 0 (tzv. ukoncéené rozvoje; je naptiklad 1,00 ... 0
... totéz, jako 0,99 ... 9 ... ). Racionalnim ¢islim pak odpovidaji roz-
voje, které maji periodu (specialné ukoncené rozvoje). Pro dany zlomek
p/q se odpovidajici desetinny rozvoj dostane délenim se zbytkem ¢isla p
¢islem ¢. Prikladem neperiodického rozvoje muize byt napiiklad rozvoj
0,101001000... (pocet nul za kazdou jednickou se o jednotku zvétsuje).

V mnoziné redlnych ¢isel mizeme scitat, odecitat, nasobit, délit (kromé
nulou) bez omezeni, srovnavat podle velikosti, pfi¢emz opét plati, ze mezi
kazdymi dvéma Cisly 1 < ro lezi nekonec¢né mnoho dalsich realnych ci-
sel (dokonce i nekone¢né mnoho racionalnich ¢isel). Pritom kazdé redlné
¢islo miizeme s libovolnou presnosti priblizit racionalnimi ¢isly: je-li r =
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ag, @10s . .. a4, ... realné ¢islo, pak racionalni ¢islo ag, a1as ...a,00...0...
se od r lisi nejvyse o 1/10".

Abychom vyjadrili vlastnost, ze tato ¢isla uz zaplni celou pfimku (a
také i napriklad to, Zze mlizeme bez omezeni odmocnovat nezaporna cis-
la), zavedme nejdfive nékteré pojmy, které se ndm budou hodit i v dal-
sim.

DEFINICE 1.17. Mnozina M C R je omezend zhora (omezend zdola),
jestlize existuje takové K; € R (K2 € R), ze © < K; (x > K3) pro
vechna x € M. Cislo K; (K3) s touto vlastnosti pak nazyvame horni

(dolni) hranici mnoziny M. Je-li M omezené zhora i zdola, pak fikame,
ze je omezend.

DEFINICE 1.18. Rekneme, 7e mnozina M C R méa nejuétsi prvek (=
mazimum) (nejmensi prvek (= minimum)), jestlize existuje zo € M
takové, ze xg > = (zg < x) pro kazdé z € M. Takové xg pak nazyvame
nejvéetsim (nejmensim) prvkem mnoziny M.

POzZNAMKA 1.12. Zfejmé kazda koneénd mnozina mé nejmensi i nej-
vétsi prvek. Ma-li M maximum (minimum), pak je omezend zhora (zdola).
Opacné implikace obecné neplati: M = {y; y < 2} je omezené zhora, ale
nema maximum.

DEFINICE 1.19. Rekneme, Ze ¢islo G je supremem (= nejmensi hornd
hranici) mnoziny M C R, jestlize plati
1) x < G pro kazdé x € M,
2) pro kazdé G < G existuje x5 € M, ze x5 > G.
Rekneme, ze ¢islo g je infimem (= nejvétsi dolni hranici) mnoziny
M C R, jestlize plati
1) x > g pro kazdé x € M,
2) pro kazdé g > g existuje x5 € M, ze x5 < g.

PozNAMKA 1.13. 1) znadi, Ze G je horni hranice, 2) znadi, Ze zadné
(G < G neni horni hranici. Analogicky pro infimum.

PozNAMKA 1.14. Ma-li M maximum, pak je supremum rovno to-
muto maximu. Obecné supremum nemusi byt maximem — viz priklad
z poznamky 1.12.

Vlastnost ,,nedéravosti” R vyjadfuje nasledujici véta:
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VETA 1.7. KaZdd neprdzdnd' zhora (zdola) omezend mnoZina M C
R md v R supremum (infimum).

PozNAMKA 1.15. Pro Q takovéa véta neplati, napfiklad mnozina M =
{y; y € Q, y? <2} C Q nemé v Q supremum (1/2, coZ je jeji supremum
v R, do Q nepatii).

PoDSTATA DKAZU. Necht omezend zhora mnozina M obsahuje pouze kladna cisla.
Potom je mnozina vSech ag € NU {0} u vSech prvka z M omezena. Necht ag je jeji
maximum. Uvazime-li nyni podmozinu Mo C M vsech téch cisel z M, pro néz je
aog = ao, uréime aj jako nejvétsi z ¢isel {0,1, ... ,9} takovych, ze v My existuje ¢islo,
zacinajici ag, a1. Analogicky postupujeme dale, az sestrojime ¢islo ag,a1az...an ...,
o némz se dokaze, ze je supremem M.

V mnoziné redlnych &sel plati (viz napiiklad [Si]) také tzv.

Archimeduv princip: pro o > 0, [ libovolné existuje n celé, ze
(n—1a < B < na.

Pro kazdé realné ¢islo 7 # 0 definujeme jeho absolutni hodnotu |r| jako

kladné z ¢isel r a —r, |0 e/, Pripomenme, Ze pro takto definovanou
absolutni hodnotu plati vztahy:
1) |ab| = |a] . |b],
2) |a+0b| < |a| + |b] (trojahelnikovéa nerovnost),
3) lla] = bl] < |a — 1],
4) la] <be -b<a<b laj<bes —-b<a<hb.

Komplexni ¢isla — C

Divodem pro jejich zavedeni bylo prani umét odmocnovat i zaporna
¢isla, obecnéji prani, aby kazdy mnohoclen stupné alespon 1 meél alespon
jeden koren.

Komplexni ¢isla se zavadéji jako mnozina usporadanych dvojic (a,b)
redlnych ¢isel. Rovnost dvou komplexnich ¢isel (a,b) a (¢, d) se definuje
predpisem a = ¢ a zaroven b = d. S¢itani a nasobeni se definuje nasle-
dovné: (a,b)+ (c,d) = (a+c¢,b+d), (a,b).(c,d) = (ac—bd, ad+bc). Tyto
operace maji stejné vlastnosti jako v mnoziné realnych cisel. Realnym
¢islim odpovidaji komplexni éisla tvaru (a,0). Cislo (0, 1) se oznacuje i
(komplexni jednotka) a plati pro né&j i = —1. Vzhledem k t&mto defini-
cim muzeme kazdé komplexni ¢islo o = (a, b) zapsat ve tvaru a = a +ib,
pricemz Cisla a a b se nazyvaji redlnou a imagindrni ¢asti ¢isla o a znaci

1tj. kterd ma aspon jeden prvek.
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se Rea a Ima. Absolutni hodnotou |o| ¢isla a = a + ib nazyvame ¢islo
va? + b?. Kazdé komplexni ¢islo pak miZeme napsat v tzv. goniomet-
rickém tvaru o = a+1ib = |a| (cos p+isin ), kde ¢ (tzv. argument kom-
plexniho ¢isla) je takové ¢islo, pro néz je cosy = a/ |a|, singp = b/ |al.
Komplexni ¢isla si zndzornujeme jako body roviny (viz obr. 1.4).

OBR. 1.4

Na tomto obrazku je také vidét geometricky vyznam zavedenych poj-
mu. Na obrazku 1.5. je vidét, jak si znazornime soucet dvou komplexnich
¢isel, na obrazku 1.6. je vidét vyznam rozdilu 8 — a dvou komplexnich
¢isel a také vyznam absolutni hodnoty tohoto rozdilu jako vzdalenosti
odpovidajicich bodi « a (.

o+

OBR. 1.5
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OBR. 1.6

DEFINICE 1.20. Rekneme, ze mnozina M C C je omezend, jestlize
existuje K € R, ze || < K pro vSechny =z € M.

V mnoziné C ma kazdy polynom stupné alespon 1 alespon jeden ko-
fen. Na druhé strané v C neni definovano uspofadani. Lze jen srovnavat
absolutni hodnoty komplexnich ¢isel (nebot to jsou ¢isla realnd).

Pripomenme nakonec néasledujici vztahy, platné pro libovolna dvé
komplexni ¢isla «, (:

@Bl = lal. 8], la+ 8] <ol + (6], o= 5] = |laf = [8]].



