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Definice 1.1.
MnozZina redlngch éisel je mnozina R s dvéma binarnimi
operacemi +, . a jednou bindrn{ relaci <, pri ¢emz plati
tyto axiomy:
(1) (R, +) je abelovska grupa, tj.
(B1) (VzeR)(VyeR)(VzeR)(z+y)+2=2+ (y + 2),
(R2) (VzeR)(VyeR)z+y=y+u,
(R3) (30eR)(Vz e R)z+0 =g,
(R4) (VzeR)(I-ze R+ (—z) = 0.
(II) (R —{0},.) je abelovsks grupa, tj.
(R5) (VzeR—-{0})(Vy e R — {0H(Vz e R — {0 (z.y).2 =
=z.(y.2),
(R6) (VzeR—-{0})(Vy e R — {0 )2y = y.z.
(R7) (3le R-{0})(Vz € R—{0})z.1 = «,

(R8) (VzeR—{0})(Fz"'eR — {0zt =1.
(I1T) Operace + je distributivni vzhledem k operaci ., tj.
(Vo € R)(Yy € R)(Vz € R)z.(y + 2) = (z.y) + (z.2).
(IV) (R, <) je linearnd usporadans mnozina, tj.
(R10) (Vz € R)z<x,
(R11) (Y2 € R)(Vy € R)(Vz € R)(z < YAy <z2)=z<z,
(R12) (Vz e R)(Vy e R)(z < y)V (y < )V (z =y).
(V) Operace +, . jsou sluéitelné s usporadanim <, tj.
(R13) (Vz € R)(Vy € R)(Vz € R)(z < y) = +z<y+z,
(R14) (VzeR)(Vy € R)(Vz € R)(z <y)A(z>0)= 2.2 < y.2.
(VI) V R plati axiom spojitosti, t].
(R15) 0#XCR)AWDAY CRIA(X<Y)= GacR)X <a<Y

(129)

Poznamenejme, Ze mnozina s dvéma bindrnimi operacemi +,. spl-
fujicimi axiomy (R1) - (R9), se nazyva pole. (R, +,.) je tedy pole.
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Pole, na ném? je definovana relace linearniho uspoiddéani splhujici
axiomy (R13), (R14), se nazyva uspoiadané; (R, +, ., <) je tedy uspo-
fadané pole. Axiom (R15) popisuje dileZitou vlastnost relace < na
R nazyvanou jeji spojitosti; R je tedy spojits usporadané pole.

V souvislosti s definici 1.1 vyvstavaji - jako pii kaZdé axiomatické definici -
dvé prirozené otazky:

(1) Je predloZeny systém axiomii bezesporny, tj. existuje viibec mnozina R?

(2) Je mnozina R popsana axiomy (R1) - (R15) jednoznacné?
Odpovéd na prvai otdazku je pozitivni pouze relativné. Zminili jsme se jiz, ze
munozinu R lze konstruktivné vybudovat z teorie mnozin. Jestlize je tedy teorie
mnozin bezespornd, je i teorie redlnych ¢isel (tj. teorie vybudovana z axiomi (R1)
- (R15)) bezesporna.
Odpovéd na druhou otdzku je pozitivni v plném rozsahu. Lze dokézat toto tvrzeni:
Jsou-li (R, +,., <), (S,®,0, <) dvé mnoziny spliyjici axiomy (R1) - (R15), pak
existuje bijekce f: R — S takovd, e pro kazdé prvky ., y € R plati f(z +y) =
f@y®f(y), fley) = fF@)Ofly), 2 <y = flz) < fly). Takova bijekce se nazyva
izomorfismem; jsou tedy libovolné dva modely mnoziny redlnych ¢éisel izomorfni
a lisi se vlastné jej oznacenim svych prvk.

Poznamka 1.1.

Z axioml (R1) - (R9) lze odvodit algebraické vlastnosti redlnych
Cisel, t). vlastnosti operaci +, .. Jde o béZnd znama pravidla, s nimiz se
vice méné neuvédoméle pocita jiz na zakladni skole; proto na ukazku
odvodime pouze nékteré z nich.

(1) (Vac R)(Vbe R)(3lw € R)z +a = ).

Existenci dokdzeme snadno: polozime-li 2 = b+ (—a), je z +a = b + (—a+a)=
b+ 0 = b. Pro diikaz jednoznacnosti predpokladejme z +a = b, y + a = b, tedy
#ta = y+a. Pakje (¢+a)+(—a) = (y+a)+(—a), tj. 2+ (a+(~a)) = y+(at+(—a))
ar+0=y+0,tedy z = y.

Cislo b + (—a) se, jak je znamo, znadi b — a a nazyva se rozdilem
Cisel b, a.

(2) (Va € R~ {0})(¥b € R— {0})(3lz € R)a.a = b.

Stejnou tvahou jako v (1) zjistime, e jedinym FeSenim rovnice z.a = b je ¢islo

z = b.a™1, které znadime také g.

(3) (Vz € R)(Vy € R)ay =0 (z=0)V (y = 0).
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UkaZzeme nejdiive .0 = 0 po kazdé z € R.. Jest z+2.0 = z.14+2.0 = z.(1+0) =
2.1 = z; pfi¢teme-li na obé strany prvek —z, vyjde .0 = 0. Analogicky odvodime
0.y = 0 pro kazdé y € R. Je-li nyni z.y = 0 ay # 0, pak (z.y).y~"t =0y~ =0,
tj. z.(yy D) =xzl1l=0az=0.

Zejména, je tedy .0 = 0.x = 0 pro kazdé z € R. To ukazuje, Ze
axiomy (RbH) a (R6) lze formulovat pro z € R, y € R, z € R. Také
v tvrzeni (2) této pozndmky lze predpokladat b € R.

(4) (Vo e R)(Vy € R)(—2).y = w.(—y) = —ay, (—2).(~y) = 2y.

Je totiz z.y + (—z).y = (z + (—z)).y = 0.y = 0 a z jednoznacnosti inverzniho
prvku vzhledem k operaci + plyne (—z).y = —zy; analogicky ukazeme z.(—y) =
—zy. Specielné je (—1).x = —z. Nyni plati (—z).(—y) + (—zy) = ((-1).2).(-y) +
(=1).zy = (=1).(z.(~y)+zy) = (—1).(—zy+zy) = (=1).0 = 0 a z jednoznacnosti
inverzniho prvku plyne (—z).(—y) = zy. ,

Poznamka 1.2.

Z axiomt (R10) - (R14) ve spojeni s axiomy (R1) - (R9) plynou
poradkové vlastnosti redlnych ¢isel (pravidla pro pocitani s nerov-
nostmi). UkaZzeme opét pouze nékteré z nich.

VzeR)(Vye Rz <y= —z > —y;
specielné z > 0 & —x < 0.

(1)

Je-li z < y, pak podle (R13) z+ (—z) + (—y) < y+ (—z) + (—y), tj. —y < —=x.

Vz e R)(Vy e R)(Vz e R)(Vu e R)(z < y) A (z < u) &
Sr+z<y+u.

(2)

Zr < yplyne z+z < y+zaze vztahu 2 < uplyne y+2 < y+u. Z tranzitivity
relace < pak plyne =z + z < y + u.

3) (MzeR)(WeR)(VzeR)(z<y)A(z2<0)=>2.2>y.z2

Podle (1) je totiz —z > 0 a podle (R14) z.(—z) < y.(—z), tj. podle poznamky
1.1.(4) —z.z < —y.z a podle (1) z.z > y.z.

(4) 1>0.



