4.3. Podilova télesa.

Tak jako lze obor celych &isel rozsitit do télesa racionélnich ¢isel, kazdy obor
integrity R lze rozsifit na tzv. podilové téleso, které lze zkonstruovat jako ,téleso
zlomkii“, jejichZ itatel i jmenovatel jsou prvky daného oboru. Podilova télesa hraji
v komutativni algebfe dtleZitou roli, jak uvidime napfiklad v Sekci 9, kde nam
budou néstrojem k diikazu Gaussovy véty.

Konstrukce probihd néasledujicim zptsobem. Definujeme relaci ~ na mnoziné

R x (R ~ {0}) pfredpisem
(a,b) ~ (c,d) <= ad=bc.

Neni t&7ké nahlédnout, 7e jde o ekvivalenci: reflexivita je zfejméa, symetrie plyne
z komutativity nsobeni a tranzitivitu ziskame nésledujicim vypoctem: je-li (a,b) ~
~ (c,d) ~ (e, f), tedy ad = bc a cf = de. Pak ale adf = bcf = bde, a tedy af = be,
protoze d # 0 (ke kraceni potiebujeme pfedpoklad, Ze R je obor mtegnty')

Pro jednoduchost vyjadfovani budeme znagdit blok [(a, b)]~ této ekvivalence jako
zlomek ¢. Uvazujme mnozZinu Q viech bloki této ekvivalence (tj. vSech zlomkil)

a definujme na ni operace
a c¢ ad+bc a —a a ¢ ac 0 1
-+ == = — - == — 0=- 1=-.
573" " bd b= 5’ b d bd & 1
(Aby jmenovatel ztstal nenulovy, potiebujeme predpoklad, Ze R je obor integrity!)

Tvrzeni 4.4. Mnosina Q s prdvé definovanymi operacemi tvori téleso, tzv. podilové
téleso oboru R.

Dikaz. Ovéfime postupné vsechny axiomy'

4 xiisofa cf+de __ adf+b(cf+de) _ adftbcf+bde __
e Asociativita séitani: b+( f) = b = iar -
__ ad+be e _ (a &
=2+ :=G+a+ %
tari ip TR ) ¢ _ ad+4be _ cbtda _ ¢ a
o Komutativita s¢itani: 3 + 5 =257~ =" =31t 3

g Q_M_g.
e Nula: 7 + e :

e Odcitani: b+_a —ﬁ—g_rabl:f =10
e Asociativita a komutativita nasobeni plyne okamzité z tychz vlastnosti

oboru R.

e Jednotka: %%: al _
a .

e Distributivita: 3
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Priklady.

e Podilové téleso oboru Z je téleso Q.

e Podilové téleso oboru Z[i] je t&leso Q(7), sestavajici ze vSech &isel a + bi,
a,be Q.

e Podilové téleso oboru R[z] je t&leso racionalnich funkei nad R.

5. ZAKLADN{ POJMY TEORIE DELITELNOSTI

Cil. Ujasnime si, které prvky jsou z hlediska délitelnosti neroz-
lisitelné (relace asociovanosti, souvislost s invertibilnimi pruky),
coZ nam umozni na relact délitelnosti pohliZet jako na uspordddni.
Zavedeme nejvétsi spolecny délitel a definujeme analogii k pojmu
prvocisla, tzv. ireducibilni proky.

V celé sekci budeme uvazovat néjaky pevné dany obor integrity R.

5.1. Invertibilni prvky.

Definice. Rekneme, 7e a déli b v oboru R (piSeme a | b), pokud existuje ¢ € R
takové, Ze b = ac. Rekneme, 7e prvky a a b jsou asociované (piseme a || b), pokud
a|bab|a. Prvek a se nazyva invertibilni, pokud a || 1, tj. existuje b takové, Ze
ab = 1; toto b obvykle znagime a~!. Délitel prvku a se nazjva vlastni, jestlize neni
asociovany ani s 1, ani s a.

Tvrzeni 5.1. Dva prvky a,b jsou asociované prdvé tehdy, kdyz existuje invertibilni
prvek q takovy, Ze a = bg.

Diikaz. (<) Protoze a = bq, plati b | a. ProtoZe taky b = ag~!, plati a | b.
(=) ProtoZe b | a, miZeme psit a = bu, a protoZe a | b, miZzeme psit b = av,
pro néjaka u,v. Tedy a = bu = avu a kracenim dostavame uv = 1, &ili u, v 1. O

Priklady.

e V télese je kazdy nenulovy prvek invertibilni. Tedy a || b pro kazdé a, b + 0.
e V oboru Z jsou invertibilni pouze prvky +1. Tedy a || b pravé tehdy, kdyz
@iy 4,

V oboru Z[i] jsou invertibilni pouze prvky +1, +i. Tedy a || b pravé tehdy,
kdyZz a = +b nebo a = +ib.

V oboru Z[i+/2] jsou invertibilni pouze prvky +1. Tedy a | b pravé tehdy,
kdyz a = +b.

V oboru R[z] jsou invertibilni pr4vé polynomy stupné 0, jejichZ &len je
invertibilni v oboru R.

Priklad. Pozor na nésledujici zaludnost!

® 3x+6 || z+2 v oboru Q[z], protoZe 3z +6 =3-(x+2) az+2 = 3+ (3z+6);
® 32+ 6 }f = + 2 v oboru Z[z], protoze 1 ¢ Z|z].
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