3. ELEMENTARN{ TEORIE CfSEL

Cil. Nejprve struéné nastinime, jak se formdiné definuji piiro-
zend Cisla, a hned poté se pustime do zdkladnich poznatki o déli-
telnosti: existence a jednoznacnost rozkladu na prvoéisla (Zdkladni
véta aritmetiky); Eukleidiv algoritmus a Bézoutova rovnost; Cin-
skd véta o zbytcich; Eulerova funkce a Eulerova véta. Naucéime se
pracovat s Sikovngm znacenim pomoci kongruenci = (mod n).

3.1. Pfirozena &isla.

Pfirozenymi ¢isly intuitivné rozumime mnozinu N = {1,2,3,4,...}. Formalng
vzato vSak tento zapis nedava valny smysl ze dvou divodii: jednak nekoneénou
mnoZinu nemiZeme definovat vyétem prvki, a pak také neni jasné, co vlastn& sym-
boly 1,2,3 atd. znamenaji. V tomto odstavci nastinime, jak lze pfirozen4 ¢isla zavést
formalné. ProtoZe vSak u &enéfe nepfedpoklddédme Zddnou znalost matematické lo-
giky, nebudeme se poustét do detailti a n&které pojmy z logiky budeme pouZivat
bez dalsiho vysvétleni na intuitivni trovni. Z jistych divodd se v logice zavadéji
pfirozené &isla i s nulou, &ehoZ se v tomto odstavci pridrzime.

Jeden ze zptisobtl, jak pFirozena &isla zavést, je zformulovat sadu aziomdi, z nichZ
se budou vechna tvrzeni o pfirozenych &islech dokazovat. Standardnim p¥istupem
je tzv. Peanova aziomatika. P¥irozena &isla s nulou zavedeme jako teorii, v niz méame
konstantu 0, unérni funkéni symbol s a nasledujici axiomy:

(1) pro kazdé a existuje pravé jedno b takové, Ze s(a) = b;
(2) pro kazdé a je s(a) # 0;
(3) pro kazdé a # b plati s(a) # s(b);
(4) je-li V vlastnost takova Ze
(a) 0 méa vlastnost V;
(b) pro kazdé a plati nasledujici: jestlize ma a vlastnost V, pak s(a) ma
také vlastnost V;
pak mé kazdé a vlastnost V.

Cislovky pak miizeme zavést jako 1 = s(0), 2 = s(1), atd. Interpretace symbolu s je
takova, Ze ,Cislu“ pfifadi ,¢islo o jedna vétsi“. Prvni t¥i axiomy Fikaji, Ze s je prosta
funkce, v jejimZ oboru hodnot neni 0. Poslednimu axiomu se ¥iki matematickd
indukce.

Na zékladé téchto axiomt miiZzeme induktivné definovat standardni operace: s&i-
tani piedpisy a+0 = a a a+ s(b) = s(a+b) (tj. umime-li spoéitat a + b, definujeme
na jeho zakladé a + s(b)), ndsobeni predpisy a-0 =0 a a-s(b) = a-b+ a, atd.
Uspoiddani definujeme pfedpisem a < b < 3c a + ¢ = b a podobné lze postupovat
pro dalsi zndmé pojmy a vlastnosti.

Z Peanovych axiomt lze logicky odvodit vSechna tvrzeni o p¥irozenych éislech,
na ktera si vzpomenete — i kdyZ zpravidla nejde viibec o jednoduchou praci (zkuste
napf. dokazat, Ze s¢itani je komutativni!). Pfesto ma tato metoda své limity: slavna
Gdodelova véta o neuplnosti Fiké, Ze existuji tvrzeni, jeZ z téchto axiomi nelze do-
kézat ani vyvratit. A jest& hiife: dokonce neexistuje Z4dné ,hezkd“ sada axiomi,
ktera by tuto nepfijemnou vlastnost neméla. Nastésti se ukazuje, Ze takova tvrzeni
jsou pomérné obskurni, Gédelovou v&tou se tedy nemusime pfili§ trapit.

Druhym piistupem, ktery uvedeme, je vybudovani modelu pfirozenych &isel
(s nulou) v rdmci n&jaké dobie zndmé teorie, napf. teorie mnoZin. Standardnim
modelem v teorii mnoZin jsou tzv. von Neumannova ¢isla, definovana jako nejmensi
mnoZina w splitujici

1) Pew
(2) jestlize A € w, pak AU {A} € w.
Tedy w obsahuje postupné mnoziny

0, {0}, {0,{0}}, {0.{0},{0.{0}}}, ...
Timto zptisobem miZeme definovat &islovky 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,{0}} atd.
Vsimnéte si, Ze v tomto znadeni je 1 = {0}, 2 = {0,1}, 3 = {0,1,2}, atd. Pokud
iterpretujeme symbol s jako s(A) = A U {A}, pro von Neumannova &isla budou
platit Peanovy axiomy.

Na z&vér struéné uvedeme, jak se formalné zavadgji ostatni &iselné obory. Celd
&isla lze definovat jako sjednoceni €isel kladnych, zapornych a nuly, pficemZ zapor-
nym ¢&islem rozumime formalni zapis —a, kde a je pfirozené &islo; operace se definuji
ziejmym zpusobem. Cel4 éisla s operacemi séitani, od¢itani a ndsobeni tvofi struk-
turu, které se Fika obor integrity. Racionélni &isla se pak definuji jako podilové téleso
tohoto oboru (viz Tvrzeni 4.4). Zptsobd, jak formalng zavést &isla realna je celd
fada, jeden priklad za vSechny: jde o tzv. ziplnéni usporddaného télesa raciondlnich
éisel — doplnime suprema a infima vSech omezenych podmoZin a pomoci limit na
né pieneseme operace (detaily konstrukce patii spiSe do topologie). Na komplexni
¢isla pak lze nahliZet jako na algebraicky uzdvér &isel redlnych (viz Véta 27.4).

3.2. Zakladni v&ta aritmetiky.

Vyklad teorie ¢isel zaéneme vétou o prvodiselném rozkladu. Vsechna fakta z to-
hoto odstavce byla znama jiz starofeckym matematikiim a v moderni podobé byly
formulovany Carlem Friedrichem Gaussem v jeho slavné knize Disquisitiones Ari-
thmeticae z roku 1801, ktera polozila zdklad moderni teorie ¢isel.

Cisly budeme nadéle rozumét piirozens &isla. Jak znamo, pro kazdou dvojici &isel
a,b existuje pravé jedna dvojice &isel g,r, kde r € {0,...,b — 1}, spliiujici vztah

a=q-b+r.

Cislo ¢ se nazjva celociselnyj podil isel a, b, znaéise a div b, a &islo r se nazyva zbytek
po déleni, znadi se a mod b. Existence podilu a zbytku plyne ze zndmého algoritmu
celodiselného dé&leni, ale jak to je s jednozna¢nosti? Kdyby a = q1b+ 71 = gob + 7o,
pak b(q1 —q2) =ro—71, tedy b | ro — 71, aviak ro —ry € {—(b—1),...,b—1}, takZe
ro —ry; = 0. Z toho plyne ry =73 i q1 = ga.

Rekneme, 7e &islo b déli &islo a, piSeme b | a, pokud existuje Cislo g splitujici
a = b-q (tj. pokud je zbytek r = 0). Pro kazdé a plati 1 | a a a | a; tito délitelé
se nazyvaji nevlastni. Cislo p # 1, které ma pouze nevlastni délitele, se nazjva
prvocislo; ostatni &isla se nazyvaji sloZend. Zcela zékladnim poznatkem teorie &isel
je fakt, ze kazdé ¢islo lze jednoznaéné vyjadrit jako soucin prvoéisel.
Véta 3.1 (Zakladni véta aritmetiky). Pro kaZdé prirozené ¢islo a # 1 emistuji
riznd prvocisla p1,pa, ..., Pn a prirozend &isla ky, ks, .. .,k spliugici

a=p' PPy

(tomuto vyjddreni se Fikd prvodiselny rozklad). Tento zdpis je jednoznaény aZ na
portadi ¢initeld.
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