KAPITOLA XII

OKRUHY

§ 1. Ideily. Faktorové okruhy

V této kapitole budeme studovat vlastnosti algebraickych struktur se dvéma
bindrnimi operacemi, zejména okruht. Navd¥eme na pojmy zavedené v kapito-
le II, ve druhé ¢4sti paragrafu 4 a budeme postupovat obdobné jako v kapitole X
pfi vySetfovani vlastnosti grup. .

. Pfi studiu grup hraji vyznamnou ilohu normalni podgrupy, které ndm umoziuji
jednak vytvafet nové grupy — faktorové grupy, jednak charakterizovat viechny
homomorfni obrazy grup. V obdobné roli vystupuji v teorii okruhii takzvané
idealy. Tak jako normélni podgrupy jsou specialnimi piipady podgrup, jsou rovnéz
idedly jisté podokruhy daného okruhu. Na rozdil od grup se vSak pfi vySetfovani

idedli omezime — pokud nebude vyslovné stanoven opak — na okruhy
komutativni.

Definice. Necht (O, +, -) je okruh. Podokruh A < O se nazyvd ideél v okruhu
O, prdvé kdyZ plati

1) (VaeA)(VxeO)axeA.

Uvedeme nékolik poznimek k této definici.
Je ihned zfejmé, Ze v kazdém okruhu O existuji tyto dva idedly: y ided
nec , / y: nulovy ideal,
obsahujici pouze nulovy prvek okruhu O, a okruh O sim. Tyto idedly se nazyvaji
trividIni idedly v O.
Je.-l.i A ideévl v okruhu O, je grupa (A, +) ziejmé (normélni) podgrupou
l aditivni grupé (O, +) okruhu O. To podle véty 2, kap. X, § 1 nastane, pravé
dyz
2) (Va,beA)a-beA.
Lze proto vyslovit nasledujici tvrzeni.

Lemma 1. Podmnozina A okruhu O je idedlem v O pravé tehdy, kdyz je
neprdzdnd a plati pro ni podminky (1) a (2).

Na ‘rozdil od situace v grupich, kde kazd4 podgrupa komutativni grupy G je
normalni podgrupou v G, nemusi libovolny podokruh komutativniho okruhu byt
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jeho idedlem. Napfiklad v okruhu raciondlnich &isel (Q, +, -) tvofi celd Cisla
podokruh (Z, +, -). Ten viak neni idedlem v Q, nebot nespliiuje podminku (1):
1 3
staéi volit tfeba a =3, x=%, pak 3eZ a3 5=3 ¢ Z
Pojem idedlu lze zavést i v piipadé, kdyZz vychozi okruh neni komutativni.
Podminka (1) se pak nahrazuje podminkou

1) (VaeA)(VxeO) (axe ArxaeA)

a hovofime potom o oboustranném idedlu v O. Obdobné lze zavést i pojem levého

a pravého idedlu v O.

Ihned z definice idealu Ize odvodit nasledujici tvrzeni analogické vété 4 z kap. 11,
§ 3.

Véta 1. Prinik libovolného neprdzdného systému idedlu v okruhu O je opét
idedl v O.

Tato véta umozfiuje zavést pojem idedlu generovaného danou mnozinou prvka
z O.

Definice. Necht (O, +, -) je (komutativni) okruh, M libovolnd podmnoZina
mnoziny O. Potom priinik vSech idedlii v O, které obsahuji mnozinu M, je idedl
v O, ktery se nazyvd idedlem generovanym mnozinou M a znaci se [M]. MnoZina
M se nazyva systém generdtori idedlu [M] a jeji prvky generdtory tohoto idedlu.

Pokud je mnozina M kone¢na, naptiklad M = {a, b}, budeme misto [{a, b}]
psét pouze [a, b].
Prazdnd mnozina generuje zfejmé v libovolném okruhu nulovy ideal O.

Pokud M je libovolnd podmnozina okruhu O, je obvykle — pokud nemédme
ptehled o vSech idedlech v O — obtizné sestrojit [M] podle definice. Proto
postupujeme obdobnym zpiisobem jako u grup (viz kap. X, § 1) a hleddme (ve
smyslu mnoZinové inkluze <) nejmensi idedl v O obsahujici mnozinu M.
Ptipojujeme proto k M dalsi prvky z O tak, abychom obdrZeli ideal (pfiemZ

dbame na to, abychom M rozsifili co nejméné). K tomuto postupu je Casto
vyhodné uzit nasledujici tvrzeni, jez plyne ihned z vlastnosti (1) a (2) idedlu.

Lemma 2. Jsou-li ai, a,, ..., a libovoIné prvky z idedlu A v okruhu O, je i kaZzda
jejich linedrni kombinace s koeficienty z O prvkem idedlu A, tj.

3) (Vx1, X2 ooy Xk € O) arx1+ d2x2+ ... + awxc € A.

Piiklad 1. V okruhu celych Cisel Z mame uréit idedl A =[96, 14]. Pomoci
lemmatu 2 se snazime v tomto idedlu nalézt nenulové ¢islo s co nejmensi absolutni
hodnotou. Musi byt
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1.96+(—-6).14=12€¢ A,
a tedy téz
1.14+(-1).12=2€A.

Podle (1) obsahuje A vechny celogiselné nasobky &isla 2, tj. viechna sudi &isla.
ProtoZe podle lemmatu 1 mnoZina viech sudych &isel tvoii zfejmé idedl v Z, je

A={.,—-6,-4,-2,0,2,4,6,..)}.

Poznamenejme, Ze obdobné jako u grup miiZze mit tyZ idedl rizné systémy
generdtorl. Tak tfeba idedl A z pfikladu 1 je zfejmé generovén té7 &islem 2, tj.
A =[2], a Ize snadno nahlédnout, Ze také naptiklad A =[6, 8, —10].

Pokud okruh O je okruh s jednotkovym prvkem, Ize lemma 2 ,,zdokonalit*
timto zpiisobem:

Véta 2. Necht O je okruh s jednotkovym prvkem a necht
M={a, a5, ..., a4} € O.
Pak idedl [M] se sklddd pravé ze vSech prvkii tvaru (3), tj. [M]= A, kde
A={aix1+ axa+ ...+ @Xe; X1, X2y ..., Xk € O}.

Poznamenejme, Ze vétu 2 Ize snadno zobecnit i pro piipad nekone&né mnoziny
M. Mnozina [M] je pak totoZnd s mnozinou viech linedrnich kombinaci
s koeficienty z O prvkii libovolné koneéné podmnoziny mnoziny M (viz cvifeni 5).

Diikaz véty 2. Podle lemmatu 2 je kazdy prvek tvaru (3) prvkem ideélu [M].
Zbyva tedy ukazat, Ze A je ideal obsahujici vechny prvky mnoZiny M. Podle
lemmatu 1 sta¢i pro A ovéfit podminky (1) a (2). Je viak ihned vidét, ze pro
libovolné prvky

a=axi+..+tax, b=ayi+...+aypeA
(takové, Ze xi, ..., xc, yi, ..., yx € O) a pro libovolné x € O jsou prvky

ax = a;(x1x) + ... + a(xx),
d -b= a1(X1 —y1)+ ot ak(xk "'yk)

rovnéZ tvaru (3), takie axe A ia—beA.
Pro libovolny index i takovy, ze 1=i=k, stadi volit

x1=...=x;_1=xi+1=...=xk=0, Xi=1
a potom ziejmé
a=ax1+...+ax€eA.

Tim je véta 2 dokédzana.
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Uziti véty 2 si ukdZeme na piikladech.

Piiklad 2. V okruhu Z[x] polynomi jedné neurcité s celo&iselnymi koeficienty
mame sestrojit idedl [x, 2]. Podle véty 2 (nebot v Z[x] existuje jednotkovy prvek)
se tento ideal sklada ze vSech prvkd tvaru

x.fi(x)+2.fo(x), kde fi(x), fo(x)eZ[x].
Tedy [x, 2] je mnozina vSech polynomii
aot+arx+... +ax"€Z[x],
jejichz ¢Elen ao je sudé Cislo. Ideal [x, 2] je tudiz vlastni podmnozina v Z[x].

Pfiklad 3. Hledejme ideal [x, 2] v okruhu Zs[x] polynomi jedné neuréité nad
télesem (Zs, +, -), kde Zs= {0, 1, 2, 3, 4} a operace v Zs jsou popsany tabulkami
14a, b, takze (Zs, +) je izomorfni s faktorovou grupou Z/[5] v grupé (Z, +).

+lo 1 2 3 4 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 O

1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4

2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3

3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2

4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1
Tab. 14a Tab. 14b

Ideal [x, 2] se podle véty 2 sklddd z polynomt tvaru ,
4) x.g1(x)+2.g2(x), kde gi(x), ga(x)eZs[x].

ProtoZe Zs je téleso, existuje prvek 27'=3eZ;s. Volime-li tedy speciilné v (4)
g1(x)=0, g(x)=3, je

x.gi(x)+2.9:(x)=x.0+2.3=1.
Tédy ideédl [x,2] obsahuje jednotkovy prvek 1 okruhu Zs[x], takZie podle
lemmatu 2 :

[x, 2] =[1] = Zs[x].

Obdobou cyklickych podgrup jsou v teorii okruhti takzvané hlavni idealy, které

nyni zavedeme.

Definice. Idedl A v okruhu O se nazyva hlavni idedl v O, pravé kdyZ m4 alespori
jeden systém generdtori, ktery je jednoprvkovd mnoZina.

89



Ptiklad 4. a) Pro idedl A z pfikladu 1 plati A =[2] a tedy je hlavnim idedlem
v Z )

b) Rovnézideal [x, 2] z pfikladu 3 je hlavni ide4l v Z,[x], nebot ma vedle {x, 2}
t€Z systém generdtord {1}.

c) Ukazeme, Ze idedl [x, 2] z ptikladu 2 neni hlavni idedl v Z[x].

Ptedpoklddejme opak, tj. Ze [x, 2] je hlavni idedl v Z[x]. Pak musi existovat
polynom p(x)eZ[x] tak, Ze [x,2]=[p(x)]. Protoze 2€[p(x)], existuje podle
véty 2 polynom g(x) € Z[x] takovy, Ze

2=p(x).g(x).

Podle véty o stupni soudinu polynomi (viz véta 1, kap. XI, § 1) musi mit oba
polynomy p(x) a g(x) stupeni 0, takZe jsou vlastné celo&iselné konstanty, jejichz
soucin je roven 2. Tedy

p(x)=%2vp(x)=+1.

Kdyby platilo p(x)= 2, byl by kazdy prvek z [p(x)] nasobkem ¢&isla 2, avsak
x €[p(x)] a nemd zfejmé tento tvar. Nemiize viak platit ani p(x) = % 1, nebot pak
by byl idedl [x, 2] roven celému okruhu Z[x], coz nenastane, jak jsme vidéli
v prikladu 2.

Tedy nas predpoklad, ze [x, 2] je hlavni idedl v Z[x], vedl ve viech pfipadech ke
sporu, takZe [x, 2] hlavni idedl v Z[x] neni.

Pravé ukonceny ptiklad dokazuje existenci ide4ld, které nejsou hlavni. Piesto
vSak existuji okruhy, které nemaji jiné idedly neZ hlavni. Takovy okruh, jehoz
kazdy idedl je hlavni, se nazyva okruh hlavnich ide4ld.

Trividlnim pfikladem okruhu hlavnich ide4lt je libovolné téleso T. Necht A je
idedl v T’ jestlize A neobsahuje zadny nenulovy prvek, je A nulovy idedl, takze
A =[0]. Obsahuje-li A alespoii jeden nenulovy prvek a, musi podle (1)

a.a’'=1€A,

takze A =[1]=T. Tedy viechny idealy v T jsou hlavni.

S dal$imi, méné trividlnimi ptiklady okruhii hlavnich ideilt se setkime v pristi
kapitole (v § 3).

Poznamenejme jesté, 7e v ptipadé, kdyz okruh O neni okruh s jednotkovym
prvkem, nemusi tvrzeni véty 2 platit, jak uvidime v nasledujicim ptikladé.

Piiklad 5. Oznaéme (S, +, -) okruh viech sudych celych &isel a vezméme idedl
A =[6] generovany &islem 6 € S. Pak mnozina viech nasobki &isla 6 prvky z S ma
zfejmé tvar
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A={.., —24,-12,0,12, 24,36, ...}
a nemiiZe byt rovna idedlu [6], nebot neobsahuje ani samo &islo 6.

Lze viak formulovat pro libovolné okruhy vétu analogickou vét& 2. Uvedeme ji
bez dikazu (viz téZ cvieni 6).

Véta 2. Necht O je okruh, M={a, a, ..., &} S O. Pak idedl [M] se sklid4
pravé ze vsech prvkii tvaru
Mmxi+ax:+ . taxctmXa e Xa+ .+ m Xa,
kde xi, x2, ..., x. jsou libovolné prvky z O a ny, na, ..., n libovolnd celd &isla
(X znadi tzv. pfirozeny ndsobek — viz kap. II, § 3).

Ve zbyvajici ¢sti tohoto paragrafu budeme studovat pojem faktorového okruhu.
Libovolny idedl v okruhu O je podgrupou v aditivni grupé (O, +) okruhu O
a dokonce — vzhledem ke komutativnosti grupy (O, +) — normélni podgrupou.
MizZeme tedy sestrojit faktorovou grupu (viz kap. X, § 3) (O/A, +), jejiz prvky
— rozkladové tfidy grupy (O, +) podle A — budou mit ve shodé s aditivnim

zapisem tvar
x+A, kde xeO.

Pfipomeiime, Ze operace ve faktorové grupé O/A je definovéna timto zptisobem :
(Vx,yeO) (x+A)+(y+A)=(x+y)+ A

a Ze nulovym prvkem v O/A je tfida 0+ A=A.
ProtoZe v okruhu O mame jesté k dispozici operaci nasobeni, miizeme ji vyuzit
k zavedeni operace nasobeni i v mnoziné O/A. Definujeme ji timto pfedpisem :

(5) (Vx,yeO) (x+A).(y+A)=xy+A.

Abychom ovéfili, Ze (5) skuteéné definuje operaci v O/A, musime ukazat, 7e
vyslednd tiida xy + A nezévisi na zpisobu oznaéeni vychozich tfid x + A, y + A.
Necht tedy

x+A=x"+A,y+A=y'+A,x,x',y,y' €O.

Pak podle lemmatu 5 z kap. X, § 2 existuji prvky a, be A tak, e
, x'—x=a, yY—y=b neboli x'=x+a, y'=y+b.
Z vlastnosti (1) a (2) idedlu a z (5) potom snadno odvodime

(x'+A)(y'+A)=x'y'+A=(x+a)(y+b)+A=
=xy+xb+tay+ab+A=xy+A=(x+a)(y+A).

Tedy formuli (5) je skute¢né definovina operace v O/A, takZe miZeme mluvit
o struktufe (O/A, +, -).
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Véta 3. Necht A je idedl v okruhu O, pak struktura (O/A, +, -) je okruh
(s nulovym prvkem A); je-li O okruh s jednotkovym prvkem, md i (O/A, +, )
jednotkovy prvek (jimz je tfida 1+ A).

Diikaz. Protoze (O/A, +) je komutativni grupa (viz véta 1, kap. X, § 3), staéi
dokézat, ze (O/A, -) je komutativni pologrupa a e struktura (0/A, +, ) je
(+, -)-distributivni.

Asociativnost struktury (O/A, -) ovéfime snadno timto zplisobem : pro libovol-
né tfidy x+ A, y+ A, z+ A e O/A plati

[(x+A)(y+A) (z+A)=(xy+A) (z+A)=(xy)z + A =

=x(y2)+A=(x+A) (yz+A)=(x+A) [(y + A) (z+A)].
Ovéfeni zbyvajicich vlastnosti okruhu (O/A, +, -) je obdobné a pienechavame je
Ctendfi. Je-li 1 jednotkovy prvek okruhu O, je ihned zfejmé, 7e 1+ A je
jednotkovy prvek v O/A.

Definice. Je-li A idedl v okruhu O, nazyvi se struktura (O/A, +, ) zvéty 3
faktorovy okruh (okruhu O podle idedlu A).

Piiklad 6. Zvolme v okruhu celych &isel Z (hlavni) idedl A =[4]. Potom
faktorovy okruh Z/A =Z/[4] m4 za prvky tridy
[4]=0+[4]={4k; keZ),
1+[4]={4k+1; keZ),
2+[4]={4k+2; keZ),
3+[4]={4k+3; keZ).

Scitdni a ndsobeni v Z/A ilustrujeme pouze na piikladech

C+[AD+@B+[4D=5+[4]=1+[4],
B+[D.C+[4D=6+[4]=2+[4].

Piiklad 7. Vezm&€me okruh Q[x] polynom@ jedné neurcité nad télesem racio-
nélnich &isel Q a za idedl A v Q[x] zvolme (hlavni) idedl generovany polynomem
x*+1, tj. A=[x*+1]. Pak faktorovy okruh

Q[x]/A =Q[x]/[x*+1]
se skladd ze vsech tfid tvaru
6) (a:x*+aix + a))+ A, kde ay, a1, aveQ.
Operace s¢itdni a nasobeni v Q[x]/A objasnime opét pouze na ptikladech.
(x2+2x—3+A)+(2x2—3x+A)=3x2—x—3+A,
(x*+2x=3+A).(2x*-3x+A)=2x"+x*— 12x2+9x + A.

92

\

ProtoZe vysledn4 tfida neni zapsdna ve tvaru (6), upravime jeji zdpis takto:

(Cx*+2x)+(x°+1) = 12x2+Tx -1+ A =
=2x(FP+1D)+ (P +1)-12x2+Tx -1+ A =
=C2x+1) (*+1D)-12x*+7x—1+A.

Protoze 2x+1) (x’+1)€ A, je dohromady
(x2+2x—3+A).(2x2—3x+A)=12x2+7x—1+A.

Ptiklad 8. V tomto piikladé vyjdeme od nekomutativniho okruhu matic (M.,
+, ) druhého stupné nad celymi Cisly (viz vétu 3 z kap. IV, § 3). Oznaéme S
mnoZinu vSech matic z M,, jejichz vdechny prvky jsou sudé &isla. Snadno Ize
nahlédnout, ze mnoZina § spliiuje podminky (1') a (2), a proto je (oboustranny)
idedl v okruhu M,. MtZeme tudiz sestrojit faktorovy okruh M,/S. Matice

a-1 b] az b2
(Cx dl) ’ (02 dz)elw2
budou — jak znimo — patfit do téZe rozkladové tfidy M, podle S, pravé kdyz
(a; b1) _ (az bz) _ (01 —a b — bz) €S
¢ d; c: d; ci—c di—d, ’
tj. kdyz &isla stojici na tychz mistech v obou maticich budou téze parity (obé
soucasné sudd nebo obé soucasné lichd). Proto ma faktorovy okruh M,/S celkem

16 prvki. Tyto tfidy zapiSeme pomoci matic obsahujicich pouze &isla 0 a 1
a oznalime je timto zpisobem :

Go)rs=0. (5 )+s=1. (Nes-ar (¢ )rs=a
(} $)+S=a3, ((1) }>+S=a4, (i (1))+S—a5, ((1) 8)+s_b1,
2)s5ebe (0o @ esene (3 l)ese
(9eson (§ose @ Yrsen (: osen

S¢itdni v M,/S ptedvedeme na ukizce.

=32 +s]+ [ 0)#5]= (2 1) s
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coz pfevedeme na tvar

<(1) i)+S=a¢.

Nésobeni v M,/§ je popsano v tabulce 15. Z ni je téz naptiklad vidét, ze prvky 1,
a1, @z, a3, 4s, as nejsou a zbyvajici nenulové prvky b, a7 by jsou délitelé nuly
v okruhu M,/S.

0 1 a a as as as by b, bs bs bs bs b, bs b
0 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0 0 0 O
1 0 1 ai a; a3 as as by b, bs b, bs bs b, bs be
a 0 a 1 as as a; as bs by by b, bs bs b; bs bs
az 0 a as a4s a3 m 1 b; bs be b, bs b; b, b bs
as 0 a a m 1 as as bs bs bs b, bo by b bs bs
as 0 as ads asz a 1 a b] bz be b7 bs b3 by by bs
ds 0 as Qa 1 a, as a bs b, b, bz bg b3 b, bs bs
bi | 0 by by by, by bs bs by by 0 0 bs by b, 0 bs
b»| 0 b, by bs bs b, by 0 0O by, b, O b, b, bs bs
bs | O bs by bs bs bs bs bs bs 0 0 bs bs bs 0 bg
bs | O bs bs bs bs bs bs 0O 0 by bs O by bs bs bg
bs i 0 bs bs by by by b: by b, by b, bs 0 0 bs 0
bs | 0 bs b; by bs bs by bs by 0O 0 by bs b, 0 by
b | 0 b, bs bo bs by bs 0O O bs b; 0 bs b, by b
bs | 0 bs bs bs bs by bs by bs bs by bs 0 0 by O
bo | O by by bs b; bs by bs by bs b; by 0 0 by 0

Tab. 15

Obdobné jako u grup mizeme i pro okruhy zavést pojem faktorového okruhu
podle kongruence, coZ provedeme jiz stru¢néji.

Definice. Necht (O, +, -) je (komutativni) okruh, R relace v mnoziné O ; pak
R se nazyvad kongruence v okruhu O, prdvé kdyz je ekvivalenci v O a plati pro ni

7 (be X2y Y1, Y2 € O) (XlRJCz/\ Y1Ry2) >
Q) = [(xi + y)R (x2+ y2) Axiys Razys).

Je-li R kongruence v okruhu O, ozna¢me O/R (disjunktni) rozklad mnozZiny O
indukovany ekvivalenci R a dale pro libovolné x € O oznaéme T, pfislusnou tfidu
xR O rozkladu O podle R. Definujeme-li jesté

(8) (VT., T,e O/R)T, + T,=T..,
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9) (VT., T,e O/R)T..T,=T,,,

Ize pomoci (7) — obdobné jako pro grupy v kap. X, § 3 — ukazat, ze (8) a(9)
definuji skutené operace v O/R a 7e struktura (O/R, +, -) je okruh, ktery
nazveme faktorovy okruh okruhu O podle kongruence R.

Piiklad 9. V okruhu Z[x] zavedme relaci R timto zptisobem :
(Vf(x), 9(x) e Z[x])f(x)Rg(x) < f(0) = g(0),

takze f(x)Rg(x), pravé kdyz polynomy f(x) a g(x) maji tyZ absolutni ¢len. Snadno
nahlédneme, Ze relace R je kongruence ; napiiklad pro libovolné polynomy f,(x),
f2(x), g1(x) a ga(x) ze Z[x] plati

[£1(0) = £2(0) A 9:(0) = 92(0)] > £:(0). g:(0) = £2(0) . gx(0).

Prvky faktorového okruhu Z[x]/R jsou tedy rozkladové tfidy tvaru (pro libovolné

f(x)eZ[x])

Tio={g(x); g(x) €Z[x] A g(0)=f(0)};
napfiklad
Tses={a.x"+..+aix+5; a, ..., a, € Z}.

Snadno rovnéz nahlédneme, ze faktorovy okruh Z[x]/R okruhu Z[x] podle
kongruence R je izomorfni s faktorovym okruhem Z[x]/[x] podle ide4lu generova-
ného polynomem x € Z[x].

Tento piiklad naznaCuje, ze pro okruhy plati tvrzeni analogické vétam
3 a4 zkap. X, §3. Toto tvrzeni zformulujeme ve tvaru vety; jeji dikaz vSak
nebudeme uvadét, nebot &tenaf jej mize jako cvieni snadno ziskat z dikazd
citovanych vét.

Vétad. V libovolném okruhu O Ize vzdjemné jednoznaéné prifadit idedly
v O a kongruence na O tak, Ze faktorové okruhy podle idedlu a podle kongruence,
které si v tomto pfifazeni odpovidaji, jsou si rovny.

Cviceni
1. Necht O je okruh s jednotkovym prvkem 1 a necht A je idedl v O obsahujici 1.
Ukazte, zZe A =O.

2. a) V okruhu celych ¢&isel (2, +, -) sestrojte idedl A =[6, 21].
b) Co plati pro koeficienty polynomi z idedlu B =[x+ 3x, 9] v Z[x]?
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3. Necht M je podmnozina okruhu (O, +, -); pak podgrupa A generovani
mnoZinou M v aditivni grupé (O, + ) okruhu O nemusi byt totoZn4 s idedlem B
generovanym touz mnoZinou M v okruhu O. Plati vSak vidy A < B. Presvédéte
se o tom na pfikladé M = {2} v okruhu Z[x].

4. Necht O/A je faktorovy okruh okruhu O podle idedlu A. Ovéfte, Ze plati
(VxeO) (VaeA) (x+a)+A=x+A.

5. Zformulujte a dokazte vétu 2 pro pfipad nekoneéné mnoziny M.
[Postupujte analogicky jako pfi rozsifeni pojmu linedrni kombinace a linedrni
nezévislosti pro nekonecnou mnozinu vektord — viz kap. III, § 1.]

6. Ukaite, Ze véta 2 je specidlnim pfipadem véty 2’.

7. Dokazte pro okruhy véty odpovidajici vétdm 3 a 4 z kapitoly X, § 3.

§ 2. Homomorfni zobrazeni okruht

S pojmem homomorfniho zobrazeni neboli homomorfismu struktur se dvéma

vvvvv

napfiklad v kap. XI, § 2. Proto zde pouze piislusnou definici — pro piipad okruhii
— pfipomeneme.

Definice. Necht (Oi, +, ) a (O, +, ) jsou okruhy. Rekneme, Ze okruh
(Os, +, +) je homomorfnim obrazem okruhu (O, +, -), pravé kdyz existuje

zobrazeni @ mnoZiny O; na mnoZinu O,, které spliiuje takzvané podminky

homomorfismu
(1) (Vx, ye O0)@(x +y)=@(x) + ¢(y),
(2) (Vx, ye Oe(x.y)=g(x). ¢(y).

Zobrazeni ¢ splitujici (1) a (2) se nazyvd homomorfni zobrazeni, kratce homo-
morfismus okruhu (O, +, -) na okruh (O, +, -).

Je-li @ navic prosté zobrazeni mnoZiny O, na mnoZinu O,, mluvime o izomorf-
nim zobrazeni (izomorfismu) okruhu (O, +, -) na okruh (O, +, ).

Z této definice ihned vyplyva, Ze kazdy homomorfismus okruhu (O, +, -) na
okruh (O, +, ) je soucasné homomorfnim zobrazenim aditivni grupy (O;, +)
okruhu O; na aditivni grupu okruhu O, a pologrupy (O;, -) na pologrupu (O, ).
Proto z véty 2’ z kapitoly II, § 4 ihned plyne nésledujici tvrzeni.

Lemma 1. Pro kazdé homomorfni zobrazeni ¢ okruhu O, na okruh O, plati
a) je-li 0 nulovy prvek okruhu O, je jeho obraz @(0) nulovy prvek okruhu O, ;
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b) jsou-li a, —a opaéné prvky v O, jsou jejich obrazy g(a) a @(— a) opacéné
prvky v O, neboli

(Vae 0)o(—a)= —@(a);

c) je-li 1 jednotkovy prvek v O, je ¢(1) Jjednotkovy prvek v okruhu O,.

Pfiklad 1. a) Necht @ je zobrazeni mnoziny celych &isel Z na mnozinu Z,
z piikladu 1 kap. XI, § 2 definované takto: pro libovolné é&islo a€Z je o(a)
nejmensi nezdporny zbytek pfi déleni &isla a &islem 3. Tedy napfiklad
P(3)=0C2)=¢(-6)=0, ¢(5)=g(11)=g(-1)=2.
Zobrazeni @ je homomorfismus okruhu (Z, +, -) na okruh (Zs, +, -), jehoz
operace jsou uvedeny v tabulkich 8a, b. Napiiklad
e(14+5)=9(19)=@(3.6+1)=1,
¢(14)=9(3.4+2)=2, ¢(5)=2, p(14)+(5)=1,
®(14.5)=@(70)=@(3.23+1) =1, @(14).9(5)=1,
P(-14)=9(3.(-5)+1)=1, p(14)+ ¢(-14)=0.

b) Zobrazeni ¥ mnoziny Z na mnoZinu viech sudych celych &isel, které ma tvar
Vae2)y(a)=2a,

neni homomorfni zobrazeni okruhu (Z, +, -) na okruh (S, +, -), nebot (Z, +, -)
je okruh s jednotkovym prvkem a (S, +, -) nem4 tuto vlastnost, coz odporuje
tvrzeni c) lemmatu 1 (ostatné ani podminka (2) neni pro zobrazeni v spinéna).

Ptiklad 2. Necht ¢ je zobrazeni, které kazdému komplexnimu &islu a + bie K
pfifadi ¢islo
@(a+ bi)=a - bi,
tj. ¢islo sdruzené k &islu a + bi. Pak @ je izomorfni zobrazeni télesa komplexnich
Cisel K na sebe. Ziejmé je @ prosté zobrazeni mnoziny K na mnozinu K. Dile pro
libovolna ¢isla a + bie K, ¢ + die K plati
@((a+bi)+(c+di))=@la+c+(b+d)i)y=a+c—(b+d)i=
=a-bit+c—di=g@(a+bi)+ ¢(c+di)
a obdobné
@((a+bi).(c+di))= @(ac — bd + (ad + bc)i) =
=ac—bd —(ad + bc)i= (a — bi) (c — di) =
=g@(a+ bi). @(c+ di),
takZe @ spliiuje podminky homomorfismu (1) a (2).
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Piiklad 3. Méjme obory integrity Z[x, y] a Z[x] dvou a jedné neuréité nad
celymi Cisly. Necht @ je zobrazeni, které kazdému polynomu

3) f(x, ¥) = Amax™y" + ... + Q10X + @01y + aco € Z[ x, y]
prifadi polynom
@(f(x, y))=f(x, X) = @max™ "+ ... + @10 + a01x + aoo € Z[ x],

pak @ je ziejmé homomorfni zobrazeni oboru integrity Z[x, y] na obor integrity
Z[x].

Obdobné, jsou-li b, ¢ libovolna celd (isla, je zobrazeni v, které llbovolnemu
polynomu (3) ze Z[x, y] pfifadi ¢islo

Y(f(x, y))=f(b, ¢)= amb™c" + ... + a1ob + aoic + ano € Z,

homomorfismus oboru integrity Z[x, y] na obor integrity celych éisel Z.
V obou pfipadech jde o takzvané dosazovaci homomorfismy.

Z lemmat 1 a 2 z kap. X, § 4 a z definice homomorfniho zobrazeni okruht
vyplyva nasledujici tvrzeni, které je obdobou véty 1 z kap. X, § 4 pro okruhy.

Véta 1. Necht struktura (O, +, ) je homomorfni obraz okruhu O;; pak O, je
rovnéZ okruh. Je-li O, okruh komutativni, respektive okruh s jednotkovym
prvkem, md okruh O, touZ vlastnost.

Véta 1 tedy vlastné tvrdi, Ze vlastnost struktury byt okruhem se pfi homomorf-
nim zobrazeni zachovava. Nasledujici véta ukazuje, Ze obdobné tvrzeni pro obory
integrity neplati.

Véta 2. Homomorfni obraz libovolného oboru integrity je okruh s jednotkovym
prvkem, ktery nemusi byt obor integrity.

Diikaz. Protoze libovolny obor integrity je okruh s jednotkovym prvkem, je
podle véty 1 jeho homomorfni obraz rovnéZ okruh s jednotkovym prvkem.

Zbyva tedy ukazat, Ze muZe nastat pfipad kdy homomorfni obraz oboru
integrity ma délitele nuly.

Obor integrity celych &isel Z zobrazime na faktorovy okruh Z/[4] z ptikladu 6
z piedchoziho paragrafu timto zplsobem: kazdému celému Cislu a pfifadime
jako obraz @(a) tu rozkladovou tfidu ze Z/[4], v nizZ Cislo a lezi, tj.

(Vae2Z)p(a)=a+[4].

Zobrazeni ¢ ziejmé zobrazuje mnozinu Z na Z/[4]. Ukazeme, Ze ¢ je homomorfis-
mus: Necht a, b eZ, pak jednak

@(a+b)=(a+b)+[4]=(a+[4])+(b+[4])=@(a) + @(b),
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jednak :
@(a.b)=ab+[4]=(a+[4]).(b+[4])=o(a). ¢(b).

Tedy okruh Z/[4] je homomorfnim obrazem oboru integrity Z. Snadno viak
nahlédneme, Ze tfida 2 +[4] je délitelem nuly v Z/[4].

(2+[4]).2+[4])=4+[4]1=0+[4],
takZe Z/[4] neni obraz integrity. Tim je véta 2 dokdzana.

Poznamenejme, Ze vlastnost byt oborem integrity se homomorfismem nepfenasi.
To je zpisobeno tim, Ze podminka neexistence déliteld nuly v oboru integrity I, tj.
podminka

(Va,bel)(ab=0Aa#0)>b=0,

nemd tvar pozadovany v lemmatu 2 z kap. X, § 4. Nemdme tudiZ zaruceno, e
homomorfni obraz musi tuto podminku rovnéz spliiovat. Pfiklad v dikazu véty 1
pak ukazuje, Ze pfipad, kdy homomorfni obraz oboru integrity zminénou podmin-
ku nesplnuje, skute¢né nékdy nastane.

Skutecnost, Ze okruh lze homomorfné zobrazit na jeho faktorovy okruh, jez byla
na specidlnim pfipad¢ ukazana v ditkazu véty 1, ma obecnou platnost. Obdobné
jako pro grupy plati i pro okruhy nasledujici tvrzeni.

Véta3. Necht O je okruh, A idedl v O. Pak faktorovy okruh O/A je
homomorfnim obrazem okruhu O.

Diikaz. Zvolime obdobné jako ve vété 2 z kap. X a jako v ditkazu pfedchozi véty
zobrazeni @, které kazdému prvku z O pfifadi tu tfidu z O/A, v niz tento prvek
lezi. Ovéteni skutecnosti, Ze @ je homomotfni zobrazeni okruhu O na okruh O/A,
pfenechivame &tendfi.

Pfi studiu homomorfnich zobrazeni grup hral diileZitou roli pojem jadra homo-
morfismu, jimZ byla vidy normélni podgrupa zobrazované grupy. Pfi vysSetiovani
homomorfismt okruhi je situace obdobna.

Definice. Necht ¢ je homomorfni zobrazeni okruhu (O, +, ‘) na okruh
(O, +, +), jehoZ nulovy prvek oznaéime 0'. Jidro homomorfismu ¢ je mnozina
— oznacime ji J, — sklddajici se ze v§ech prvkii z okruhu O, které se v zobrazeni ¢
zobrazi na nulovy prvek 0’ e O', tj.

4) Jo={xeO; @(x)=0}.
Obdobou lemmatu 3 z kap. X, § 4 je tento vysledek:

Lemma 2. Nechf ¢ je homomorfni zobrazeni okruhu O na okruh O’; pak jidro
J, je idedl v okruhu O.
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Diikaz. Ozna¢me opét nulovy prvek okruhu O’ symbolem 0’. Skute¢nost, Ze J,
je idedl, ovéfime podle lemmatu 1 z pfedchoziho paragrafu. Mnozina J, je
neprazdnd, nebot obsahuje nulovy prvek okruhu O. Jsou-li a, b libovolné prvky
z J,, je podle (4)

@(a)=g@(b)=0,
takze také

¢la=b)=@(a)-(b)=0"-0'=0,

coz znamend podle (4) a—beJ,. Je-liael,, xe€O, je @(a)=0', a tedy
¢(ax)=@(a). p(x)=0". p(x)=0’,

takZe ax € J,. Tedy J, je ideal.

V zévéru tohoto paragrafu uvedeme vétu nazyvanou véta o homomorfismu pro

okruhy, analogickou pfisluiné vété o grupach.

Véta 4. Necht okruh O’ je homomorfnim obrazem okruhu O ; pak existuje idedl
A v O takovy, Ze faktorovy okruh O/A je izomorfni s okruhem O’.

Diikaz. Obdobné jako v diikazu véty 3 z kap. X, § 4 oznaéme homomorfismus
okruhu O na O’ a poloime A =1J,, coz Ize diky lemmatu 2. Utvoiime faktorovy
okruh O/A a definujeme zobrazeni ¢ mnoziny O/A do O’ takto:

(Va+AecO/A)y(a+A)=g(a).

Zcela stejné jako v ditkazu citované véty 3 ovéfime, e Y je izomorfni zobrazeni
grupy (O/A, +)na grupu (O’, +). K tomu, abychom dokazali, 7e P je izomorfis-
mus okruhu (O/A, +, -) na okruh (O’, +, -), zbyva ukazat, 7e plati podminka
(2) homomorfismu. Necht tedy a + A, b+ A jsou libovolné prvky z O/A. Pak
postupné

Y((a+A) (b+A)=y(ab+A)=g(ab)=

=@(a). p(b)=vy(a+A).y(b+A).

Tim je véta 4 dokdzéna.

Ve 3. a 4. paragrafu kapitoly XIV se étenaf sezndmi s fadou uziti této véty
i ostatnich poznatkii o okruzich, jez ziskal v této kapitole.

Cviceni

1. Vysetfete vSechny moznosti pro jadra homomorfisma libovolného télesa. Jaké
disledky z toho plynou pro homomorfni obrazy téles?
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2. Dokazte: homomorfni zobrazeni @ okruhu O na okruh O, je izomorfismus,
pravé kdyz J, je jednoprvkovd mnozina.
[Jde o obdobu lemmatu 4 z kap. X, § 4.]

3. Necht okruh O: je homomorfnim obrazem okruhu O v homomorfismu ¢
a okruh O, homomorfnim obrazem téhoz okruhu v homomorfismu y a necht
Jo =1J,. Pak okruhy O, a O, jsou izomorfni.
[Ovétte, Ze zobrazeni o definované pfedpisem

(Vai€ 01)o(a1)=a:€ O, < (Abe O) (p(b)=a, A Y(b) = as)

je izomorfni zobrazeni O; na O,.]
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