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KAPITOLA X

GRUPY

§ 1. Zakladri vlasinosti grup

S algebraickou strukturou zvanou grupa se ¢tenaf seznamil jiz v prvnim rocniku
studia a poznai pfitom fadu konkrétnich pfikladd grup. Grupami jsou nékteré
obory ¢isel (af jiz s operaci s¢itani ¢i ndsobeni), dale vime, Ze kazdy vektorovy
prostor tvofi vzhledem k operaci s¢itdni vektori grupu, rovnéz mnoziny zobrazeni
nékterych typl s operaci skldddni zobrazeni jsou Casto grupy atd.

Pojem grupy se stal jednim ze¢ zdkladnich pojmi moderni algebry, nalezi
uplatnéni v fad€ rliznych i nematematickych védnich disciplin. To si vynutilo vznik
celé rozsahlé partie matematiky — teorie grup. Jednim z pritkopnikii t€to teorie byl
i sovétsky matematik Q. J. Smidt*), ktery jiz v roce 1916 vydal svou ,.Abstraktni
teorii grup*, jez byla ve svétovém méritku prvni ucelenou ucebnici téeo teorie.

V této kapitole si nejorve pripomeneme definici poymu grupy, ktera byla
vyslovena v kapitole 11, § 4. Piitoma budeme uzivat multiplikativni zapis i pfistus-
nou terminologii (viz kapitola 11, § 3).

Definice. Struktura s jednou bindrni operaci (G, +) se nazyva grupa, pravé kdyz

plati
1. (Vx, v, 26 G) {xy)z = x(y2),
2. (AxeG) (VyeG) (xy=yAyx=y)

(takovy prvek existuje jediny, nazyvé se jednotkovy prvek a znadi se 1. eventuelné

t37 e),

3. (VxeG)y(BveGy{ay=Tayx=1)
(v kapitole 11 jsme ukszali, Ze pro kazdé x existuje privé jeden prvek ye(
uvedenych vlastnosti, nazyva se inverzei prvek k x a znadi se x 7).

Je-li struktura (G, -) navic komutativni, nazyva se komutativni neboli Abeio-
va*) grupa.

Dalsi piiklady grup nalezne ¢tenaf ra konci tohoto paragrafu. Nyni, abychom si

*}O. J. Smidt (1891—195G). Vyznampy sovéisky algebraik, zakladatel moskev &€ algebraické
Skoly, znam téZ jako poldrni badatel a kosmolog.
*) Niels Henrik Abel (1802—1829), norsky matematik.



procviéili praci s podminkami uvedenymi v definici grupy, odvodime vétu, ktera
byva dilezita pfi zjisfovani, zda je dand struktura grupou.

Véta 1. Necht (G, -) je neprdzdnd asociativni struktura. Pak (G, -) je grupa,
pravé kdyz G je struktura s délenim, tj. kdyZ plati

(1) (Vx,yeG) (3z,2'€G) (xz=yAz'x=y).

Diikaz. 1. Jestlize (G, -) je grupa, je dokonce strukturou s jednoznalnym
délenim — viz kapitola II, § 4, véta 1b.

2. Necht tedy (G, ) je asociativni struktura s délenim a G # . Pak existuje ae G
a z podminky déleni plyne existence prvku ee G tak, ze e . a = a. DokdZeme, Ze e je
jednotkovym prvkem v G. Bud tedy beG a necht y je takovy prvek v G, Ze
a.y=>b (existence prvku y plyne z pfedpokladi véty). Pak rovnost ea=a
implikuje (ea).y=a.y a podle asociativniho zdkona a zavedeni y dostidvame
e.b=b. Rovnéz snadno nahlédneme, Ze plati b . ¢ = b. Oznadime é takovy prvek
z G, pro néjz a.é=a (ve struktufe s délenim musi existovat); analogicky
piedchozimu ukdZeme, Ze b.é=b. Avsak e. ¢ =e (ponévadz pro kaidé beG je
b.e=b)ae.é=¢,tudize=¢.Tedy (G, -) je struktura s jednotkovym prvkem.

Bud déile xeG. Pak existuji y,, y.€G tak, Ze x.y1=e€ a y,.x =e — tj. prvky
inverzni k x. Abychom ukazali, Ze y,=y,, stafi vySetfit vyraz y..x.y,. Plati
(y2.x).y1=e.yi=y; azdroveil y:(xy:) = y>. e = y,. Diky pfedpokladu o asociativ-
nosti operace ,,*“ je proto y1 =y, a tedy (G, -) je grupou.

V nisledujicim pfikladé si ukdZeme uZiti pravé dokazané véty.
Piiklad 1. Vezméme mnozinu M vSech matic typu (2, 2)
(¢ a)
c d)’
pro néz a, b, c, d jsou Cisla celd a determinant

ab

¢ d =ad—bc=1.

Definujme v M operaci nasobeni matic obvyklym zpisobem (viz téz kapitola II,
§ 4, piiklad 21 anebo obecné kapitola IV, § 3):

a b\ (a' b’ _(aa’+bc’ ab’ + bd’
(c d) (c’ d’)_ ca'+dc’ cb’+dd’)'
Protoze pro determinant vysledné matice plati

(aa’+bc') (cb’ +dd’')—(ab'+ bd’) (ca’' + dc')=
=bc(b'c’—a'd)+ad(a’d —b'c')=(ad—bc)(a’d' —b'c"),
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je souéin libovolnych matic z M rovnéz prvkem mnoziny M, takze (M, -) je
struktura. Vime jiZ, Ze nasobeni matic (typu (2, 2)) je asociativni, a snadno se
pfesvéd¢ime, Ze pro libovolna celé ¢isla a, b, ¢, d, e, f, g, h plati

(0 (Z2be a7 =(C )

(da=ch an-sa) (£ 2)=( 1)

coZ znamena, Ze (M, -) je struktura s délenim. Tedy podle véty 1 je (M, -) grupa.

a dale

Vétu 1 lIze tedy s vyhodou vyuzit pfi ov€fovani, zda dana struktura je grupa;
namisto hleddni jednotkového prvku a ovéfovani podminky existence prvkid
inverznich staci vySetfit pouze vlastnost déleni. Rovnéz v ptfipadé, Ze struktura je
zadana Cayleyho tabulkou, se ,,ovéfovaci procedura‘ ziejmé zjednodusi.

Mnoho informaci o struktufe grupy lze ziskat vySetfovanim jejich podgrup.
S pojmem podgrupy se Ctendf sezndmil a procvicil si ho dostatecné jiz v § 4
kapitoly II. Zopakujeme proto jen definici podgrupy a pfipomeneme jednu nutnou
a postacujici podminku pro to, aby podmnozina dané grupy byla jeji podgrupou.

Definice. Struktura (H, o) je podgrupou grupy (G, -), pravé kdyz
1. HgG;

2. operace ,,o* je ziZenim (restrikci) operace ,,-‘‘ na mnoZinu H, tj.
(Vx,yeH) (xoy=1x.y);
3. (H, .) je grupa.

Poznamenejme, Ze je obvyklé operaci v dané grupé i v jeji podgrupé oznadovat
tymz symbolem, coZ vlastné umoznuje podminka 2 z definice podgrupy. Obdobné
ve formulacich typu ,,podmnozina H grupy G je jeji podgrupou‘‘ automaticky
bereme operaci v H jako restrikci operace grupy G (na mnozinu H). Tak je nutno
chdpat i nasledujici vétu (viz téz véta 3 z § 4, kap. II).

Véta 2. Bud (G, -) grupa. Podmnozina H mnoZiny G je podgrupou v G, praveé

kdy?
1. H#9,
2. (Vx,yeH)x.y 'eH.

Uziti véty 2 si ukdZzeme v nasledujicim piiklade.
Piiklad 2. Symetrickd grupa n prvki oznafovana S, je grupa vSech permutaci

mnoziny {1, 2, ..., n} s operaci sklddani permutaci (viz kapitola II, § 4, piiklad 4).
Ptipomeifime si definici této operace (budeme uZivat multiplikativni zapis). Jsou-li
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12 o 12 ok
A=(; ). B0
bz ... ln,) \]1 2 - jn)
libovolné permutace z S,. je

/12 ... n
(2 A . B={, ).
) ) \]h ]'1 ]l)
Permutac_i

!’1 2 ... "\gg

Vi i dad
nazveme sudouw. pravé kdyz v pofadi (ii. /-, ..., ) je sudy pocet inverzi neboli tdyz
Sg (ivy iz .y ) =1

(viz kapitola IV, § 2).

Oznaéme A, mnozinu vSech sudych permutaci z S,. UkaZzeme, Ze A. ic
podgrupa v S, (nazyva se alternujici grupa n prvka). UZijeme vétu 2.

ProtoZe identickd permutace

je zfeimé suda, je A, #8.
K ovéteni podminky 2 z véty 2 uijeme ndsledujict vétu.

Lemma 1. Neciit A, B jsou libovoiné permutace z S,, pak soulet poéta inverzi
permutaci A 2 B je bud roven poctu inverzi permutace AB, anebo je o sud¢ Cislo
vErsi.

Tedy zapsano formuli

3) (VA,BeS,)(3keN)Y(A)+I(BY=I(AB) +2k.
Diikaz se piencchdvd Ctenafi (viz cviceni 1).

Jsou-li tedy A, B libovnind permutace z A,. jsou Cicla I(A) a I(B) suda. takze
pro poéet inverzi slozené permutace plati podle (3)

[(AB)=I(A)+ {B)-2k.

Tedy I(AB) je éislo sudé a ABe A,.
Je-li A~" inverzni permutace k permutaci A€A,, je AA™' = E, a protoze pro
identickou permutaci E plati [(E) =0, jo opét podle (3)

I{A)+ I(A ") =2k,
takze A™" je suda permutace, a tedv A" €A,
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Podle wéty 2 ‘e tedy alternujici gruna A, podgrupou symetrick? arupy S..

Zavedme jesté jeden termin, ktery je v matematické literatute obvvkly. Je-li
(G, -) koneénd grupa (tj. je-li jeji nosi¢ G koneénda mnoZina), nazyvd se pocet
prvkit mnoziny G tad grupy (G, -). Je-li mnozina G, a tedy i grupa (G. )
nekonednd, budeme téz tikat, ze grupa (G, -) je nckonetného fadu.

Je ihned zfejmé (nebot kazdy izomorfismus je prosté zobrazeni), Ze libovolné
dvé izomorfai grupy maji tyz fad.

Piiklad 3. Jak jiz vime (viz kapitola IV, § 2), je pocet riznych potadi (i, &, ...,
i} 7 » prvki roven Cistu nl. Protoze kazdému takovému pofadi odpovidd pravé
jedna oermutace

‘102 .. n\
oo i)

symetrické grupy S., je fad této grupy nl.
Protoze pravé polovina ze vSech permutaci z S, (n>1) je sudych, je fad
alternujici grupy A. roven cislu nl/2.

Symetrické grupy hraji v teorii kone¢nych grup velmi dileZitou roli, jak ukazuje
nasledujici véta.

Véta 3. Ka#d4 konednd grupa rddu n je izomorfni s jistou podgrupou symetrické
grupy S. (neboli lze ji izomortné vnofit do S,).

Ditkaz. Mé&jme dinu grupu (G, -) fadu n. Jeji prvky ozaalme a., as, ..., d.. Pro
ka’dé v € G oznadme F. zobrazeni & do (. které kazdému prvku a € G piifazuje
prvek ax, .

(4) (Mae G)YF.(u)y=ax.

Takové zobrazeni nuzveme projekce grupy G (uréend prvken x). ProtoZe v G lze
kratit ibovolaym prvkem, je kazda piojekee F, prosté zobrazeni, a piotoze G je
struktura s délcnim, je & zobrazeui G na G. Tedy pro kazdé x e G je projekee F,
vlastné permutace mnoziny G, kterou diky oznaceni prvkil z G mizeme zapsat t¢z
takto:

/ o . de v fdr 82 o Ao
‘!:‘ - k (3] [2 2] i }: \(l ad a. »
WX dra . X/ a, di, ... il j

kde pro k=1, 2, ..., n je a, = ax, takZe
(a) kazdi projekce grupy G definuje jisté potadi (i1, &, ..., I,) isel 1, 2, ..., n.

Jsou-li x a y rizné prvky grupy G, je



F)=x#F )=y,

kde symbol 1 oznacuje jednotkovy prvek grupy G. Odtud ihned plyne, Ze
(b) rtzné prvky grupy G urluji rizné projekce grupy G (a tedy i potadi
definovana témito projekcemi jsou rizna).

Diky asociativnosti grupy (G, -) snadno ukiZeme, Ze
(c) slozeni F, . F, projekci F, a F, grupy G je opét projekce grupy G, pfitemz
plati

(5) (Vx,ye G)F..F,=F,.
K tomuto GCelu zvolime libovolné prvky x, y, ae G a postupné ukdzeme
(F..F,) (a) = F,(F.(a)) = F,(ax) = (ax)y = a(xy) = F,,(a).

ProtoZe a je libovolny prvek grupy G, dostdvame odtud ihned platnost formule (5)
a vlastné celého tvrzeni (c).
Definujeme nyni zobrazeni @, jez kazdému prvku x € G pfifadi permutaci

q)(x)=(1 2 .. n),

i1 iz R

kde (iy, i, ..., i.) je pofadi definované projekci F, podle (a).

Z (b) ihned plyne, Ze @ je prosté zobrazeni mnoZiny G do symetrické grupy S,
(vSech permutaci mnoziny {1, 2, ..., n}).

K diikazu véty 3 tedy staci ovéfit, Ze ¢ ma vlastnost izomorfismu. Nechf x. y jsou
libovolné prvky z G a necht

w0=(, 5 1) =)
takZe pro odpovidajici projekce F. a F, plati

F.(a)=a,, F(a)=a, r=1,2,.., n.
Podle (5) je (pro r=1,2, ..., n)

Fy(a)=(F:..F) (a)=F/(F:(a))=F,(a,)=a, ,
takze

1 2 ...n
q’("y)‘(fi, ja ])

To vSak je permutace slozend z permutaci @(x) a @(y), takZe skuteéné
P(xy)=@(x). @(y),
¢imz je véta 3 dokdzéna.
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Poznamenejme, Ze kdyZ zobecnime pojem permutace tak, Ze ji budeme rozumét
prosté zobrazeni jakékoliv (i nekone¢né) mnoZiny na sebe, miizeme pravé dokaza-
nou vétu vyslovit v obecnéj$im tvaru.

Véta 3'. Libovolnd grupa (G, ) je izomorfni s jistou podgrupou grupy vsech
permutaci mnoZiny G.

Protoze diikaz této véty je zcela analogicky dikazu véty 3, pfenechavame jej
Stenafi.

Vysledkti odvozenych v dikazu pfedchizejici véty 3 vyuzijeme k nalezeni

podminky, jez je uZiteCna pfi vySetfovani asociativnosti nékterych struktur.

Véta 4. Necht (G, ') je struktura s krdcenim, s délenim a s jednotkovym
prvkem. Pak (G, -) je asociativni, prdvé kdyZ skliddni zobrazeni je operaci
v mnoZziné vSech projekci F, struktury (G, -).

Dikaz. Necht struktura G spliiuje pfedpoklady véty.

a) Necht dale je (G, -) asociativni. Pak je grupou a podle bodu (c) v dikazu
véty 3 (¢i — v piipadé nekoneéné mnoziny G — analogicky podle véty 3') je
skladani zobrazeni operaci v mnoziné vsech projekci v G.

b) Necht operace skladdni zobrazeni je operaci v mnoziné viech projekci v G.
Pak k libovolnym prvkim x, ye G musi existovat ze G takové, Ze

F..F,=F,,
neboli
(Vae G) (F..F,) (a)=F,(a).

Tedy specidlné pro z rovné jednotkovému prvku 1 struktury G obdrzime
(F..F,)) (1) =F.(1)
a podle definice projekce a definice sklddani zobrazeni’

(F: . F,) (a)=F.(F.(a))
dostavame
F(F())=F.(1) > (Ix)y=1z > xy=12.

Pro projekce struktury G tedy plati (5).
Zvolme nyni libovolné prvky x, y, ze G, pak

x(yz)=F..(x)=(F, . F.) (x) = F.(F,(x)) = (xy)z,
takze struktura (G, -) je asociativni.

Pokud jde o uziti véty 4, poznamenejme, Ze, naptiklad v pfipadé koneénych
struktur (G, -), jejichZ operace je zaddna multiplikativni tabulkou, snadno ovéfi-
me vlastnosti struktury G, které véta pfedpoklada, zatimco ovéfeni asociativnosti
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obvykle byvi obtizné. Vétu lze uZit i v negativnim pfipadé, jak vidime
v nasledujicim ptikiadu.

Piiklad 4. Necht M = {a, b, ¢, d, f, g) a necht operace struktury (M, -) je
dana tabulkou 1.

a b ¢ d | y
a a b ¢ d f y
b b ¢ a f g d
C c a b g d f
d d f g ¢ b a
f f g d h a ¢
919 d f a ¢ b

Tab. 1

Snadno ovéiime, Ze prvek a je neutrdinim prvkem struktury (M, -) i Ze tato
struktura je s kracenim a s délenim (nebot v kazdém fadku i sloupci multiplikativni
tabulky se kazdy prvek vyskytuje pravé jednou), dokonce vidime, Ze je téz
komutativni i s inverznimi prvky (nebot v kazdém sloupci i fddku tabulky se
vyskytuje neutralni prvek, a to symetricky vzhledem k diagonale tabulky). Struktu-
ra (M, -) v8ak neni asociativni, nebot napfiklad sloZeni projekci F, a F; neni
projekce.

. fabcdfy _{a b cdf g
F"m(f g d b a c\’ F""(\d fgc¢b a)

. jabocdf g
Ff-I"d—(h a ¢ f d q)a

coz neni projekce, nebot pofadi (b, «, c. f, d, g ) neni fadkem tabulky I.
Ve zbyvajici ¢ésti tohoto paragrafu si piipomeneme pojem generovani struktur.

Definice. Nechf (G, ) je grup2, M iibovo!na podmnozina v G, pak prinik vsech
podgrup grupy G. které obsahuji mnozinu M, Jje podgrupa v G, kterd se nazvvd
podgrupa generovana mnozino:t M 2 7nadi se {M]. Mnozina M se nazyvd systém
generatori grupy [M} a icji prvky generdloiv éto grupy.

Tato definice se opird o véru (Vi kapitoly (1. £ 2. v3t2 4), Ktera #ka, Je prinik
libovolncho (neprazdnéhoy systemu podgrup nejake grupy fo opgt poderupa téro
grupy.

PHipomenme joste, 7e grupa maze mit s vzné syst¢iny generatora. Napriklad je-li
(G, ) grema. je ziejmé [G]= G a také [G-{11]=aG.

Pokud neméme prehled o viech podgrupdch dans grupy, neni definice podgrupy

16

generované v grupé (G, -) mnozinou M g G pfili§ vhodné pro praktickou kon-

strukci podgrupy [M]. Obvykle je vyhodnéjsi uvédomit si, Ze M je nejmensi (ve

smyslu mnoZinové inkluze &) podgrupa, kterd obsahuje M; tj. pro libovoinou
podgrupu H grupy G plati

MgcH = [M]gH

a samozfejmé téz M g [M].

Proto pfi konstrukci podgrupy [M] (pfi dané mnoZiné M) mliZeme postupovat
téz tak, Ze k prvkim z M pfipojime vhodné prvky z G tak, abychom dostali
podgrupu, a pfitom budeme dbdt toho, aby téchto pfipojenych prvki bylo co
nejméné.

Pfi tomto postupu vyuZijeme v€tu 2 a k prvkim mnoziny M pfidime v§echny
jejich souciny, pak vSechny prvky inverzni k takto ziskanym prvkim, déle v§echny
souciny takto vzniklych prvki, inverzni prvky k nim atd., aZ obdrzime mnoZinu,
kterd je podgrupou.

Tuto konstrukci si nejprve ukdZzeme na prikladé.

Ptiklad 5. Vezméme grupu (G, -), kterdi modeluje séitini na hodinovém
ciferniku s &islicemi 1, 2, ..., 24 (srovnej téz s piikladem 5 z kapitoly II, § 4).
Operace v G je tedy definovdna takto: pro libovolna ¢isla a, be{1, 2, ..., 23, 24}
je

a.b=a+b pro a+b =24,

a.b=a+b—-24 pro a+b>24,

kde na pravé strané rovnosti je obvykié séitani celych ¢isel. Tuto operaci jesté
zndzornime v tabulce 2.

24 1 2 3 ... 21 22 23

24124 1 2 3 .. 21 22 23
11 2 3 4 . 2223 24
21 2 3 4 5 2324 1
303 4 5 6 .24 1 2
21021 22 23 24 .. 18 19 20

23123 24 1 2 .. 20 21 22
Tab. 2

a) Vezméme déle mnoZinu M = {2, 8} € G a zkusme nalézt [M]. K mnoziné¢ M
pfipojime neutrélni prvek grupy G, tj. 24, aprvky 2.2=4,2.8=102a 8.8=16,
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takZze obdrzime mnoZinu
M,={2,4,8,10, 16, 24}.

Ta ziejmé neni podgrupou v G, nebot neobsahuje naptiklad inverzni prvky ke
v§em svym prvkim. Proto k M, ptiddme je$té prvky 27'=22, 4°*=20, 87 '=16,
107'=14, 16 ' =8 a vytvofime mnoZinu

M,={2, 4,8, 10, 14, 16, 20, 22, 24}.

Ani tato mnoZina neni je$té podgrupou v G, nebot neobsahuje napiiklad souéin
2.4 =6. Pfipojime tudiz k M, vSechny souéiny jejich prvki, které do ni nepatfi.
Jsou to prvky 2.4=6,2.10=12 a 2.16=18. O takto vzniklé mnoziné

M;={2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24}

se lze jiZz snadno presvédcit, Ze je podgrupou v G. Ze zplsobu, jakym byla
konstruovéna, vyplyv4, Ze je nejmensi podgrupou v G, kterd obsahuje mnozinu M,
takZe musi byt

[M] =12, 8] =[Ms].

b) Zvolime-li M = {18, 24}, 1ze obdobné nalézt
[M]=[18, 24] = {6, 12, 18, 24}.

c) Je-li M =@ anebo M = {24}, je ziejmé [M]={24}.

Z na3i avahy o podgrupé [M] a z pfedchoziho pfikladu vyplyv4, ze mnozina [M]
se sklada pravé ze vSech prvki tvaru

6) atas...ak,
kde m je néjaké pfirozené ¢islo, ay, az, ..., an jsouprvky z M a ky, ko, ..., k. Cisla
1 nebo —1.

Snadno ovéfime, Ze mnoZina vSech prvki tvaru (6) je podgrupou v uvazované
grupé G: soucin libovolnych dvou prvki tohoto tvaru ma diky asociativnosti opét
tento tvar a inverzni prvek k (6), tj. prvek

a gkt az*ar,

je téz zminéného tvaru. Naopak je rovnéz ihned ziejmé, ze kazd4 podgrupa v G
obsahujici mnozinu M musi obsahovat i kazdy prvek tvaru (6).

Poznamenejme jesté, ze v fadé konkrétnich pfipadi se mohou nékteré prvky
tvaru (6) sobé rovnat, i kdyZ jejich zépisy (6) se budou ligit. Vyslednd mnoZina
miZe byt i kone¢nd, jako tomu bylo tfeba v piikladé 5. Zfejmé obdrzime koneénou
mnozinu [M] vzdy, kdyz grupa G sama bude koneénd. Aviak ke koneéné mnoziné

* Misto zapisu [{2, 8}] piSeme struéné jen [2, 8]; obdobné i v dal§im textu.
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mizeme dospét i v piipadé nekonecné grupy G ; napiiklad pro M = {1}, kde 1 je
neutralni prvek v G, je [M]={1}. ' . '
Viimneme si nyni specidlniho pfipadu, kdy mnoZzina M je jednoprvkova.

Definice. Grupa G, kterd md jednoprvkovy systém generdtorii, se nazyvd

cyklicka grupa.
Rad cyklické grupy G = [a] generované prvkem a se nazyvd rovnéz tad prvku a.

Vysetteme nyni, jaké moznosti mohou nastat pro cyklické grupy. Méjmf: tec'i.y
dénu grupu (G, -) a necht M = {a}, kde aeG. Podgrupa [M]=[a] se — jak jiz
vime — skl4da ze viech téch prvkt grupy G, které lze zapsat ve tvaru (6), kde
ovSem nyni je

M=d=...=dn=24a.

Proto diky asociativnosti miizeme kazdy takovy prvek zapsat ve tvaru
6") a*, kel.

Je tedy (oznadime-li neutrdlni prvek grupy G symbolem e, abychom jej odlisili od
celého ¢isla 1€2)

N [M]=[a]={..,a % a',a’=e¢,a'=a,d’, a* ..}.

Pro tuto mnozinu zfejmé nastane pravé jeden z téchto pfipadi:
1. viechny mocniny prvku a s riiznymi exponenty jsou navzdjem ruzné;
2. alespoii dvé mocniny prvku a s riiznymi exponenty jsou si rovny.
Nastane-li pfipad 1, je [a] nekone&n4 grupa, takzvana nekoneéna cyklickd grupa
(a prvek a se pak nazyvéa prvek nekonecného fadu).

V nésledujici vété ukazeme dileZitou vlastnost nekonecnych cyklickych grup.

Véta 5. Ka’d4 nekonecnd cyklickd grupa je izomorfni s aditivni grupou cel.ych
&isel (Z, +), a tedy libovolné dvé nekonecné cyklické grupy jsou navzdjem
izomorfni.

Dikaz. Necht a je prvek grupy (G, ) a necht
[a]={...,a % a ", e, a,d’ a’ ...}
je nekone&nd cyklickd grupa. Definujme zobrazeni ¢ timto zpisobem:
(VkeZ) @(a*)=k

Diky nademu pfedpokladu o [a] je zfejmé @ prosté zobrazeni mnoZiny [a] na
mnozinu viech celych &isel Z. Jsou-li a*, a' libovolné prvky z [a], je
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@(a“.a")=@(a*")=k+1=@(a*) + p(a"),
takZe @ je izomorfismus ([a], -) na (Z, +).
Tedy libovolnd nekonecnd cyklickd grupa je izomorfni se (Z, +), z &ehoz jiz
snadno nahlédneme, Ze kazdé dvé nekoneiné cyklické grupy jsou navzijem
izomorfni. Tim je véta 5 dokazana.

Vysetiime nyni druhou moZnost, kdy pro mnozinu [a] z (7) nastane p¥ipad 2, tj.
kdyz plati

(8) Ar,seDr+sAa =a'.

Ukézeme, Ze v tomto piipadé je [a] koneénd mnoZina, takzvanid konedéni
cyklickd grupa. ‘

Necht pro ae G plati (8). Bez omezeni obecnosti mizeme pfedpokladat, Ze r <s.
Vynasobenim rovnosti a”=a* prvkem a™" =(a”')" obdrzime (e zna& neutralni
prvek grupy G)

s—r

a’=e=aqa"",
pfi¢emz s —r je diky naSemu pfedpokladu kladné piirozené &islo. Mnozina viech
téch kladnych pfirozenych é&isel n, pro néz

n

a =e,

je tedy neprdzdni. TakZe podle tvrzeni (A) z kapitoly V, § 1 existuje nejmensi
kladné pfirozené ¢islo této vlastnosti, oznadime je m.
Ukazeme, Ze v tomto pfipadé je

[a]={a’=e, a,d? ..., a™"}.

Z definice Cisla m plyne, Ze pro libovolna dvé celd &isla r, s, kde r<s a pro néz
plati s —r <m, musi byt a"# a*. Tedy specidlng libovolné dva z prvki

jsou rizné.
Je-li k libovolné celé ¢islo, existuji podle véty o déleni se zbytkem v Z (viz
kapitola VII, § 1, véta 8) celd &isla p a z tak, Ze plati
k=mp+z, 0Sz<m.
Tedy potom
a“=a™"*=(a")Ya*=e.a*=a,

a proto kazda celociselna mocnina &isla a patii do mnoziny {a°, a, a?, ..., a™'}.
Cyklicka grupa [a] je tedy v tomto pfipadé kone¢n4 a m4 fad m (takZe i prvek a
je fadu m).
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Z ptedchozi tdvahy je ihned vidét, jak postupovat pfi zjistovani fddu daného
prvku (néjaké grupy): utvofime posloupnost

(9) a,a a’, ...

Jestlize v této posloupnosti nenarazime na neutralni prvek e grupy G, je prvek a
nekonec¢ného fidu. V opaném piipadé najdeme prvni &len v posloupnosti (9),
ktery je roven neutrdlnimu prvku; jeho exponent pak udiva fad prvku a.

Postup si zopakujeme v ndsledujicim piikladé, jim? sou¢asné ukdZeme, Ze
k libovolnému pfirozenému &islu m Ize nalézt grupu, ktera obsahuje alespoil jeden
prvek fadu m.

Ptiklad 6. Necht je dano libovolné (kladné) ptirozené ¢&islo m. Vezméme
symetrickou grupu S, a v ni prvek

_(123...m—1m)
234 .. m 1)

Potom postupné

ProtoZe a™ je mocnina s nejmensim exponentem, ktera je rovna neutralnimu prvku
v S», jimZ je identickd permutace, je f4d prvku a skute¢né roven m.

Pro cyklické grupy kone¢ného fidu lze odvodit vétu obdobnou vété 5. Ulohu
grupy (Z, +) v ni budou hrit grupy (Z., @) zbytkovych tfid Z modulo m,
modelujici s¢itdni na ciferniku o m é&islicich.

Je-li dano kladné pfirozené &islo m, bude

2,={0,1,2,..,m-1)

a tabulka operace mé tvar uvedeny v tabulce 3 (nulovy prvek nebudeme znaéit m,
nybrz v souladu s aditivni formou zdpisu symbolem 0).
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® 0 1 2 ... m-2 m-1 Uréime tedy
= -2k%i=—i, a'=—k—ki,
0 0 1 2 . m=2 m-—1 at=—1 a’=—-k+ki
1 1 2 3 ... m-1 0 = 2ki=i A= k+ki
2 2 3 4 0 1 B opred
m-2| m-2 m-1 0 m~-4 m-3 TakzZe cyklickd grupa [a] m4 ¥4d 8. Zndzornime-li jeji prvky v Gaussové roviné (viz
m-1| m-1 0 1 m—=3 m-2 obr. 1), lezi jejich obrazy na kruZnici a nipadné ukazuji souvislost s po&itinim na
Tab. 3 ciferniku o osmi ¢islicich.

b) Stanovme obdobné [b] pro prvek
Operaci v Z,, mlizeme zapsat téZ timto zpisobem: b=1+ieKo.

(Va, beZ,) a@b=a+b+d.m, Vypotteme postupné

kde ,, + “ znaéi s¢itdni celych ¢isel, d =0, kdyZa+ b<m,ad=—1proa+ b>m. bi= 2i b = -2+ 2i,
Véta 6. Necht m >0 je libovolné pfirozené &islo. Pak kazdi cyklickd grupa iddu b: =- 43 bj =-4- 4.i,
m je izomorfni s grupou (Z.,®), a tedy kadé dvé cyklické grupy téhoz b'=—8i, b= 8- 8,
(konec¢ného) fddu jsou navzdjem izomorfni. b*= 16, b’= 16 +16i.

' Dikaz pfenechdvdme &tendfi (viz cviéeni 2). Lze ukazat, Ze pro libovoIné kladné celé Cislo k takové, Ze k=8r+s, kde

o 0<s <8, plati
Piiklad 7. Necht (Ko, -) je multiplikativni grupa komplexnich &isel (tj. Ko je

mnoZina viech nenulovych komplexnich &isel a operaci je obvyklé nasobeni (10) b*=16"b
komplexnich ¢isel).
a) Necht

(piiGemz b®=1). Je tedy vidét, Ze v posloupnosti
b% b, b%, b3, ...

a=k— ki, kde k=V?2/2.

Mime ur€it cyklickou podgrupu generovanou prvkem a (a tedy i jeho fad).

a
0
/ \
I/ \\
1
a‘ 11a%q®
_41& &
\ )
\\ /
\ //
.at af."
@ e Ja® -7
\Tuz
Obr. 1 Obr. 2
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jsou viechny prvky navzdjem rizné, takze [b] je nekonecna cyklicka grupa. V [b]
proto musi byt téZ prvky

b '=1/2-1/2, b= —1/2,

b>=1/4-i/4, b= —1/4
atd. Lze ostatné snadno nahlédnout, Ze vzorec (10) plati i pro k zdporna.
Znézornime-li nékolik z prvkh nekoneéné cyklické grupy [b] v Gaussové roviné,
vidime (viz obr. 2), Ze lezi na spirdle. Umisténi mocnin b* na této spirile je
,,obdobné* jako umisténi obrazii celych ¢isel na Eiselné ose, coz nds podobné jako
v piipadé a) upozoriiuje na izomorfismus grupy [b] a grupy (Z, +).

V nasledujicim piikiadé vySetiime grupu tzv. zakrytovych pohybl pravidelného
osmisténu.

P¥iklad 8. Méjme d4n pravidelny osmistén, jehoZ vrcholy oznaéime &isly 1, 2,
3, 4, 5, 6 (viz obr. 3). Zakrytovym pohybem (viz téz kapitola II, § 4, ptiklad 8)
daného osmisténu rozumime takové jeho pfemisténi, pfi némz tento osmistén jako
celek splyne s ptivodni polohou. Pfitom ovSem jednotlivé vrcholy, hrany i stény

uvazovaného osmisténu mohou zménit své misto, ale pouze tak, ze kazdy vrchol
ptejde opét v néktery vrchol, a tedy i hrana v hranu a sténa ve sténu.

5

6
Obr. 3

Zakrytové pohyby daného osmisténu budeme popisovat pomoci permutaci,
které udavaji pfemisténi vrcholli. Tedy permutaci

(1 2345 6)
iy B2 I3 @s s Is
zapiSeme zdkrytovy pohyb, pfi némz vrchol 1 ptejde ve vrchol oznadeny iy, atd.
Je ziejmé, ze provedeni dvou zdkrytovych pohybd po sobé dd opét zdkrytovy
pohyb uvazovaného osmisténu, takie jde o operaci, a mlZeme proto hovofit
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o struktufe zdkrytovych pohybit daného osmisténu. Asociativnost této struktury je
jasnd. Rovnéz je ihned vidét, Ze jejim neutrdlnim prvkem je ,,pohyb*, pfi némz
véechny vrcholy osmisténu zidstanou na svych mistech; je popsdn identickou
permutaci. Pro libovolny zdkrytovy pohyb, ktery pfevadi nds osmistén z vychoziho
postaveni do néjaké pozice, je pohyb pfevadéjici ho z této pozice do polohy
vychozi ziejmé opét zakrytovy pohyb, ktery je inverzni k pohybu vychozimu. Tedy
struktura zdkrytovych pohybd pravidelného osmisténu je grupa; znaime ji Zs.

Prvkim grupy Z lze — jak jsme jiz uvedli — pfifadit (a to vzijemné
jednozna¢né) permutace ze symetrické grupy Se. Pfi tomto pfifazeni operaci v Z;
(tj. sklddani zakrytovych pohybl) odpovidd zfejmé skldddni téchto permutaci.
Proto je grupa Zs izomorfni s jistou podgrupou grupy Se. Pfi vySetfovani grupy Zs
mizZeme tedy pracovat s odpovidajicimi prvky této podgrupy.

Neutrélni prvek grupy Z; oznacime E ; jak jsme jiZ fekli, odpovidd mu identicka
permutace, coz zapiSeme

E= (1 23456
12345 6)'

Dalsimi prvky grupy Zs jsou otaéeni (o 90°, 180° a 270°) kolem os osmisténu
prochazejicich vidy protilehlymi vrcholy, déle otdCeni kolem os prochdzejicich
sttedy protéjSich stén (rovnostrannych trojihelnik) o 120° ¢i 240° a konecné

piekldpéni kolem os prochazejicich stfedy protéjsich hran osmisténu.
Oznaéme otoéeni (o 90°) kolem osy jdouci vrcholy 5, 6 symbolem A, tj.

123456
A'<412356>'

Prvek A je tadu 4, takZe cyklickd podgrupa jim vytvotena

[A]={A, A’, A*, E}, A‘=E,

A= )

Podobné oznaéime

(123456
B_(163524)

pfiéemz

W AN

S W =W
—_ N b

h b W i
A SN

i
=
1

3_
A=\,

otogeni 0 90° kolem osy prochdzejici vrcholy oznaéenymi 1, 3; plati obdobné

[B]={B’ Bz’ Ba’ E}, BA'_-E
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a koneéné

123456
C_(526431)

je otodeni o 90° kolem osy jdouci vrcholy 2, 4; plati pfitom
[C1={C,C C E}, C‘=E.
Tim jsme ziskali zatim celkem 10 prvki grupy Zs; zfejmé prvky A°, B®, C° maji
fad 4 a prvky A%, B? C? maji fad 2.
Snadno ovéfime, Ze plati

(11) A’B?=B?A’=C?

a obdobné rovnosti, jez lze obdriet cyklickou zdménou znakd A, B, C.

Souéin
AB=(123456)'( 23456)=(123 56)
412356 63524 516324
je zfejmé otoleni (0 120°) kolem osy prochizejici stfedy trojihelnikd o vrcholech
152 a 364, takze je prvkem fadu 3, tj.
[AB]={AB, (AB)}, E}, (AB)’=E
Pfepoétenim miiZeme snadno ovéfit, Ze plati
AB=BC=CA,
(ABy’=B*A’=C’B*=A*C>.

Obdobné muzZeme zjistit, Ze

e i (123456
AC—BA—CB-—(452631)
g (123456
BA=AC'=CB (462513)’
.. (123456
CB=A>C=BA -(264531)

jsou po fadé oticeni (o 120°) kolem os prochizejicich stiedy trojihelniki
o vrcholech 146 a 253, respektive 145 a 263, respektive 126 a 345. Jsou to vesmés
prvky fadu 3, takZe jsme ziskali dal§ich 8 prvki grupy Zs: AB, (AB)?, AC, (AC)?,
BA, (BA)?, CB, (CB)~.

Zbyvajicich 6 prvka grupy Zs, jeZ jsou otaceni (o 180°) kolem os prochézejicich

26

stiedy' protéjSich hran, obdrZzime timto zpisobem :

AB’—(; % 3 ; 2 g) pro hrany 12 a 34,
BA’=(; z i ‘; i g) pro hrany 26 a 45,
AC’=(‘11 § ; ‘; 2 g) pro hrany 14 a 23,
CA2=(; i z ‘; i g) pro hrany 15 a 36,
BC’=(; § i 2 ; S) pro hrany 25 a 46,
CB’=(; i z ; g ?) pro hrany 16 a 35.

Nalezli jsme tedy viech 24 prvkd grupy Zs a soucasné zndme vSechny jeji
cyklické podgrupy. V piehledu jsou to:
9 cyklickych podgrup fddu 2 generovanych Sesti vy$e jmenovanymi prvky
AB?, BA?, AC? CA?, BC? CB?
a dile prvky
A% B, C7,
4 cyklické podgrupy fadu 3

[AB]={AB, (AB)*= B*A% E},
[BA]={BA, (BA)'= A°B’ E},
[AC]={AC, (AC)*= A’B, E},
[CB]={CB, (CB)*= AB® E},

3 cyklické podgrupy fidu 4 generované prvky A, B, C.

Grupa Z; je — jak vyplyvé napi. z (6) — generovana prvky A, B, C, tj. Zs=[A,
B, C].

Na zivér tohoto piikladu uvedeme piehled vech podgrup grupy Zs. K jejich
nalezeni Ize s vyhodou uZit — vedle jiZ vpfedu uvedenych — téchto vztahti mezi
generatory A, B, C:

A=BAC, B=CBA, C=ABC

AB*=BCB=CBC=CAB=C*A
C*=CAC=ACA=ABC=A’B

CA*= ABA = BAB=BCA =B’C
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(Jejich platnost miiZe étenaf nejsndze ovéfit pfechodem k odpovidajicim permuta-
cim; pfitom lze vyuZit moZznosti cyklické zimény generitori.)

Piehled podgrup grupy Zs, jez nejsou cyklické:

a) podgrupy fidu 4

A.={A% B, C* E)

B.={A% AB? AC? E)
C.={B? BC? BA E)
D.={C? CA?, CB E)

b) podgrupy fidu 6
Aq={AB? BA? CA? AC, (AC), E)
Bs={BC? CB? AB? BA,(BA)% E}
Cs={CA? AC? BC?, CB, (CB), E)
Ds={AC? CB’ BA’ AB, (AB), E)
c¢) podgrupy ¥idu 8

As={AB?* AC* B* C* A, A% A% E)
Bs={BC? BA? C? A? B, B%, B® E)
Cs={CA? CB? A% B* C, C* C* E}
d) podgrupa fadu 12
A.={AB, (AB)% BA, (BA)*, AC, (AC)*, CB,
(CB)?, A%, B?, C% E}

Doporuéujeme ¢tendfi, aby tohoto ptikladu vyuZival k ilustraci pojmi zavede-
nych v tomto i v nasledujicich paragrafech této kapitoly.
Cvideni

1. Ukaite, ze pro libovolné permutace A, BeS, je soudet poétu inverzi obou
téchto permutaci bud roven poctu inverzi sloZené permutace AB, anebo je
o sudé Cislo mensi (viz lemma 1).
[Dané permutace oznalte

a=(P2o), po(i2em)
I b ... Iy Ji ]2 ..o ]n
a zvolte libovolnd dvé &isla r, se{l, 2, ..., n}, r <s. Ovéfte nejprve tyto dva
ptipady:
28

a) Necht i, i tvofi inverzi v A, tj. i, <i,. Pak

B___(l i., l, n>,
Jv oo Ji oo Jiy -oi ]n
Jo o Jio oo Jig i n
a dvojice ¢&isel ji,, ji, tvofiinverzi v AB pravé tehdy, kdyZ netvofi inverzi v B.
b) Necht i, i, netvofi inverzi v A, tj. i, <i,. Pak

oo Je oo Joeen Jn
a j,, Ji tvofi inverzi v AB, pravé kdyz tvofi inverzi v B.]
2. Dokazte vétu 6.
[Postupujte analogicky jako pfi dikazu véty 5.]
3. Vysetfete v multiplikativni grupé télesa komplexnich ¢isel (K, -) cyklickou
podgrupu generovanou prvkem a, pro néjz plati 2a =i— V3.

4. Vysetfete obdobné jako v pfikladu 8 grupu zdkrytovych pohybii
a) ¢tyfbokého hranolu o étvercové zikladné (viz obr. 4),
b) pétibokého hranolu, jehoZ zdkladnou je pravidelny pétidhelnik a jehoz
vy§ka je rovna délce strany podstavy (viz obr. 5).

o e | ——— -~

N SN
A
7

Obr. 4 Obr. 5
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§ 2. Lagrangeova véta

Jednoducha, ale duleZitd véta v teorii grup je takzvana Lagrangeova*) véta.
Rik4, Ze fad kazdé podgrupy dané (koneiné) grupy je délitelem fidu této grupy.
Tato véta usnadiiuje hledani podgrup dané grupy, nebot znaéné zmensuje podet
podmnoZin grupy, které pfitom musime pfezkoumat. Nejprve se zaméfime na
vybudovini aparatu, ktery nim umozni uvedenou vétu dokazat.

Definice. Komplexem (v dané grupé) nazveme kazdou neprdzdnou podmnoZinu
této grupy.

Je-li (G, -) dané grupa, tvofi v§echny komplexy v G mnozinu P(G)— {#},**)
kterou oznaéime symbolem G.

Je tcelné v mnozingé G definovat (bindrni) operaci .,,0* nisobeni komplexd
timto zplsobem:

1) VX, YeG)XOY={zeG;(3xeX)(3er)z=x.y}

XOY je tedy mnozina viech téch prvki z G, které Ize psat jako ,,soudin“
libovolného prvku z X a libovolného prvku z Y.

Pfiklad 1. Bud (G, *) grupa zadani nésledujici tabulkou:

* I A B C
AlA B C
B|{B C A
C|C A B

Mnozina G =P(G)— {#} mé 2°—1=7 prvka:
G={{A}, (B}, {C}, {A, B}, {A, C}, {B, C}, {A, B, C}}
Dile je napfiklad
{B}O{A,C}={zeG;z=x+yrxe{B}aye{A,C}}={B, A};

{A,B,C}O{C}={C, A, B}
a podobné.

Snadno nahlédneme, Ze O je operaci v mnoziné G: Necht X, Ye G, pak X+,

Y#4#, takZe existuji xeX, yeY. Prvek x.y leziv XO YS G, a tedy X O Y#4,
takie XO YeG.

*) Joseph Louis Lagrange (1736—1813) — vynikajici francouzsky matematik.

**) Pro libovolnou mnoZinu X oznatujeme symbolem P(X) potenci mnoziny X, tj. systém viech
podmnozin mnoZiny X (viz kapitola I, § 4).
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Prozkoumejme nyni strukturu (G, ©). Velmi snadno zjistime — vyplyva to
témé¥ ihned z asociativnosti (G, ) — ze (G, O) je pologrupa. Dile je zfejmé, Ze
prvek {1}eG (kde 1 je jednotkovy prvek v G) je neutrdlnim prvkem v (G, 0).
Tedy plati:

Lemma 1. Struktura (G, ©) je pologrupa s neutrdlnim prvkem. Jestlize vychozi
grupa G m4 alespoii dva riizné prvky, neni (G, ©) grupou; tj. nemd vlastnost
existence inverznich prvki.

UkaZme si to na grupé z piikladu 1. Zde (G, ©) mi neutrdlni prvek {A}.
Zvolme si prvek {B, C}eG ; snadno se pomoci tabulky pfesvéd&ime, Ze pro kazdé
XeG je {B,C}O X+ {A}.

Piestoze (G, ©) neni strukturou s inverznimi prvky, ukazuje se tcelné zavést
pojem inverzniho komplexu:

Necht XeG, pak komplexem inverznim k X — oznafujeme ho X™' — ro-
zumime mnoZinu

X '={yeG; @AxeX)y=x7'},

tj. mnozinu viech prvki inverznich k jednotlivym prvkiim mnoZziny X.

Znovu upozoriiujeme, Ze inverzni komplex nehraje v G roli inverzniho prvku;
existuji Xe G tak, e X © X'+ {1}. Polozime-li v pfikladu 1 napf. X = { A, B}, je
X '={A,C}a XOX'={A, B, C}#{A}.

Ponévadz (G, ©) neni grupou, budeme se zajimat, zda neexistuje alespon jeji
podstruktura, kterd by grupou byla. Odpovéd dédva nasledujici dvaha.

Oznaéme symbolem G, mnozinu viech jednoprvkovych komplexii grupy G, tj.

Go={{x};xeG}.
Jsou-li.{x}, {y} € Go, je
{x}O{y}={x,y}

co? je rovnéz prvek z G,, takie (Go, ©) je struktura. Ponévadz operace O v Go
je ziizeni operace O v G, je (Go, ©) dokonce podstruktura struktury ( G, 0). Jde
opét ziejmé& o pologrupu s neutrilnim prvkem. Navic mi (Go, ©) vlastnost
inverznich prvki: bud {x} libovolny prvek z Go, pak pro prvek {x "} e G, plati
{x} ©{x7'}={1}. Dokazali jsme tedy:

Lemma 2. Struktura (Go, ©) je grupa.

Dokonce — jak hned ukizeme — je (Go, ©) grupou izomorfni s (G, ).
K dikazu sta&i definovat zobrazeni @ mnoziny G, na G takto:

(V{x}eGo) @({x})=x
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Ovéfeni, Ze jde opravdu o izomorfni zobrazeni, je trividlni a pfenechdme je &tenafi,

V grupé z piikladu 1 je Go={{A), {B}, {C}}, coz je ziejmé (pfi zvolené
operaci «) struktura izomorfni s G = {A, B, C}.

Protoze (G, O) a (G, ) jsou izomorfni struktury, miZeme je ztotoznit. To
znamena, Ze kazdy prvek struktury G, budeme povazovat za totozny s tim prvkem
v G, ktery je jeho obrazem pfi zobrazeni @ (napiiklad: {x} = x), a navic nebudeme
¢init rozdil mezi operacemi v obou strukturich. Po pfijeti této amluvy mtZeme
tedy fici, Ze (G, -) je podgrupa v (G, ©). Proto budeme od této chvile operaci v G
(kterd je nyni jen rozsitenim operace v G) znacit také ,,- . Diky nagim imluvim
piSeme tedy nyni i pfi praci v G misto X © Y, resp. {a} O Y, resp. {a)} O {b) jen

X.Y,1esp. a.Y, resp. a.b.

Strukturu (G, -) vyuZijeme k zavedeni pojmu rozkladu grupy podle jeji podgru-
py. Méjme dénu libovolnou grupu (G, ') a necht H je libovoln4 jeji podgrupa.
Budeme se zajimat o specidlni prvky z (G, -) — totiz o ty, které lze psét ve tvaru
x.H, kde x je libovolny prvek z G.

Nejprve ukidzeme, 7e plati:

Lemma 3. Necht (G, ) je grupa, H jeji podgrupa; pak systém
(2) S={x.H}.c
je rozklad mnoziny G (definice rozkladu mnoZiny viz kapitola II, § 2).

Diikaz. Neprazdnost mnozin x . H (pro kazdé xe G) je diky faktu H# @ (jde
0 podgrupu) zfejmd, stejné tak jako podminka x.H €G (tj. xHeG). Rovnéz
platnost inkluze |J {xH}2G je evidentni: kdyz zeG (z libovolné), Ize psat

xeG

z=z.1, atedy zez.H, odkud plyne ihned ze| {xH}.

x€G

Kone¢né necht prvky x, ye G jsou takové, 7e x . Hn y . H##. Dokéazeme, 7e pak
xH = yH ; ptesnéji fe¢eno dokdzeme pouze xH g yH ; diikaz ,,obricené* inkluze
se provadi analogicky. Necht tedy u je libovolny prvek z mnoziny xH. Potom
existuje hieH tak, 7e u = x . h,. Ponévads prinik xH a yH je neprazdny, existuje
prvek z tak, ze z e xH a soudasné z e yH, coz znameni, Ze existuji prvky h,, h;
takové, 7e z=x.h, a také 7 = y.hs. Odtud x . h,=y. hs a podle pravidel poé&itani
vV grupé x=y.hs.h;'. Tedy ize psit u=x.h=y.hs. h;'. h,. Protoje soudin
hs.h:'.heH, je uey.H, takze xHc yH.

Systém S z lemmatu 3 nazyvéme rozkladem grupy G na levé tidy podle
podgrupy H a jeho prvky, tj. mnoZiny xH, se nazyvaji levé tiidy (podle podgrupy
H).

Uvahou zcela obdobnou lze zavést rozklad grupy G na pravé tfidy podle
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podgrupy H, jimz je systém
(3) Sr:{H'x}st-

Pii konstrukci struktury (G, -) i pfi diikazech lemmat1 a 3 jsme nikde
nepouzivali existenci inverznich prvki ve vychozi struktute (G, -). Proto viechny
nae Gvahy zistanou v platnosti, i kdyz pfedpokladime, 7e struktura (G, -) je
pouze pologrupa s neutralnim prvkem. Specidlné tedy pro libovolnou podgrupu H
uvazované pologrupy G (s neutrdlnim prvkem) mizZeme zavést pojem levé (pravé)
tiidy podle H (v pologrupé G) i pojem rozkladu pologrupy G na levé (pravé) tfidy
podle podgrupy H. ‘

Dalsi uvahy budeme formulovat opét pouze pro grupy a pfenechdvdme &tenafi,
aby sdm provéfil, které z nich ziistvaji v platnosti i pro pologrupy.

Nejprve se budeme zabyvat otizkou ,,poctu* prvkii v levych, respektive pravych
rozkladovych tfiddch dané grupy podle podgrupy a souvislosti s ,,poétem* prvki
podgrupy H.

Lemma 4. Bud (G, -) grupa, H jeji podgrupa. Pak pro kazdé xe G existuje
vzdjemné jednoznacné zobrazeni ¢ mnoziny H na xH.

Diikaz. Bud x € G pevné, pak ziejmé stadi zvolit @ takto:
(Vhe H)p(h)=xh

Zobrazeni @ je zfejmé zobrazenim H na xH. Budte h,, h,eH, hi# h,; potom
xhy# xh, (v opatném piipadé diky vlastnosti kriceni v G dostaneme hi=hy),
a tedy @ je prosté zobrazeni.

Z lemmatu 4 vyplyva, Ze Ize na sebe vzdjemné jednoznaéné zobrazit i libovolné
dvé levé tfidy rozkladu (2). KdyZ napiiklad @,: Hox,H, @.: Heo xH, pak
sloZené zobrazeni @i'o ¢, zobrazi vzdjemné jednoznaéné x,H na x,H.

Formulaci a diikaz tvrzeni, které je analogické s lemmatem 4 a které vypovida
0 pravych rozkladovych tfidich grupy G podle podgrupy H, pfenechdvame
{tenafi.

Lemma S. Nechf (G, -) je grupa, H jeji podgrupa. Pak pro libovolné prvky x,
y€G plati:
xH=yH < y 'xeH < x'yeH
Hx=Hy < y.x'eH < x.y 'eH

Dikaz. Na ukizku ovéiime implikaci xH=yH >y 'xe H. Z pfedpokladu
xH = yH plyne existence hi, h,€ H takovych, ze xh, = yh,. ,,Vynasobime-li“ tuto
rovnost zleva prvkem y~' a zprava h~', dostaneme y 'x=h,. hi'e H. Dile
napfiklad ekvivalenci y™'.xe H <> x™'.y € H ovéfime takto:
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y'xeHe (y'.x)'eH< x'.yeH.
Zbyvajici ¢asti dikazu nechf si étendf provede jakoZto cvideni (viz cvieni 2).

Z lemmatu 5 plyne, Ze i pro rizné prvky x, ye G miiZe platit xH = yH ¢&
Hx = Hy. Divdme-li se na rozklady (2) a (3) jako na mnoziny, tj. povazujeme-li
viechny jejich sobé rovné ttidy za jediny jejich prvek, lze ukédzat, Ze mnoziny S a S’
maji (pfi daném G a H) tyi ,pocet prvki. Tuto skutednost precizujeme
v nésledujicim lemmatu.

Lemma 6. Necht S (resp. S’) je rozklad grupy G na levé (resp. pravé) tridy podle
jeji podgrupy H. Pak existuje vzdjemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny S na
mnoZinu S’.

Diikaz. Definujme zobrazeni ¢ mnoZiny S na mnoZinu S’ timto zplisobem:
(VxHeS) o@(xH)=HxeS'

UkdzZeme, Ze @ je prosté zobrazeni. Necht tedy xH a yH jsou libovolné prvky z S
a necht xH+# yH. Pak podie lemmatu 5 plati

@) x'y¢H.

Pfedpokladejme, Ze ¢(xH)= @(yH), tj. Hx = Hy. Pak opét podle lemmatu § je
y'xeH, a tedy také

(r'x)'=x"'yeH,
coz je ve sporu s (4). Musi tedy byt Hx# Hy, takZe ¢ je prosté zobrazeni S na S'.
Prédvé dokdzané lemma nim umoziuje zavést nasledujici pojem.

Definice. Necht (G, ) je grupa, H jeji podgrupa a S rozklad G na levé (pravé)
tfidy podle H. Je-li S konec¢nd mnoZina, nazyvd se pocet jejich prvki (tj. pocet
levych ¢i pravych tfid podle H) index podgrupy H v grupé G. Je-li S nekoneénd
mnoZina, fikdme, Ze podgrupa H ma nekone¢ny index v G.

Véta 1. (Lagrangeova) Nechf (G, -) je grupa fddu n, H jeji podgrupa fidu k a
indexu m. Pak plati:

n=k.m

Diikaz plyne ihned z pfedchozich iivah: Utvoiime rozklad S grupy G na levé (¢i
pravé) tfidy podle podgrupy H. Potom S md m prvkd (jimiz jsou po dvou
disjunktni tfidy, jejichz sjednoceni je mnoZina G), z nichz kazdy ma k prvka.

¥ vz

Ponévadz fad G je n, plati n=k.m.

Disledek. KdyzZ (G, *) je konecnd grupa a H jeji podgrupa, musi fid podgrupy
H délit fad grupy G.
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Ptiklad 2. Bud (G, -) grupa zadani nésledujici tabulkou 4 (jde o grupu

zobrazeni, kterd v roviné ,,reprodukuji* étverec, tzv. grupu zdkrytovych pohybt
étverce s operaci skladani zobrazeni).

1 21 22 I3 24 Is Ze U7

111 2o 22 23 2% 25 26
|z 22 7z 1 27 24 ITs s
22|22 1 Z1 L6 21 Z2a s
|l 1 71 22 5 % L1 s
ze| 2e z5 26 22 1 21 22 I3
Zs | 35 26 <7 24 L3 1 i1 22
261 26 27 Za Zs 22 I3 1 21
27127 28 s T L1 2 3 1
Tab. 4

»

Rad grupy G je 8.

Zvolme podgrupu H; v G takto: Hi= {1, z1, 22, 23}. Provedme rozklad G na
levé a pravé ttidy podle H,. Podgrupa H, mé fad 4, takZe podle Lagrangeovy véty
m4i v G index 2. To znamend, Ze mnozina S bude mit dva prvky.

Je s={x.H1},eo={1.Hl, z1.Hy,y ..o, Z7.H1}. Je 1H1=21H1=22H1=23H1=H1-
Hledejme tedy z..H;. Podle definice nisobeni komplexii je ze.Hi={zl, zazs,
2422, 2423} = {24, s, Ze» 27}. Diky pfedchozi dvaze jiZ neni nutné vytvéfet zs. Hi,
2. H, a z. Hy, nebot jsme jiz dvé rizné levé tfidy nalezli a vice jich nemize
existovat, tj. S={{1, z1, z2, 23}, {24 s, Z, 27}}. Rovnéz mnoZina S’ je
dvouprvkova. Ctenat se snadno pfesvéddi, Ze rozklad G na levé tfidy podle H; je
roven rozkladu na pravé tiidy, tedy S=S'.

Necht H, = {1, z.}. Snadno ovéfime, Ze H, je také podgrupa v G. Na rozdil od
H, viak S = {xH,},cc# {Hax}.ec=S'. Z Lagrangeovy véty vyplyvd, Ze index H:
v G je roven ¢&islu 4. Hledejme tedy 4 levé a 4 pravé tfidy rozkladi G podle H,.
Z tabulky plyne, Ze

S={{1, zs}, {z1, 21}, {22 26}, {23, 25} },
S’ ={{1, za}, {21, 25}, {22 26}, {23, 27} },
takze S#S'.

Na z4vér tohoto paragrafu je§té vyslovné upozornéme na to, Ze z Lagrangeovy
véty neplyne, 7e ke kazdému déliteli d fadu konecné grupy nutné existuje jeji
podgrupa fadu d (pfiklad viz cvifeni 4).

Cvideni
1. Dokaite, Ze libovolny komplex H grupy (G, -) je jeji podgrupou, pravé kdyz
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plati zaroven

a) H.H=H,
b) H'=H.

(Povsimnéte si, Ze tvrzeni plati i v pfipadé, kdyZ rovnosti v a) a b) nahradime
inkluzi c.)

2. Provedte iplny dikaz lemmatu 5.

3. Necht (G, ) je grupa z pfikladu 2. Sestrojte rozklady grupy G na levé i pravé
tfidy podle podgrup

H:={1}, H,={1, z.}, Hs={1, z,}.

4. Ukaizte, Ze v alternujici grupé A neexistuje Zddna podgrupa fadu 6.
[Pouzijte vysledki z pfikladu 2 z § 1 a vyuzZijte Cayleyho tabulky 6 pro operaci
v A, z pfikladu 2 v ndsledujicim paragrafu.]

5. Dokaizte, Ze plati nasledujici tvrzeni.
Necht (G, -) je kone¢na grupa fadu n, pak pro libovoiny prvek ae G je a" =1.
[Uzijte véty 1 na cyklickou podgrupu [a].]

§ 3. Faktorové grupy

V ptedchozim paragrafu jsme hovofili o rozkladu grupy G podle podgrupy na
levé a pravé tfidy. Kazdy takovy rozklad je vlastné systémem podmnozin grupy G,
a tedy ¢asti mnoziny G (kde G = P(G)— {#}, viz § 2). Nyni se budeme zabyvat
otazkou, zda je moZné — eventudlné za jakych podminek — aby rozklad grupy G
podle nékteré jeji podgrupy byl nejen podmnozinou G, ale dokonce — pii vhodné
zvolené operaci na prvcich rozkladu — i podstrukturou struktury (G, -), kterd je,
jak jiz vime, pologrupou s neutrdlnim prvkem.

Méjme tedy grupu (G, -) a néjakou jeji podgrupu H. UvaZujme rozklad G
podle H napfiklad na levé tfidy, tj. systém

= {X.H}xeo.

Aby (S, +) byla podstrukturou (G, -), musi byt S€ G, co? je evidentni, a déle.

operaci » je tfeba definovat tak, aby byla ziZenim operace ,,-* na mnoZzinu S.
Ziejmé pfichazi v dvahu pouze operace ndsobeni komplexd, takze déile misto *
budeme uzivat oznaceni ,,- . Je nutné ovéfit, zda jde skuteéné o operaci v S, tj. zda
pro libovolné dvé ttidy xH, yHe S je jejich ,,soucin‘“ opét prvkem S. Zapsino
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formuli to znamena

1) (Vx,yeG)xH.yHeS
neboli
2) (Vx, yeG) (3zeG) xH.yH = zH.

Na naésledujicim ptikladé si ukdZeme, Ze tato podminka neni vzdy splnéna.

Ptiklad 1. Vezméme symetrickou grupu S; (viz kapitola II, § 4, piiklad 4). Jeji
prvky jsme oznacili

-

1
1
1 123 B
C=(1 ) d"(szl)’ “"(213)'

Operaci ,,0*, tj. skldddni permutaci, miZeme popsat tabulkou 5.

o i a b ¢ d e
i i a b ¢ d e
ala b i e ¢ d
bl b i a d e ¢
clc d e i a b
dld e ¢ b i a
ele ¢ d a b i
Tab. 5

Zvolime podgrupu H = {i, e}, kterd je fddu 2, a tedy podie Lagrangeovy véty
ma4 index 3. To znamen4, Ze systém S obsahuje tfi (ruzné) levé tfidy:

S = {H, H1, Hz},
kde
H,={a,d}=aH=dH,
H,={b,c}=bH=cH
a samozfejmé _
H={i,e}=iH=eH.
Vynasobime-li nyni napf.
iH.eH=H.H=H=iH,
dostaneme stejné, jako kdyZ utvofime ,,soucin‘

aH.eH=H1.H={a,d}-{i, e}={a,d}=dH,
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jako vysledek prvek z S. Naproti tomu napfiklad eH.aH=H.H, = {a, d, c,
b}¢S. Kdyz si ¢tendf vyzkousi viech 9 , souéinii*, zjisti, Ze pfevaznd vétsina z nich
nejsou levé tidy rozkladu S; podle H. Pro zvolenou podgrupu H tedy podminka
(1) neplati. .

Zyolme si jinou, ,,vhodnéjsi* podgrupu Ss, naptiklad H = {i, a, b}, pak S=
={H, H,}, kde

H=iH=qH=bH,
El = {C9 d’ C} =Cﬁ1 =dﬁ1 =eﬁ,.

Lehce ovéfime, ze nyni je ,,souéin® libovolnych dvou levych tfid z S opét levou
ttidou v §S.

Z uvedeného pfikladu je vidét, ze je asi zapotiebi omezit se — poZadujeme-li
platnost (1) — jenom na jisté podgrupy dané grupy. Budeme-li napftiklad
ptedpokladat, ze pro podgrupu H plati

(Vye G) Hy = yH,

jinak feceno, pozadujeme-li, aby rozklady na levé a pravé tiidy se sobé rovnaly,
bude podminka (1), a tudiz i (2) jisté spInéna. Stai totiz v (2) polozit z =x .y, jak
vyplyva z nasledujicich vztahi:

(xH).(yH)=x.(Hy).H=x.(yH).H=xy.(H.H)=xy.H

Definice. Bud (G, -) grupa. Rekneme, ze podgrupa N grupy G je normalni
podgrupa v G, pravé kdyz

3) (VgeG)g.N=N.g.

Z této definice je ihned vidét, ze kazda podgrupa Abelovy grupy je normalni
podgrupou. Avsak i kazdd nekomutativni grupa G mé vzdy normalni podgrupy,
jimiz jsou jednotkova podgrupa {1} (kde 1 je neutrlni prvek uvazované grupy G)
a grupa G sama. V prvnim ptipadé se sklddd piisluiny rozklad na levé a pravé tiidy
vesmés z jednoprvkovych podmnozin mnoziny G (a tedy jsou si oba rozklady
rovny). Ve druhém pfipadé rozklad G podle G obsahuje jediny prvek, jimz je
mnozina G. Existuji (nekomutativni) grupy, které nemaji jiné normalni podgrupy
nez zminéné dvé ,,samoziejmé*, {1} a G.

Pojem normélni podgrupy si jesté procvi¢ime v ndsledujicich pfikladech.

Pfiklad 2. Vezmeme grupu viech sudych permutaci étyfprvkové mnoziny {1, 2,

3, 4}. Je to (viz § 1) tzv. alternujici grupa A.. Jeji prvky (je jich 12) ozna¢ime
takto:
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1234 1234 _(1234)
E:<1234)’ A‘(4321>' B={y143)
1234 _1234) a2:<1234)
C‘<3412)’ “‘(1423’ 1342)

1234 N 1234 (1234
b= , b~=( ) c= :

(4 21 3) 3241 2431
, /1234 d_1234> d2=(1234>
C‘<4132)’ _(3124’ 2314

Operaci v A, lze popsat tabulkou 6.

E A B C a a> b b* ¢ * d d
E{E A B C a a* b b> ¢ ¢* d d°
A|lA E C B b* ¢ d a a d* b ¢?
B|B C E A ¢ d ¢ d> b a a* b?
C|C B A E d b a* ¢* d b* ¢ a
ala ¢ d b* & E A d B b C ¢
a*la> b ¢ d E a ¢ C d A b* B
bi{b a*>d ¢ C d° b E a B ¢* A
2| b?> d* ¢* a ¢ A E b C d B a°
¢cle d a* b A b* d* B ¢ E a C
¢2|lc? a b* d>d B C a* E ¢ A b
did ¢ b a* B ¢* a A b* C d* E
dld* b* a ¢ b C B ¢ A da* E d

Tab. 6

Grupa A. md — jak si ¢tendf snadno ovéfi — pravé tyto cyklické podgrupy:
[E]={E}, [A] ={A, E}, [B]={B, E}, [C]={C, E}’
[a)={a, a*, E}, [b]={b, b* E}, [c]={c, ¢*, E},
[d]=1{d, d* E}

a ddle — mimo A. — jedinou podgrupu, jez neni cyklickd, a to
[A, B]=[A, C]=|B,C]={A, B, C, E}.

Normalni podgrupy v A, jsou ziejmé [E] a A, sama. VySetfime, které z ostatnich
podgrup jsou v As; normalni.
"Zaéneme podgrupou [A]. Protoze levd a prava tiida

a[A]={c? a}, [Ala={b? a)}
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rozkladl podle [A] jsou rizné mnoziny, které maji neprazdny priinik, nemiize se

rozklad na levé tridy podle [A] rovnat rozkladu na tfidy pravé, takze [A] neni

normalni podgrupa v A,.
Obdobné ukdzeme, ze Zdadn4 z dalsich cyklickych podgrup neni normalniv A, :
a[B]={d? a}#[Bla={c? a)
a[Cl={b*, a} #[Cla={d* a}

Alal={b* ¢, A} #[alA={c% b, u)
c[b}={d* B, ¢} #[blc={a, C, ¢}
alc]={B, b, a} #[cla={A, d, a}
ald}={C, c,a}#[d]la={B, b, a)
AvSak podgrupa [A, B] je normalni v A,, nebot pro jeji rozklady na levé a pravé

tridy plati:
C[A,B]={A,B,C,E}=][A, B]C
alA, B]={c’ d° b* a}=[A, Bla
b[A, B]={a? d,c, b} =[A, Blb

V zavéru piikladu si je$té v§imnéme této skutecnosti obecnéjsiho dosahu:
podgrupa [A] neni, jak jsme ukdzali, normélni podgrupou v A, je viak normalni
podgrupou — jak Ize snadno nahlédnout — v grupé [A, B]. Tedy taz podgrupa
mize byt normdlni podgrupou v jedné grupé a nebyt normalni podgrupou v grupé
druhé. Proto, kdyz hovofime o normélni podgrupé, musime vzdy (pokud to
nevyplyvé ze souvislosti) uvést, ve které grupé je zkoumand podgrupa normalni.

Ovéfovéni, zda néjaka podgrupa je v dané grupé normalni, pfimo pomoci
podminky (3) je ¢asto pomérné obtizné. Uvedeme proto v daliim textu nékolik
podminek s (3) ekvivalentnich, které jsou pro ovéfovani normalnosti podgrup
zpravidla pohodinéjsi.

Poznamenejme je§té, 7e definice normélni podgrupy nepozaduje, aby pro
kazdé geG a pro kazdé neN platilo g.n=n.g, coz ziejmé obecné ani ne-
plati — staci vzit napiiklad za G grupu S; (viz ptiklad 1) a N=H = {q, b, i}. Pak
c.a=d#e=a.c apfesto N je normélni podgrupa. Definice pouze fikd, 7e mno-
Zina vSech prvki tvaru g.n,, kde g€ G, neN, je rovna mnoziné viech prvki

tvaru n;. g, kde n; je jisty prvek z N. Pfesna formulace této podminky je uve-
dena v nasledujicim lemmatu.

Lemma 1. Podgrupa N grupy G je normaini podgrupou v G, prave kdy? plati
4) (VgeG) (Ynoe N) (3ni, n2e N) (gno=nig A nog = gns).
Diikaz lemmatu je snadny a pfenechdvame ho do cviceni.

Jinou, ekvivalentni formulaci podminky (3) dava
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Lemma 2. Podgrupa N je normdlni podgrupou v G, prdvé kdyZ plati

(5) (VgeG)g.N.g '&N
neboli
5 (Vge G) (VneN)g.n.g 'eN.

Dikaz (pro formuli (5)). Bud nejprve N normalm podgrupa v G, ge G
axeg.N.g ' Pakexistuje neNtak,zex=g.n.g" !. Diky normalité N lze psit
(viz lemma 1) g.n=n,.g pro jisté nie N. Tedy

x=g.n.g '=nm.(¢g.g")=meN

a podminka (5) je ovéfena.

Necht naopak (5) plati. Dokdzeme, Ze pro libovolné ge G je gN & Ny (obracena
inkluze se ovéfi analogicky). Bud tedy g € G, x € gN; potom ex1sttlfe neN ta,]f
Je x=g.n. ,,Vynasobenim* prvkem g~' zprava dostévém.e X. gv1 =g.n.g .
Podle (5) existuje nie N tak, ze g.n.g '=mn, a proto i x.g~ =n, odkud

x.g '.g=ni.g, takie x =ni.g, coz je prvek z Ng.

Pojem normalni podgrupy v grupé (G, ) byl definovan tak, zZe rozklad G (na
levé ¢ pravé tiidy) podle libovolné jeji normalni podgrupy tvofi vzhledem
k operaci nésobeni komplexii podstrukturu pologrupy (G -). Nisledujici véta
ukazuje, Ze tato podstruktura je dokonce podgrupou v (G, ).

Véta 1. Necht N je normélni podgrupou grupy (G, -) a S rozklad G podle N na
levé tridy. Pak struktura (S, -) je grupou.

Diikaz. Bud (G, -) grupa, N jeji normalni podgrupa. Vytvoime rozklad
S= {XN};EG

a zkoumejme vlastnosti struktury (S, -).

Ponévadz (S, -) je podstruktura pologrupy (G, ), plyne asociativnost struktury
S ihned z téZe vlastnosti struktury G.

Bud dile e neutralni prvek v G. Pak zfejmé eN = N. Snadno ovétime, ze N
je neutralni prvek v (S, -): Necht xN je libovolny prvek v S. Potom

(xN).N=(xN) (eN) = xeNN = xeN = xN
a také
N(xN)=(eN) (xN)=e(Nx)N = exNN = xN.

Je-li xN libovolny prvek z S, je x 'N rovnéz prvkem S a plati
(xN) (x'N)=x(Nx ")N=xx"'NN=eN=N
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N<

a rovn
(x7'N) (xN)=x"'(Nx)N=x"'xNN=¢eN=N.

Tedy (S, -) je také struktura-s inverznimi prvky, a tim je véta 1 dokazana.
Pripomefime, Ze normélni podgrupa N v grupé G byla definovéna tak, ze pro

kazdé xe G plati xN = Nx. Proto véta 1 ziistane v platnosti, kdyZ misto rozkladu na
levé ttidy uvazujeme rozklad na pravé tiidy grupy G podle N.

Definice. Necht (G, -) je grupa, N normalni podgrupa v G. Pak grupa (S, )
resp. (S', ) se nazyvd faktorovd grupa grupy G podle normalni podgrupy N
a znaci se G/N, presnéji (G/N, -).

Piiklad 3. Uvazujme symetrickou grupu S; (viz pfiklad 1, tabulka 5) a necht
N={i,a,b}. Vime jiz, z¢ N je normilni podgrupa v S;. Lze tedy vytvofit
faktorovou grupu S;/N. Je Si/N={N, H}, kde H={c, d, e}. Tato grupa ma iad
2 a ji pfislusnd Cayleyho tabulka mé zfejmé tento tvar:

N H
N|N H
H|H N

Poznamenejme jeSté, Ze lze vytvofit Si/S; a Ss/{i} (ponévadz S; a {i} jsou
normalni podgrupy v S;). Snadno nahlédneme, ze S:/S;={S;}, takie jde
0 jednoprvkovou grupu. Faktorova grupa Ss/{i} ma za prvky viechny jednoprvko-
vé podmnoziny mnoziny S; a je tedy izomorfni s S;.

Piiklad 4. Vezméme grupu A, z piikladu 2 a jeji podgrupu H=[A, B]={A,
B, C, E}, o niz jsme dokdzali, Zze je normaélni (v A.). Ttidy rozkladu oznaéme

H=C.H=C.[A,B]={A,B,C,E},
Hi=a.H=a.|A, B]=/{a, b* c*, d*},
H,=b.H=b.[A, B]={d* b, c, d).

Uzitim tabulky 6 snadno ukdzeme, Ze operace ,,-*‘ ve faktorové grupé A.,/H ma
tuto tabulku:

H H, H,
H|H H H,
H |\ H H, H
H.{ H, H H,

Piiklad 5. Uvazujme grupu (Z, +) viech celych &isel s operaci s¢itani. Bud
N={x=4k; keZ}; je ihned vidét, ze (N, +) je podgrupou v (Z, +). Vytvoime
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rozklad Z podle N: tj. napt. {x + N}..z — uzili jsme zde sugestivné;si aditivni
zdpis x + N namisto xN. Dostaneme

{X+N}x52=<N) Hl, Hz’ H3}’

kde Hi={x=4k+1; keZ}, H,={x=4k+2; keZ} a Hy={x=4k +3; kelZ}.
Ponévadz (Z, +) je Abelova grupa, je N normdlni podgrupou, a tedy
({x + N}.cz, +) je faktorovéd grupa Z/N.

V zavéru tohoto paragrafu si ukdzeme je$té jiny zplsob zavedeni faktorové
struktury. P¥i definici faktorové grupy G/N jsme vychdzeli z rozkladu grupy G
podle normélni podgrupy N. Mdme-li v§ak danu néjakou grupu (G, -), mize byt
rozklad mnoziny G zadén také jako rozklad podle jisté ekvivalence R definované
v G. Tento rozklad (viz kapitola II, § 2) se nazyva rozklad indukovany ekvivalenci
R a znadi se G/R. Pfipomenme, ze tfidy tohoto rozkladu jsou podmnoziny O Rx
mnoziny G definované takto: ’

(Vxe G)ORx={yeG; yRx}

Je tedy
G/R ={0Rx}:cq.

Ptejme se nyni — obdobné jako pfi vytvafeni rozkladu G podle podgrupy
— jaké podminky musi splfiovat relace R, aby operace ndsobeni komplexi byla
operaci v mnoziné G/R, tj. aby platilo

(6) (Vx,yeG)(Aze G)ORx .ORy=0Rz.

To znamend, Ze (pfi danych x, y € G) pro kazdé x, e O Rx a kazdé y,e CJRy md
byt x;y, e DRz pro jisté z € G; zapsano formuli:

6) (Vx,ye G) (3ze G) (Vxi, yi€ G) (x1Rx A y1Ry) > xiy1Rz.

Lze snadno nahiédnout, Ze uvedenym podminkdm (6) a (6') vyhovuje kazda
relace R v G, ktera je ekvivalenci a kterd mé vlastnost

(7 (Vx1, x2, y1, y2€ G) (x1Rx2 A y1Ry2) > xiy1Rx2y5.

Pro libovolné prvky x, y € G pak mizZeme polozit z = xy (anebo vzit za z soucin
libovolného prvku x; € O Rx s libovolnym prvkem y, € O Ry). Tato ivaha nas vede
k nésledujici definici.

Definice. Nechf (G, -) je grupa, R relace v mnoziné G. Pak R se nazyvid
kongruence v grupé (G, -), pravé kdyz R je ekvivalence a plati pro ni (7).

Vybereme-li si tedy na G takovou relaci, kterd je kongruenci, je (S, -)=
=(G/R, -) podstruktura (G, -) a pro libovolné CJRx, ORyeG/R je

(8) ORx.ORy=0Rxy.
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Véta 2. Necht (G, ) je grupa, R relace kongruence na G. Pak struktura
(G/R, -) je také grupou.

Diikaz. Asociativnost (G/R, -) vyplyva z téze vlastnosti na struktufe (G, ),
nebot (G/R, -) je jeji podstrukturou. Bud e neutrédlni prvek v G. Pak tfida OJ Re je
neutrdlnim prvkem v G/R: je-li O Rx libovolny prvek z G/R, je podle (8)

ORx.0ORe=0Rxe=0Rx,
ORe.ORx=0Rex=0Rx.

Necht ddle O Rxe G/R pro libovolné xe G, pak prvek DRx '€ G/R je k nému
inverzni:

ORx.ORx'=0Rx.x '=0Re
a obdobné plati

DRx'.ORx=0Rx'.x=0Re.
Tedy (G/R, -) je grupa.

Definice. Grupu (G/R, -) z pfedchozi véty nazyvame faktorovou grupou grupy
G podle kongruence R.

Ptiklad 6. Vezméme aditivni grupu celych Cisel (Z, +) a definujme v ni relaci
R timto zpilisobem:

(Vx,yeZ)xRy < (3keZ)x =y +4k

Ovéfime, Ze relace R je kongruence v grupé (Z, + ). Reflexivnost i symetri¢nost
relace R je zfejma. Zvolme libovolna cela &isla x, y, z takovd, Ze xRy a yRz; pak
existuji ¢isla k, m e Z tak, ze

x=y+dkay=z+4m.
Potom v§ak
x=z+4m+4k=z+4(m+k),

takze xRz, coz dokazuje, ze R je tranzitivni, a tedy ekvivalence v Z.
Zbyva tedy ovéfrit vlastnost (7). Zvolme proto libovolné xi, x», y1, y2 € Z a necht

x1Rx2 A y1RYy:,
neboli necht existuji k, m € Z tak, Ze

xn=x2+dk Ay =y, +4m.
Potom

xiy1=(x2+4k) (y2+4m) = xay: + 4(mx, + ky, + 4km),

takze skutecné x;y:Rx:y,.
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Rozklad Z/R ziejmé obsahuje tyto tfidy:

ORO={.., —4,0,4, 812,..}=0
OR1={.., -3,1,5 9,13, ..}=1
OR2={..., -2,2,6,10,14, ..} =2
OR3={.., —1,3,7,11,15, ..} =3

Tedy faktorovd grupa Z/R je fadu 4. Snadno pfepocteme, Ze jeji operace je
popsdna touto tabulkou:

+10 1 2 3
olo 1 2 3
i1 2 3 0
212 3 0 1
313 0 1 2

Ctenaf si jisté povsiml, Ze grupu (Z/R, +) bychom mohli téZ ziskat jako
faktorovou grupu grupy (Z, +) podle podgrupy N generované Cislem 4 (viz
piiklad 5). Tato skute¢nost neni ndhodna. Dokazeme, Ze u grup dojdeme k témuz
vysledku, at uvazujeme faktorové grupy podle néjaké normdlni podgrupy, ¢i podle
vhodné kongruence.

Véta 3. Necht (G, -) je grupa, R kongruence na G. Potom existuje normalni
podgrupa N v G tak, ze (G/R, -)=(G/N, -).

Diikaz. Necht jsou splnény pfedpoklady véty. Definujeme
9) N={aeG; aRe},

kde e je neutralni prvek v G. Ztejmé N+ @ (nebot ee N)a Nc G. Budte a, beN;
pak je aRe a ziroveni bRe. Diky podmince kongruence (7) je téZ abRe, a tedy
abe N. Necht aeN, tj. aRe. Relace R je reflexivni, takze je a 'Ra”". Podle (7)
dostdvdme

(aRena'Ra™') > eRa™"

a vzhledem k symetri¢nosti relace R téz vztah a"'Re, coz znamena, Ze a '€ N.

Tedy (N, ) je podgrupou v G. Lehce ovétime, Ze N je normélni podgrupa: bud
ge G, x e N libovolné; ukdzeme, Ze plati g.x.g '€ N. Je xRe, nebot x €N,
a ponévad? gRg (R je reflexivni), dostavame podle (7) gxRg. Dale plati (diky (7))

(9xRg A g 'Rg™") > gxg~'Re,
odkud ihned plyne (viz definice N) hledany vztah g .x. g 'eN.
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Zbyva ovéfit rovnost G/R = G/N. Nejprve dokazeme inkluzi G/R < G/N.
Necht tedy A je libovolny prvek z rozkladu G/R = {0 Rx}..c; pak existuje x,e G
tak, Ze A =0 Rx,. Mdme dokazat, 7e

AeG/N={gN},ec,

tj. Ze existuje g1€G, pro néz A = g;N. Polozme g, = x,. Pak pro libovolny prvek
te A plati tRx; neboli tRg, a protoze gi'Rgi' (nebot R je reflexivni), dostivame
podle (7) gi'tRe. Tedy podle definice mnoziny N je gi'te N, takze te g;N. Je
tudiz A < g:N. Jestlize naopak u je libovolny prvek z g:N, je gi'u e N, neboli
gi'uRe. Protoze R je kongruence, plati také uRg,, coZ znamena

uellRg;=0ORx,=A.

Tedy dohromady A = g,N, takze A€ G/N a inkluze G/R < G/N je dokazana.
Diikaz obracené inkluze G/N < G/R je obdobny a pienechivime jej Ctenafi.

Vétad. Necht (G, ) je grupa, N normdlni podgrupa v G. Pak existuje
kongruence R v G takova, ze (G/R, -)=(G/N, -).

Diukaz. Necht jsou splnény pfedpoklady tvrzeni. Budeme definovat relaci R na
G takto:

(10) (Va,beG)aRb < a.b'eN

Relace R je reflexivni, nebot pro kazdé aeG je a.a '=eeN. Budte a, be G
takové, Ze aRb, tj. a.b~'eN. PonévadZ N je grupa, plati (a.b™')"'=b.a 'eN,
a tedy bRa. Jestlize a, b, ¢ jsou takové prvky z G, 7ze aRb a zaroven bRc,
dostdvame (podle (10)) ab™'e N a soucasné bc'eN. Tedy a.b™'.b.c'=
=ac™'e N, a proto aRc. Tim jsme dokazali, 7e R je ekvivalence.

Jesté ovéfime podminku (7): Necht ai, az, bs, b, jsou takové prvky z G, e plati
(aiRaz A biRb,), tj. (a1az € N A bib3' € N). Chceme dokazat, 7e a,byRasb, neboli
(a1b1) . (a2b2)"'eN, coz znamend (a;b1) (b:'az')eN. Upravme si tento posledni
vyraz na tvar a\(bib;')a;". Protoze bib;'€N, prvek a;'e G a N je normalni
podgrupa, existuje (viz lemma 1, § 3) prvek n,e N tak, ze (b1b3)a;'=a;'n;.
Potom lze psat ai(b,.b5')a;' =a:.a5". ni, coi je ziejmé prvek z N.

K dokonceni diikazu véty jesté zbyva ovéfit rovnost rozkladi grupy G podle
kongruence a normalni podgrupy. Opét se omezime na diikaz jedné z inkluzi,
tentokrat (na rozdil od dikazu pfedchozi véty) na inkluzi G/N< G/R.

Necht tedy A je libovolny prvek, pro néjz plati B

AeG/N={gN},cq,
pak existuje g, € G tak, Zze A =g,;N. Mame ukazat, e

AeG/R={0Rx}.cc
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neboli, ze existuje x,€ G, pro néz A = Rx,. Polozime x:=g: a ukdZzeme, Ze
A =¢:N=0Rg,. Necht t€ g,N, pak gi'te N, takze g1 'tRe a tedy tRg,. To viak
znamena

teORg,=0Rx,,

aproto je A = ¢;:NS DO Rx,. Je-li ue ORx,, je také xi'uRe neboli xi'ue N. Potom
viak uex N=¢g, N= A, takie ORx; S A, coz spolu s dokdzanym jiz vztahem
A <Ry, divi A=0Rx;. Tedy Ae G/R a G/NZ G/R je dokazano. Protoze
obracena inkluze se ovéfi analogicky, mizeme tim vétu 4 povazovat za dokazanou.

Z definice kongruence je ziejmé, Ze k jejimu vysloveni nepotfebujeme zadné
vlastnosti typické pro grupy. Mizeme tedy kongruenci R definovat (stejnym
zplsobem) na libovolné struktute (G, ) s jednou bindrni operaci.

Podminka (7) zfejmé i v tomto obecnéjSim pfipadé dava moznost definovat
operaci na rozkladu G/R a tedy zavést pojem faktorové struktury (G/R, x).

Pokud ovéem (G, %) neni grupa, nemusi platit tvrzeni obdobné vété 3. Podstata
dikazu této véty totiz spociva v tom, Ze mezi tfidami rozkladu G/R muzZeme nalézt
jednu ,,vyznamnou* tfidu, kterd je (normdlni) podgrupou; je ji ta tfida, kterd
obsahuje neutrdlni prvek grupy G. V obecném pfipadé, napfiklad kdyz struktura
(G, ) nema vlastnost neutrdlniho prvku, jsou vSechny prvky rozkladu G podle
kongruence ,,rovnocenné‘’, zddny z nich neni ,,vyznamny‘, a proto nelze nalézt
vhodnou podstrukturu, kterd by hrala roli normalni podgrupy.

Z tohoto hlediska kongruence poskytuji obecnéjsi pfistup k zavedeni pojmu
faktorové struktury.

Cviceni

1. Ukazte, ze kazda podgrupa H, jejiz index v grupé G je 2, je normalni podgrupa
v G.
[Uvédomte si, 7e jedna z tiid rozkladu G/H je H.]

2. Ukaite, ze v grupé zakrytovych pohybt pravidelného osmisténu (Zs, -) (viz § 1,
piiklad 8, z néhoz pfejimdme znaceni) plati
a) podgrupy {E}, {A% B’ C° E}, Az a Zg jsou normalni podgrupy v Zs;
b) podgrupa {AB?, AC?, A? E} neni normélni v Z,, ale je normalni
podgrupou v podgrupé As. [Vyuzijte téz cviceni 1.]
¢) Sestrojte rozklady grupy Zs na levé a pravé tiidy podle podgrupy Bs.

3. Provedte podrobné diukaz lemmatu 1.

4. Ukaite, ze pro libovolnou grupu G a libovolnou jeji normalni podgrupu N
plati:
fad (G/N)=1dd G: fdd N
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5. Najdéte né€kolik kongruenci na grupé (Z, +) a popiste pfisluiné faktorové
grupy.
6. Dokazte tvrzeni: Ekvivalence R na grupé (G, -) je kongruenci na G, pravé
kdyz plati
(Va, b, ce G)aRb > (acRbc A caRceb).

§ 4. Homomorfni zobrazeni grup

S pojmem homomorfniho a izomorfniho zobrazeni grup i jinych algebraickych
a v kapitole IV, § 3. Zde si proto pouze pfipomeneme jeho definici, pficemz pro
zjednoduseni formulaci budeme pro viechny uvazované struktury uzivat multipli-
kativni z4pis.

Definice. Necht (G, -) a (G, -) jsou libovolné algebraické struktury (s jednou
bindrni operaci). Rekneme, 7¢ (G, -) je homomorfnim obrazem struktury (G, ),
pravé kdyz existuje zobrazeni ¢ mnoziny G na mnozinu G’, které spliiuje tzv.
podminku homomorfismu

(1 (Vx, yeG)o(x.y) = p(x). p(y).

Zobrazeni @ nazyvime homomorfni zobrazeni (krdtce homomorfismus) struktury

(G, ) na strukturu (G', ).
Je-li @ navic prosté zobrazeni mnoziny G na mnozinu G’, mluvime o izomorfnim
zobrazeni (izomorfismu) struktury (G, -) na strukturu (G’, -).

Budeme se nejprve zajimat o to, které vlastnosti struktur se homomorfismem
»pienaseji“. Pfesnéji formulovano to znamend: je-li struktura (G’, -) homomor-
nim obrazem struktury (G, -) s néjakou vlastnosti, kdy lze ukizat, Ze tutéz
vlastnost ma i struktura (G, ).

Z véty 2' z kapitoly II, § 4 vyplyv4, ze na homomorfni obraz se pfenasi vlastnost
existence neutrdlniho prvku (v G' je jim obraz neutrdlniho prvku struktury G)
i existence inverznich prvkd. UkaZeme, Ze lze pienést té7 asociativnost a dalsi
vlastnosti struktur.

Lemma 1. Je-li (G', -) homomorfni obraz struktury (G, ) a je-li (G, -)
asociativni, je rovnéz struktura (G', -) asociativni.

Diikaz. Ptislusny homomorfismus G na G’ oznaéme ¢ a zvolme libovolné tii
prvky x', y’, z’€ G'. Protoze @ je zobrazeni G na G, existuji prvky x, y, ze G tak,
Ze plati

p(x)=x's (y)=y', e(z)=z".
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Uzitim vlastnosti homomorfismu a asociativnosti struktury G snadno ukaZeme, Ze

lati
’ x'(y'z)=(x) (e(»)(2)) = e(x)@(yz) = @(x(y2)) =
= @((xy)z) = e(xy)o(2) = (e(x)p(y)@(z) = (x"y")z".

Odtud jiz plyne asociativnost struktury (G', -).

Je vidét, ze zplisobem zcela obdobnym dikazu lemmatu 1 lze pro (G, -) ovéfit
kazdou vlastnost struktury (G, -), kterou lze popsat jako rovnost mezi termy 7(x;,
ooy Xa)y 0(x1, ..., x,) struktury (G, -). Tuto skutec¢nost zapiSeme ve formé lemmatu.

Lemma 2. Necht struktura (G', -) je homomorfni obraz struktury (G, -) a
necht (G, +) md vlastnost, kterou Ize popsat formuli

2) (Vxi, x2, .., X €G)T(x1, .y Xa) = 0(X1, ..., Xa),
kde T a o jsou termy struktury (G, -). Pak (G’, ) md touZ vlastnost.
Z dosud uvedenych vlastnosti homomorfismu ihned vyplyva tato véta:

Véta 1. Necht (G, *) je grupa a struktura (G', -) jeji homomorfni obraz; pak
(G', *) je rovnéz grupa. Je-1i (G, -) Abelova grupa, je Abelovou grupoui (G', -).

V dal§i ¢asti tohoto paragrafu budeme vySetfovat souvislost mezi homomorfnimi

zobrazenimi grup a faktorovymi grupami.

Véta 2. Bud (G, -) grupa, N normélni podgrupa v G. Pak faktorova grupa G/N
je homomorfnim obrazem grupy G.

Dikaz. Necht jsou splnény pfedpoklady véty. Vytvoime faktorovou grupu G/N
a definujme zobrazeni ¢ grupy G na G/N takto:

(VxeG)p(x)=xN.

Zobrazeni ¢ je ziejmé zobrazenim G na G/N. Rovnéz ovéfeni podminky (1) je
snadné: budte x, ye G, pak

@(xy)=xyN = xyNN = xNyN = ¢(x)o(y),
takie @ je homomorfni zobrazeni G na G/N.

Zdtiraznéme, 7e véta 2 nam umoziuje sestrojit fadu riznych konkrétnich
homomorfnich zobrazeni. Ctenaf mtize k tomu t&elu vyuzit piiklady z paragrafu 3.

Vime jiz, 7e kdyz grupa (G’, -) je homomorfnim obrazem grupy (G, -), zobrazi
ptislusny homomorfismus @ neutrélni prvek 1 grupy G na neutralni prvek 1’ grupy
G'. Ponévadz homomorfismus neni obecné prosté zobrazeni, miZze v G existovat
vice prvki, které @ zobrazi na 1’. MnozZina vSech takovych prvki hraje pfi studiu
homomorfnich zobrazeni diileZitou roli, 2 proto pro ni zavedeme zvl4stni nazev.
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Definice. Necht ¢ je homomorfni zobrazeni grupy (G, -) na grupu (G', -), jejiz
neutrdini prvek oznac¢ime 1'. Jadrem homomorfismu ¢ — oznaéime ho J,
— rozumime mnoZinu vSech téch prvki z G, které se v zobrazeni ¢ zobrazi na
prvek 1, tj.

Jo={xeG; p(x)=1"}.

Piiklad 1. Necht G je libovolna grupa a ¢ homomorfni zobrazeni grupy G na
jejt faktorovou grupu G/N (viz véta 2). Pak jadro homomorfismu ¢ je totozné
s normélni podgrupou N: neutralnim prvkem v (G/N, -) je tiida N a pro libovolny
prvek x € G je ziejmé @(x)=xN rovno N, pravé kdyZ x e N.

Vysledek obsazeny v tomto pfikladé neni nihodny, jak ukazuje nésledujici
tvrzeni.

Lemma 3. Necht ¢ je homomorfni zobrazeni grupy (G, -) na grupu (G', -). Pak
jaddro homomorfismu ¢ je normaini podgrupa v G.

Diikaz. Necht je dan libovolny homomorfismus ¢ grupy G (s neutralnim
prvkem 1) na grupu G’ (jejiz neutrdlni prvek oznaéime 1').

Nejprve -— podle véty 2 z § 1 této kapitoly — ukdZzeme, 7¢ mnozina J, je
podgrupou v G. Ziejmé J, # @, nebot 1€ J, (¢(1)=1'). Dale pro libovolné prvky
x, yel, plati:

p(x)=1"r@(y)=1

a tedy, vyuzijeme-li vlastnosti homomorfismu g,

ey =)oy N =0x)|eM]'=1".(1)"=1,

takze xy e J,.
Skute¢nost, Ze jde o normdlni podgrupu, ovéfime uzitim podminky (5')
z paragrafu 2, kterd méa v nasem pfipadé tvar

(VxelJ,) (VyeG)yxy 'el,.
Zvolme libovolné y e G, x € J,, takie @(x)=1'". Potom

e(yxy ) =e(e®ely N =e().1".[e()] =1,
a proto yxy~'eJ,. Tim je lemma 3 ovéfeno.

Ptiklad 2. Oznaéme (W), +) aditivni grupu aritmetického vektorového pro-
storu (R®, +,R) nad télesem realnych &isel (viz kapitola III, § 1) a obdobné
ozna¢me (W,, +) aditivni grupu vektorového prostoru (R, +, R). Ukdzeme, 7e
zobrazeni @ definované pfedpisem

(Vx1, X2, X3, X4, Xs € R)p((x1, x2, x3, Xa, xs5)) = (x1, X2, X3)
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je homomorfni zobrazeni grupy W, na grupu W, a vySetiime, co je jadrem tohoto
homomorfismu. Pro libovolné vektory

X =(x1, X2, X3, Xa, X5), ¥ = (y1, y2, y3, ya, ys)e W,

zfejmé plati
P(X+y)=@((x1+y1, X2+ y2, X3+ Y3, Xa+ ya, X5+ y5)) =
= (XI +y1, X, + Y2, X3 + y;) =(X1, X2, XJ)+ ()71, ¥y, y:;) =
=e(x)+ @(y),

takZe @ je homomorfni zobrazeni, nebot @ je evidentné zobrazeni mnoziny W, na
mnozinu W,.

Neutrélni prvky v grupdch (Wi, +) a (W,, +) jsou ptislusné nulové vektory;
oznaéme je

0.=(0,0,0,0,0), 0.=(0,0,0).

Jadrem J, homomorfismu ¢ je pak mnozina vSech vektorti z W, tvaru (0, 0, 0,
Xs, Xs), kde x., xs€R, nebot ziejmé pro libovolny vektor x = (xy, x2, X3, X4, xs)€ W,
je

xel, © p(x)=0,< x;=x,=x;=0.

Mnozina J, je vektorovy podprostor prostoru (R°, +, R), a tedy i podgrupa v grupé
(Wi, +). Protoze W, je komutativni grupa, je J, (v souladu s lemmatem 3)
normdlni podgrupa ve W,.

Méme-li homomorfni zobrazeni @ grupy (G, -) na grupu (G', -), které je
izomorfismem, je ziejmé J, jednoprvkova mnozina (J, = {1}, kde 1 je neutralni
prvek grupy G). Toto tvrzeni vSak lze i obrdtit, jak ukazuje nasledujici lemma.

Lemma 4. Necht ¢ je homomorfni zobrazeni grupy (G, -) na grupu (G', -). Pak
@ je izomorfni zobrazeni, pravé kdy? J, je jednoprvkovd mnozina.

Diikaz. Je-li dané zobrazeni ¢ izomorfismus, je — jak jsme jiz uvedli
— pfislu§né tvrzeni zfejmé.

Necht tedy ddle @ je homomorfni zobrazeni G na G’, které neni izomorfismus,
tj. které neni prosté. Existuji tedy prvky x, ye G takové, ze x#yae(x)=q@(y).
Potom — oznacime-li opét 1 a 1’ neutralni prvky v G a G' — plati xy ' #1
a pfitom

e(xy ) =0(x)e(y )=o) [e(M] ' =e(x) [p(x)] " =1,

takze J, vedle prvku 1 obsahuje jesté dal$i prvek xy~?, a neni tedy jednoprvkovou
mnozinou.
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Privé ovéfeného lemmatu 4 se Casto uziva k dikazu toho, Ze dvé grupy jsou
izomorfni. Postupujeme tak, Zze najdeme homomorfni zobrazeni jedné na druhou
a pak ukazeme, Ze jadro tohoto homomorfismu je jednoprvkovd mnozina.

Piiklad 3. Necht (Z, +) je aditivni grupa celych &isel a (S, +) grupa vsech
sudych &isel s obvyklym séitanim. Zobrazeni ¢ definované vztahem

(VxeZ)p(x)=2x

je zfejmé homomorfismus grupy Z na grupu S. Ponévadz evidentné J, = {0} je
jednoprvkovd mnozina, je @ izomorfnim zobrazenim (Z, +) na (S, +).

Piiklad 4. Vytknéme si za cil studovat (obdobné jako v pfikladu 8 z § 1) grupu
K vSech zakrytovych pohybt krychle. Oznacime-li jeji vrcholy po fadé Cisly 1, 2,
..., 8 (viz obr. 6), mizeme zdkrytové pohyby krychle popsat permutacemi téchto
¢éisel. Napfiklad otoceni dané krychle o 90° kolem ,,svislé** osy by bylo popsano
permutaci

12345678
(23416785)'

Prici s vySetfovanim grupy zakrytovych pohybu krychle si midzeme zjednodusit,
uvédomime-li si, Ze do dané krychle lze vepsat pravidelny osmistén (viz obr. 7),

8 7
t
|
|
|
i
5 5
4 —————6——~ 3
/
/
/
/
/
/
/
1 2 1
Obr. 6 Obr. 7
jehoz vrcholy jsou oznafeny A,, ..., As. Potom kazdému zakrytovému pohybu

krychle odpovidé zakrytovy pohyb s ni spojeného osmisténu, ktery umime popsat
permutaci indexi 1, 2, ..., 6 u oznaceni jehe vrchold, tj. prvkem grupy, kterou jsme
v citovaném pfikladu oznacili Zs. Toto zobrazeni mnoziny K na mnozZinu Zs
oznalme @. Je tedy napiiklad:
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)=

Je ihned zfejmé, 7e zobrazeni ¢ musi spliiovat podminku (1), takZe jde
o homomorfismus. Pfitom na neutrdlni prvek grupy Zs se — jak je ithned vidét
— zobrazi pouze identickd permutace

12345678>
(12345678

34567 8\_
416785

34567 8\_
325841

grupy K, takie jadro J, je jednoprvkovd mnoZzina a podle lemmatu4 je @
izomorfismus. Neni tedy tfeba podrobné studovat grupu K, nebot je izomorfni
s dikladné vySetfenou grupou Zs.

Doplnénim véty 2 je nasledujici véta, ktera v matematické literatufe byva téz
nazyvana vétou o homomorfismu pro grupy.

Véta 3. Bud grupa (G’', -) homomorfnim obrazem grupy (G, -). Pak existuje
v G normdlni podgrupa N tak, Ze G/N je izomorfni s G'.

Ditkaz. Bud ¢ homomorfismus G na G'. Polozme N = J,. Pak N je normadini
podgrupa — viz lemma 3 — a lze tedy vytvofit faktorovou grupu G/N.
Ukdazeme, ze pfedpis

(3) (VgN e G/N)y(gN) = ¢(g)

definuje izomorfni zobrazeni G/N na G’.

Nejprve ovéfime, ze y je zobrazeni: necht g.N=g.NeG/N; pak podle
lemmatu 5 z § 2 je gi'gieN, takze podle definice N je p(g:'g)=1" (1" je
jednotkovy prvek grupy G'). Z vlastnosti homomorfismu @ ihned plyne @(g:)=
= ¢(g2) neboli Y(g:N)=y(gN).

Zvolme libovolny prvek xe G'; protoZe @ je zobrazeni G na G', existuje ye G
tak, ze @(y)=~x. Podle (3) pak y(yN)=@(y)=x, takze y je zobrazeni na G'.

Dile uka’eme, Ze ¥ je prosté zobrazeni: nechf xN, yNeG/N takové, ze
w(xN) = y(yN), tj. @(x) = @(y). Potom [@(y)]'@(x)=1"a s vyuZitim toho, Ze @
je homomorfismus, dostdvame

e(y 'x)=0(1),

coz znamend y 'xeN, takze podle lemmatu5 z § 2 xN = yN.
Platnost podminky homomorfismu (1) pro zobrazeni y vyplyva z této tvahy:
jsou-li g:N, g.N libovolné prvky z G/N, je

Y(g1Ng:N) = 9(9:19:N) = ¢(g:92),
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avSak @ je homomorfismus, a tedy

®(9192)= @(91)9(92) = ¥(g:N)y(g:N).

Véta o homomorfismu je tim dokdzana.

Vzhledem k tomu, co jiz bylo feceno o souvislosti mezi normalnimi podgrupami
" a jadry homomorfismu, Ize vétu 3 formulovat té7 takto:

Véta 3. Bud ¢ homomorfismus grupy G na grupu G', J, jddro homomorfismu.
Pak G/J, a G’ jsou izomorfni struktury.

Ptiklad 5. Bud (V,, +) mnozina viech vektord v roving s operaci obvyklého
s¢itdni vektori; zfejmé jde o grupu. Necht je déna déle grupa (R, +) vsech
redlnych ¢isel. Definujme zobrazeni @ grupy (V,, +)na (R, +) takto: ¢((a, b))=a.
Snadno nahlédneme, ze ¢ je homomorfismus. Podle véty 2 existuje ve V, normdlni

podgrupa N a izomorfismus struktury V,/N na R. Vytvoime N a Y podle
" ndvodu v dikazu véty: je N={(a, b)eV,: @((a, b))=0} — tj. N odpovida
v roviné osa y; Vo/N={(a, b)+ N} srev, a Y((x, )+ N)=q((x, y)) = x.

DoporuCujeme &tenafi, aby si podrobné promyslel ,,vyznam V,/N a vy,
popfipad¢ si nakreslil pfislu$ny obrazek.

Ptiklad 6. Oznaéme (Ko, -) multiplikativni grupu vsech nenulovych komplex-
nich ¢isel a vezméme zobrazeni y, které libovolnému prvku a + bieK, pfifadi ¢isio

w(a+bi)=|a+bi|=Va® T 5.

Ztejmé v je zobrazeni mnoziny K, na mnoZinu viech kladnych redlnych ¢&isel Ry,
Diky zndmé vlastnosti absolutni hodnoty komplexnich éisel

(Va +bi, c + dieKo) [(a + bi). (c + di)| = |a + bi] . |c + dil

je zobrazeni ¥ homomorfnim zobrazenim grupy (Ko, -) na grupu (R§, )
(multiplikativni grupu kladnych redlnych Cisel).

ProtoZe neutrdlnim prvkem v grupé (Rg, +) je &islo 1, je jadrem J, tohoto
homomorfismu mnozina v§ech t&ch komplexnich ¢isel a + bi, pro néz plati

Y(a+bi)=la+bi|=1,

tj. mnozina tzv. komplexnich jednotek.

Cviceni

1. Necht S, je grupa z piikladu 1 z § 3. Ukazte, Ze zobrazeni ¢ definované
piedpisem
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p()=g(a)=@(b)=1,
ple)=q@(c)=@(d)=e

je homomorfni zobrazeni grupy S na jeji podgrupu {i, e}.

. Ukazte, ze grupa (G, -), jejiz operace je ddna tabulkou

1 -1

je homomorfnim obrazem multiplikativni grupy télesa redlnych Cisel

(R—-{0}, ).

. Necht M je mnozina vSech reguldrnich matic tvaru

(a b), kde a, b, ¢, deR.
¢ d

Ukaizte, 7e struktura (M, -), kde ,,-*“ je operace nasobeni matic, je grupa a ze
zobrazeni @ definované pfedpisem

(v (¢ 3>€M) v (¢ Z)=ad— be,

je homomorfni zobrazeni (M, -) na grupu (R-{0}, -).

Necht grupa (G', ) je homomorfnim obrazem grupy (G, -). Ukaite (uzitim

lemmatu 2), ze plati o

a) je-li (G, -) komutativni, je i (G, -) komutativni; B

b) je-li (G, -) metakomutativni, ma (G', -) touz vlastnost. Pfitom vlastnost
grupy (G, -) byt metakomutativni Ize definovat takto:

(Vx, y, z€ G)xyx 'y 'z =zxyx "'y’

(Viimnéte si téz, Ze tato podminka je zobecnénim komutativnosti.)

Promyslete si, Ze na grupu (G, -) se miizeme téZ divat jako na strukturu se ttemi

operacemi: s jednou operaci bindrni, jiZ je grupové ,1r}ésol'%enf;“‘,,4“, 8 !egnoz
operaci unarni, totiz tvofeni inverzniho prvku — oznacime j1 no ? s ]ct n.?lé
operaci nuldrni, tj. zvoleni neutrdlniho Prvku — tl;lt(v) operaci oznacime sl ejn
jako neutrdlni prvek, totiz ,,1° (defimce' operaci ce'tnostl v]‘edna a nu‘e} \1'1)2
kapitola II, § 1). Strukturu s témito tfe’ml oPeraceml oznadime (G, -, ', 1).
Aby takova struktura byla grupou, musi platit

a) (Vx,y,z2€G) (x.y).z=x.(y.2),

b) (VxeG) x.1=x,

¢) (Vxe@G) l.x=x,
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