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hodnotami v takovém p¥ipadé rozlisujeme podle souvislosti. Neni to slozité, ale
vyzaduje to od tendie jistou pozornost.. ’
Mocniny 2" s celym nezdpornym exponentem n jsme zavedli induktivng; také
ony jsou spojitymi funkcemi na R; na intervalu [0, +o0) jsou pro n > 1 rostouci
a tedy prosté. Mocniny se sudym n jsou sudymi funkcemi, mocniny— s lichym n
jsou liché funkce. Odtud mj. vyplyvd, Ze jiz nelze ,zvétsit interval® [0, c0), na
némz jsou sudé mocniny (kromé z° = 1) prosté. Naproti tomu liché mocniny jsou
vesmeés rostouci a prosté na celém R. .

2. Priklad 2.4.17 ndm umoziiuje pomeérné brzo zavést odmocniny: slou?{ k uréeni
jejich definiénfho oboru. Neni proto nutné mit k jejich zavedeni hlubsi véty o
spojitych funkcich (napt. Vétu 4.3.36). Ptiklad 2.4.17 ukazuje, 7e pro kaZdé a >0
existuje Q/E. K mocnindm s n, n > 1 definujeme inverzni funkce

z Yz, z€[0,0).
Ty nazyvame n-té odmocniny. Poznamenejme, ze nékdy se pro licha n zavadgji
n;te odmocr}llr{ly na celém R. Na trovni stfedn{ skoly neni vibec ziejmé, Ze plati
z* : [0,00) = [0, 00), tedy Ze jde o zobrazeni na; proto by se to také jako zfejmy
fakt nemélo prezentovat. K mocnindm a odmocninam se viak je§té vratime.

3. Pomoci mocnin jsme zavedli polynomy, coZ jsou opét funkce spojité na R. Ex-
ponent nejvyssi mocniny, kterd se v polynomu vyskytuje s koeficientem # 0, se
nazyva stuperi polynomu. Casto timto koeficientem cely polynom délime a pracu-
jeme s polynomem, ktery ma u nejvy$3i mocniny koeficient 1. Polynom s touto
vlastnosti (budeme fikat, Ze je v normdlnim tvaru) stupné 1, ktery‘ nabyva hod-
noty 0 v bodé€ z; je jednozna¢né urcen: je to polynom P(z) = (z — 1), « € R.
Mé-li polynom v normélnim tvaru n realnych korentt a je stupné n, je opét jed-
noznac¢né urcen. Je to polynom .

Plz)=(x—z)(x—2) (. —zp_1)(z —2,) .
Tyto véci povazujeme za zndmé z algebry.

4. Neékolikrat jsem pracovali i s podily polynomd. Ty tvoif dals dilezitou tiidu
funkei, kterou zavedeme v ndsledujici definici.

Definice 6.1.9. Funkce R(z) = P(x)/Q(z), kde P, Q jsou polynomy v proménné
z a polynom ) neni identicky roven 0, se nazyvaji funkce raciondlni; nékdy se
uziva i ndzev raciondlni lomené funkce. Nejjednodussimi z nich jsou kromé po-
lynomi (v tom pfipadé je jmenovatel @ nenulovy polynom stupné 0) mocniny
s celym zdporngm exponentem: z~" = 1/2" kde n € N. Snadno nahlédneme
Ze tyto funkce jsou spojité na svém definiénim oboru R\ {0}. Viechny racionziln;
funkce jsou spojité ve svém defini¢nim oboru Dp, kterym je komplement mnoziny
nulovych bodt (kofentt) jmenovatele ().

Algebraickymi operacemi a eventudlné skladanim funkei ziskdme z téchto funkei
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viak potfebujeme zavést i ndkteré funkce transcendentni (takovou funkci je napf. log;
s touto funkci se ¢tenaf patrné setkal na stiedni gkole), tj. takové, k jejichz definici je
nutné n&jaka forma limitntho pfechodu. Limitni pfechod miize byt skryt napi. v pouZiti
fad, integralu nebo diferencidlnich rovnic. Cim pokrodilejsi apardt mame k dispozici, tim
Jze zavedeni téchto funkci zvlddnout jednoduseji.

Poznimka 6.1.10. Z hlediska dne$nich narokf na pfesnost uvedené nepiesné charak-
teristiky neobstoji. Uvedme proto piesnéjsi popis. Necht je ddna funkce f. Necht existuje
polynom

[

p(y,e) =Y ar(@)yy”

k=0

jeho? koeficienty ax jsou opét polynomy s redlnymi koeficienty (v proménné z), piicemz
tyto polynomy nejsou soucasné véechny rovny identicky 0. Jestlize plati p(f(z),z) =0
viude v Dy, pak je f algebraickd funkce. Pokud f neni algebraickd funkce, nazyvé se
transcendentni.

K zavedeni elementdrnich transcendentnich funkci zvolime cestu, kterou lze
modifikovat eventudlné tak, aby byla pochopitelnd i matematicky orientovanym
stiedoskolakiim. Prakticky viechny kroky muzeme vysvétlit i zdkiim na stiedni
$kole. Budeme pouzivat jednoduchy nastroj, a to tzv. funkciondlni rovnice. Vigné
feleno, oznatujeme tak rovnice (pifpadné i soustavy rovnic), které se dosazenim
za hledanou funkci & funkce zméni v rovnost pro jakoukoli hodnotu uvazovanych
proménnych z dané mnozZiny.

Poznamka 6.1.11. Pro priipravu se budeme vénovat tém funkcim f, pro které plati
f(z +y) = f(z) + fy), ,y € R. To je piiklad jedné konkrétni funkciondlni rovnice;
fedit ji znamend nalézt viechny funkce f definované na R, pro které plati tato rovnost
pro viechna z,y € R. Funkce, které jsou feSenimi této funkcionalni rovnice, se nazyvaji
aditivn{ funkce. Snadno lze nahlédnout, #e viechny funkce tvaru f(z) = az, © € R, kde
f(1) = a € R, jsou fefenimi rovnice. Trochu méné zfejmé je to, Ze kazda spojitd funkee f,
kters je feSenim této rovnice, je uvedeného tvaru. Exponencidlu a logaritmus zavedeme
pomoci podobnych rovnic (6.3) a (6.9) 3)

6.2 Aditivni funkce

Definice 6.2.1. Kazdou funkei f : R — R, kterd je TeSenim funkciondlni rovnice
flat+y)=f@)+ fly), zyeR, (6.1)

budeme nazyvat aditivni funkce.

3) Viem tdmto rovnicim se ¥ik4a Cauchyovy rovnice. Maji podobny tvar a li¥{ se pouze riiznym
uFitim operaci s€itani a nisoben{. Dali Cauchyovu rovnici f(zy) = f(x) f{y) lze vySetfovat na
riiznych intervalech, nap¥. na (0,00), my se ji nebudeme zabyvat.
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Zkoumejme jednoduché vlastnosti spole¢né viem aditivnim funkcim. Dosazenim hod-
noty x = y = 0 dostaneme pro kazdé feSeni f rovnice (6.1)

F(0) =2f(0)
tj. (0) = 0. Dosazenim z = y dostaneme postupns
fQ2z) = flz +2) =2f(z) ,
H(n+1)z) = f(nz +z) = f(nx) + f(z) = (n+ 1) f(2)
z ¢eho plyne indukei pro kazdé = € R a kazdé n € N rovnost
f(nz) =nf(z) .

S pfihlédnutim ke vztahu

0=f(0) = f(z + (—=2)) = f(z) + f(—=)

vidime, Ze odvozend rovnost plati pro v8echna celd n. Volime-li t = (m/n)x, z € R, m
celé a n prirozené, dostavame

nf(t) = f(nt) = f(mz) =mf(x), tj. f (’—”1) = %f(:z:) ,

n

a odtud jiz plyne rovnost

flrz)=rf(x)

pro viechna z € R, » € Q. A jeSté jeden samozfejmy fakt: dosazenim hodnoty = = 1
dostaneme vztah

fry=f0r)=rf1), 2z€Q,

z ného plyne, Ze hodnoty kazdé aditivni funkce jsou na Q urceny jedinou hodnotou f(1).
Budeme-li se zajimat o spojitd fesent f uvazovandé rovnice, je situace velmi jednodu-
cha: pro posloupnost {r,} ¢iscl r,, € Q, r,, = z, plati s ohledem na spojitost v bodé x

fle) = lim f(ra) = lim ro - f(1) =2 f(1);
tuto tvahu lze provést pro kazdé x € R. Odtud dostdvame tuto jednoduchou vétu:

Véta 6.2.2. Je-li f spojité TeSent rovnice (6.1), pak existuje o € R tak, Ze pro viechna
x € R plati

flx)y=ax, z€R.

Poznamka 6.2.3. Podminka spojitosti funkce f viude v R je pro linearitu aditivni
funkce zbytecné silnd. Snadno nahlédneme, Ze pro libovolné z € R plati

lim (f (o + 1) = f(2)) = lim (f(x) + [ (D) = f(x)) = lim f(h) . (6.2)

Tedy aditivni funkce f je spojitd (v R), pravé kdyz je spojita alespoii v bodég 0, resp. je
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Véta 6.2.4. Necht je aditivni funkce f omezend zdola (resp. shora) na néjokém intervalu
I C R. Potom je f linedrni.

Diékaz. Bez tijmy na obecnosti se omezime na p¥ipad omezenosti zdola a budeme pfedpo-
kladat, ze plati

f@)>M, zelablCI.
Potom pro z € [0,0 — a] plati
f(2) = f@+a)— f(a) = M = f(a) .
Oznatme K := M — f(a), b — a = d, a uvazujme funkci

o@) = @) - 1D s

ktera jakozto soutet dvou aditivnich funkci musi byt také aditivni. Nyni statl ukdzat,
e pro viechna z € R plati g(z) =0, tj. f(z) = (f(d)/d)z, ¢imz bude dikaz dokoncen.
Je viak g(d) = f(d) — (f(d)/d)d =0 a pro kazdé x € R je

g(z+d) = g(x) + g(d) = g(z) .

Proto¥e je g zdola omezené na [0,d] a periodickd s periodou d, je zdola omezend na R.
Predpokldddme-li nyni existenci zo € R, g{zo) # 0, je zfejmé zo # 0 a lze volit 1 # 0
tak, ze g(z1) < 0. K tomu stall polozit £1 = zo pro g(zo) < 0, nebo z = —xo pro
g{z0) > 0. Z rovnosti

g(nz ) =mng(z1), neEN,

dostévame spor, nebot uzitim p¥edchozi rovnosti lze lehce najit takové n € N, aby platilo
ng(x,) < K. Tim je dikaz dokoncen. O

Pozniamka 6.2.5. Povéimnéme st jesté nasledujiciho faktu: samotny piedpoklad spo-
jitosti nezaruéf jednoznaénost FeSeni rovnice (6.1); grafy vech spojitych feSeni tvori
svazek piimek prochazejicich jednim bodem (poatek). Pokud ponékud uméle upravime
jiz uzitou ,vybérovou podminku®, plati pro f(x) = ax ziejmé

x . (x z)—0
a= flx) = lim fz) flz) -0 = oy,

= lim
T r—0 o x—0

tedy jednoznadnost feseni miZeme zarudit pfedepsdnim hodnoty derivace feseni v bodé,
kterym grafy vSech fefeni prochazcji.

Poznamka 6.2.6. Predchizejici vyklad nedédva odpovéd na otdzku, zda vitbec nespo-

jita aditivni funkce existuje. Jde v¥ak jiz o slozitéjsi zdlezitost, vyzadujici zvladnuti
pojmu Hamelovy baze. Zde se omezime na konstatovani, ze takové nespojité aditivni
funkce existuji a viimneme si jedné jejich vlastnosti, kterd do jist¢ miry ukazuje, jak
jsou ,divoké“.

Graf kazdé nespojité aditivni funkce je dokonce husty v R?. To znamend, ze pokud
svolime intervaly (a,b), (¢,d), a,b,c,d € R, jakkoli, existuje takové x € R, pro néz

[z, f(z)] € (a,0) x (c,d) .



150 KAPITOLA 6. Elementdarni funkce

To se snadno dokdze: musi existovat takové dva body z1,z2 € (a,b), pro které plati
nerovnosti f(z1) < ¢, f(zz) > ¢, nebot jinak by byla f na (a,b) shor’a C; zdola, omezin;i
A% b?dech mnoziny {z1+ (m/n)(zz—z1); m,n € N, 0 < m < n} nabyvd f hodnot které
tvo¥{ hustou podmnozinu intervalu (f(z1), f(z2)), a lze tedy snadno volit « tak’, Ze je

[z, f(x)] € (a,b) x (c,d).

6.3 Exponencialni funkce

Budeme se zabyvat feSenim podobné funkcionélni rovnice, jako byla rovnice (6.1)
Nejprve dokaZeme toto -

Lemma 6.3.1. Pro kaZdé feSent f funkciondlni rovnice
fa+y)=f@)fly), =yeR, (6.3)
které nent identicky rovno 0, plati: (a) f(0) =1; (b) f(x) > 0 pro vSechna x € R;

(€) f(—z) = (f(z))~" pro viechna x € R, (d) f(nz) = (f(z))" pro vSechna z € R
a vSechna n € N.

Ditkaz. Je-li f nenulové feSeni (6.3), existuj i j '
3), uje alesponi jedno zp € R, pro néz je
f(zo) # 0. Potom z rovnosti ’ :

fzo) = f(wo +0) = f(20)f(0)

plyn’e ;f (0) :V1. Tedy: kaZdé feseni rovnice (6.3), pokud neni identicky nulové
nabyva v bodé 0 hodnoty 1. Déale plati pro kazdé x € R . ’

=1 (G+3)= () 20

to znamend, %e vSechna refeni (6.3) jsou nezdporné funkce. Protoze plati i
1= 1(0) = f(z— ) = f(@) - f(~w) ,

vyhovuji nenulovd feSeni rovnice (6.3) vztahu

f(=2) = (f(=))™
a jsou dokonce vsude kladna. Koneéné ze vztaht

F(20) = [ +a) = (f()? ,
F((n+1)2) = f(na+2) = (F@)" - f) = (Fa)"

dostavame pomoci matematické indukce

fnz) = (f(x))"

pro véechnaz € Ran € N. O
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Poznamka 6.3.2. Snadno si rozmyslime, Ze uvedensd vlastnosti pati{ k zdkladnim
vlastnostem exponencidlnich funkei, se kterymi se seznamuji Zaci stfedni Skoly.
Tim jsme vedeni k formulaci véty, kterd ukazuje, Ze se exponencialni funkce daji
pomérné velmi jednoduse charakterizovat. Pozd&ji se ukaze, ze nasledujici véta
popisuje specidlni exponencidlni funkei (jejim zdkladem je dslo e), které budeme
krétce Hkat exponenciala.

Véta 6.3.3 (zavedeni exponencialy; Cauchy 1821*). Emzistuje prdvé jedna
funkce f definovand na R, kterd vyhovuje funkciondlni rovnici

fle+y)=f=)fly), @yeR, (6.3)
a podmince
lim f_@q—I—l =1. (6.4)

Dikaz této véty rozlozime do nékolika kroki. Nejprve dokézeme nékolik lem-
mat. Ctenai by si mél pfipomenout Poznamku 1.3.23 a Lemma 1.3.27.

Lemma 6.3.4. KaZdd funkce vyhovugici funkciondlni rovnict (6.3) a podmince
(6.4) md derivace viech Fidi, je spojitd a rostouci na R a zobrazuje R na interval

(0, 00); plati pro ni f'=f.

Diikaz. Plati
lim F@ -1 i fl) = 1O) _ )y =1.

z—0 T z—0 z—0
Snadno spoé¢teme derivaci funkce f v ostatnich bodech z € R:

Fla+h)—f) . f&UMW -1 .
= lim - " f(z)

LL—0

lim _f(l_'):_l
h—0 1l

f'(z)=lim =f(z).

h—0
Jetedy f' = f > 0, resp. f{") = f pro vechnan € N 4)  Proto je f rostouci na R,
aje f>1na(0,00)a f<1lna(-oo, 0). Zderivujme funkci g(x) = flx) = (z+1),
z € R Ziejmé plati

gx) = fl(z)—1=flx) -1,

takze ¢'(z) < 0 pro z € (—00,0) a g'(z) > 0 proz € (0,00). Jelikoz je g(0) = 0,
nabyvad g v bodé 0 minima a plati f(z) > = + 1 pro vSechna x € R. Jelikoz je f
rostouci spojitd funkce na R, mé tedy Darbouxovu viastnost. Dale podle tvrzeni
o limité funkei a nerovnostech plati

lim f(z) > lim (z 4+ 1) =00
T—0 T—00

1) Soucasné jsme dokézali, Ze kaZdé feScni rovnice (6.3), vyhovujici podmince (6.4), vyhovuje
diferencialni rovnici 3 = y; viz Kapitola 9.
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a s ohledem na bod (c) z Lemmatu 6.3.1 je lim,, o f(z) = 0. Odtud plyne
R; = (0, 00). O

Lemma 6.3.5. Pro keZdou funkci f wvyhovujici funkciondini rovnici (6.3) jsou
ndsledugjict podminky ekvivalentni:

(1) limy—o(f(z) =) /z=1;
(2) fz) >z +1 pro vSechnaz € R ;
B) 1+z< f() < (1 —xz)7! pro viechna x, © <1 .

Dijkaz. 7 podminky (1) plyne (2); to jsme ukdzali ji7, v dikazu Lemmatu 6.3.4.
Podle Lemmatu 6.3.1 plati 1/f(z) = f(—2) > 1 — =, a tedy pro = < 1 je

1

14 < fle) < —— .
11—z

Tim je dokdzana podminka (3). Kone&ng, plati-li nerovnosti (3) pro viechna 2 < 1,
plyne odtud pro0 < z < 1

z flx)~1 < 1

< flz)-1<
T_.f(l) - 1—q - T —1-a'

a pro z < 0 také

1> flz)~1 S 1 .
- T ~1-=x

Podle Véty 4.3.12 o limitdch funkci a nerovnostech odtud snadno dostaneme
f1(0) = fL(0) = 1 a tedy f'(0) = 1. To viak je jen jind forma zdpisu podminky
(1). Tim je diikaz ekvivalence podminek (1) - (3) dokonéen. d

K dokonceni diikazu Véty 6.3.3 musime dokdzat emistenci a jednoznacénost
funkce s pozadovanymi vlastnostmi. Zatneme s diikazem jednoznacnosti.

Lemma 6.3.6. Ezistuje nejvyse jedna funkce, kterd vyhovuje funkciondlni rovnici
(6.3) a podmince (6.4).

Diikaz. Predpokliddejme, ze funkce f a g vyhovuji obé predpokladin Véty 6.3.3.
Potom podle Lemmatu 6.3.4 plati kromé rovnosti f/ = f té7 ¢' = g, a tedy plati

(F/g) = Fo-ty _f9—Tg _

2 g 2

0.

Podle Disledku 5.2.20 je podil f/g konstantn{ funkei na R. Existuje tady K >0
tak, Zze pro vSechna z € R plat{ f(z) = Kg(z). Dosadime-li 2z = 0, dostaneme
podle bodu (a) Lemmatu 6.3.1 hodnotu K: plati K = 1, a proto je f = g. O
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Lemma 6.3.7. Ezistuje funkce f, kterd vyhovuje funkciondlni rovnici (6.3) «
podmince (6.4).

Diikaz. Definujme funkci

f(@):= lim (1+ 1) zeR (6.5)

n—oo T

a ukazme nejprve, ze f je korektné definovina na R; k tomu staci ukazat, %e pfo
kazdé z € R je posloupnost, vzstupujici v rovnosti (6.5) vpravo, omezend a ze
existuje k € N tak, ze pro véechna n > k je téz monoténni. Zvolm}e ';1:,6 R ak
nému k € N tak, aby platilo |z| < k, tj. |#|/k < 1; toto k tedy zavisi na x. Z
Bernoulliovy nerovnosti plyne pro viechna n € N, n > k, odhad

(1+1/n)?>1+p/n,

pomoci kterého déle dostdvame
3 |\ 7 kyn 1y nk )
02| Gty < o2y < ) s
n - 1 1)

Oznaéime-li (2 je stale pevné zvoleno)

T\
Uy 1= (1 + 7—7) )

je tato posloupnost shora omezené. Dile je {an} pro vSechna n > k neklesajici.
K ditkazu lze pouzit AG-nerovnost z Lemmatu 1.3.27 nebo Bernoulliovu nerovnost_,
7z Poznamky 1.3.23. Podle AG-nerovnosti plati pro tato n > k (vlevo v nerovnosti
stoji soudin (n — 1) stejnych &scl a ¢isla 1)

x \n1 n -+ x\"
- 1< ( ) .
(1 + n— 1) - n

Plati tedy an_1 < a,. Proto existuje limita lima,, € R a definice (6.5) je korektni.
Nyni pouzijeme Bernoulliovu nerovnost, pomoci niZ dostaneme pro n > k

N\ T
3 =1 >1 —=14+ux.
fz) 2 (1 + n) = +”n

Odtud podle Lemmatu 6.3.5 vyplyvd, ze f vyhovuje i podmince (6.4). Zbyva
dokézat, #e f vyhovuje funkcionalni rovnici (6.3). '

Zvolme libovolné z,y € R a k nim nyni vyberme k € N tak, aby p1'21t110
max{|z/k|, ly/kl|, |z + y|/k} < 1 pro viechnan € N, n > k. Z AG-nerovnosti pro
dvé nezapornd xi, T 5) plyne pro viechna n € N, n > k, nerovnost

N T n T +1 2n
(1+3) (1+2) <(1+ 2") .
n T n

5) Viz nerovnost v (1.10).
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Uzitim Véty 2.3.2 o limitach a nerovnostech dostaneme pro n — oo podle tvrzeni
o soufinu limit f(z) f(y) < f(z + y). Pro obracenou nerovnost vyuZijeme opét
AG-nerovnost, tentokrit ve tvaru (1.9) z Kapitoly 1. Z ni plyne opét pro shora
zvolena z,y € R a k pro n > k nerovnost

T+ 1 n—1 r 7 N\ T 3
(10 ZE0) 7 (14 ) < (1 T Y (1 Y 1 1)
n—1 n n n? n n/’

z niZ dostaneme pro f obdobné podle Véty 2.3.2 nerovnost f(x +y) < f(z) f(y).
To znamen4, e funkce f vyhovuje funkciondlni rovnici (6.3). |

Diikaz Véty 6.3.3. Shrnutim vysledkd z predchézejicich dokdzanych lemmat do-
stavame existenci a jednoznacnost f. L

Definice 6.3.8. Funkci popsanou Vétou 6.3.3 nazyvame exponencidla. Plati tedy
pro véechna z € R

f@) = lm (1+2)", ser.

n—oo n
Poznimka 6.3.9. Porovninim se vztahem (3.7) z P¥ikladu 3.2.5 vidime, Ze plati
exp‘(l) = e. Kdybychom ve Vété 6.3.3 piedepsali jinou hodnotu limity v (6.4), do-
stali bychom jinou (exponencidln{) funkci; my se v8ak k ostatnim exponencidlnim

funkcim dostaneme jinym zpasobem. Znalost exp ndm umozituje zavést jesté dalsi,
relativné dulezité funkce.

Definice 6.3.10. Definujme pro vSechna z € R

exp(z) + exp(—=z) cinha = exp(z) — exp(—=z)

coshz :=
2 ’ 2

(6.6)
Funk_ce cosh se nazyva hyperbolicky kosinus a funkce sinh se nazyvd hyperbolicky sinus.
Tak je téz ¢teme, vyraziim typu ,koshd“ ¢&i ,sinhd“ se vyhybame.

Priklad .6.3.]_.1. Vlastnosti zavedenych hyperbolickych funkei v mnohém piipominaji
vlastnosti goniometrickych funkci cos a sin, se kterymi se ¢tendi setkal na stfedni Skole
(my k nim dospéjeme na konci této kapitoly). Jednoduse lze ovéfit, %e napi. plati ne-
rovnost coshz > 1> 0, x € R, a Ze

(cosh)’ =sinh , (sinh)’ = cosh ;

tedy sinh je rostouci funkce na R. Dale je sinh 0 = 0, tedy sinhz > 0 pro x > 0 asinhx <
0 pro z < 0. Proto cosh je klesajici funkci na intervalu (—oo,0) a rostouci funkei na
intervalu (0,00). V bod& 0 md funkce cosh minimdlni hodnotu cosh(0) = 1. Kone¢ng
zderivovanim snadno ovéfime, 7c¢ (cosh? z — sinh®2 — 1) = 0 viude v R, derivovand
funkce je tedy konstantni a plati vzorec

2 02
cosh®z —sinh“"z =1, z€R.
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Poznamka 6.3.12. Je-li ¢ € R, pak bod Plz,y], z =cosp, y = sin ¢, lezi na jednot-
kové kruznici (o rovnici z° + y* = 1). Podobné& pro bod P[z,y], = = coshp, y = sinh ¢,
plati

2% — y® = cosh® p — sinh®’p =1,

vz w ’ ’ .y 2 2 s
a proto lei na ,pootocené” rovnoosé hyperbole o rovnici z° —y° = 1. V analogiich
bychom mohli jit déle, pro vysvétleni ndzvi ,hyperbolicky sinus® s ,hyperbolicky kosi-
nus“ to viak stacl.

Poznimka 6.3.13. Je piirozené se tazat, jak jsme ,uhodli“, Ze exp je moZno defino-
vat pomoci (6.5). Odpovéd, ze jsme to udsélali jako Euler, neobstoji; ukéZeme si proto
nékolik dalgich souvislosti. Druhou pfirozenou otdzkou je, jak postup modifikovat tak,
abychom mohli co nejvice piiblizit exponencidlu i zakim na stfedni $kole, nebot to byl
jeden z motivi vybéru naseho piistupu. Druhou otézku véak zodpovime aZ po zavedeni
logaritmu.

Piipomeiime bod (3) z Lemmatu 6.3.5. Necht f je funkce vyhovujici funkciondlni
rovnici (6.3) a podmince (6.4), nebo kterékoli podmince s ni podle Lemmatu 6.3.5 ekvi-
valentni. Zvolme libovolng z € R a pak k € N, aby pro viechna n € N, n > k platilo
|z/n| < 1. Pro viechna takové n plati podle Lemmatu 6.3.5 a Lemmatu 6.3.1, bodu (d)

T -1 T 1/n N — 1
142 < f(£> < (1—3—> ,  resp. 1+—l—§ (f(:z:)) < <1—1—> ,
n n n n n

a tedy plati

Qp = (1 + j—;)” < f(z) < (1 — '1—")% =bh, .

n

Protoze podle AG-nerovnosti plati (vlevo v nerovnosti stoji opét soudin (n— 1) stejnych

Uisel a disla 1)
e n—1 — N\ T
(1_ x ) -1§(n .1,) 7
n—1 7

dostavame odtud prechodem k pievricenym hodnotam Dn_1 > bn. Obé posloupnosti
{a,} a {b,} maji tutéz limitu. K tomu podle Véty 2.3.2 stadi dokazat, Ze plati @, /b — 1.
Pro viechna n > k viak podle Bernoulliovy nerovnosti plati

. T
1> 9o (1+a/n)

= (T—_:r_ﬁT)_T =(1-z/n")" >1- n(z?/n)=1-2"/n—>1.

Odtud z jednoznaénosti limity plyne jinym zpisobem i jednozna¢nost f(z) i funkee f.
Proto je definice exp veelku velmi pfirozend.

Priklad 6.3.14. UkaZme, ze funkce e® je transcendentni. Pokud by existoval polynom
p = p(y, z) s vlastnosti, popsanymi v Pozndmce 6.1.10, lze pfedpoklddat, ze téz plati
ao(z) # 0 (jinak bychom délili vhodnou mocninou e”). Limitnim piechodem x — —oco

v rovnosti
ao(x) = ar(x)e” + as(x)e™ + - 4 an(z)e™”

bychom obdrzeli limg— —oo ao(x) = 0, coz je spor.



156 KAPITOLA 6. Elementdrni funkce

Priklad 6.3.15. Podle Véty 4.4.1 je lim,_0exp(—1/z%) = 0; pouzili jsme jeji ¢4st (2).
Existuje proto spojité roziffeni f funkce exp(—1/2?) na R Vysetfeme jesté derivaci
funkce f: je

f'(@) = (2/2°)f(x), = €R\{0}.

K funkci f se jesté vratime v Pfikladu 7.4.30.

6.4 Inverzni funkce

Nyni dokézeme nékolik jednoduchych obecnych tvrzeni o inverznich funkcich. Tato
tvrzeni pak v této kapitole vicekrit pouZijeme.

Lemma 6.4.1. Necht funkce f je rostouci (resp. klesagici) na intervalu I a necht
f: I8 J, kde J je také interval. Potom je funkce g := =1 rostouci (resp. klesa-
jict) na J.

Dikaz. Jsou-li s,t € J, s < t, je z := g(s) < g(t) =: y. Kdyby totiz platilo
g(s) = x >y = g(t), pak bychom dostali f(z) = s >t = f(y), coz vede ke sporu.
Podobné se dokaze tvrzeni o klesajici funkci. O

Lemma 6.4.2. Necht funkce f spliiuje piedpoklady Lemmatu 6.4.1 a necht je
spojitd na intervalu I. Potom je funkce g := f=1 spojitd intervalu J.

Drikaz. Piedpokladejme bez Gjmy na obecnosti, Ze f je rostouci (druhy piipad
se dokaZe opét obdobnd). Volme 2 € I a predpokladejme, #e = neni koncovym
bodem I, takze f(x) neni koncovym bodem .J. Zvolme déle £ > 0 tak, aby platilo
r+eel.Proyel,x<y<z+eje fly) e, flx) < fly) < flx +¢) alze
polozit f(x +¢) — f(z) = 6. ZFejmd plati

9([f (@), f(z) +0)) C [w,2 +€)

a tedy g je spojitd zprava v f(x). Obdobn¢ vySetiime spojitost zleva v bodé, ktery
neni pocateéni. ]

Poznamka 6.4.3. V Lemmatu 6.4.2 jsme dokdzali elementdrné fakt, ktery jiz zndme
z Lemmatu 4.3.40. Tam jsme v8ak pouZili k ditkazu obeengjsich a hlubgich poznatki.

Lemma 6.4.4. Necht funkce f splituje opét piedpoklady Lemanatu 6.4.1 a necht

[ md ve vnitinim bodé x € I wvlastni nenulovou derivaci. Potom g = f~1 md
vlastni nenulovow derivaci v bodé s := f(z) a plati
1
1) —
9'(s) = - (6.7)
f!(x)
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Dikaz. Dle Carathéodoryovy definice derivace existuje funkce ¢ spojitd v bodé x
tak, ze pro y z né&jakého okoli U(z) bodu z plati

) - f@) =@y —2), a e)=f(=).

Nyni opét oznalime, tak jako v dtkazu Lemmatu 6.4.1, f(z) = s, resp. g(s) = =
a f(y) =t, resp. g(t) =y, a prvni rovnost pfepiSeme do tvaru

t—s=p(gt)(g(t) - 9(s)) ,

coz davé po Gpravé

1
ty—g(s) = (t—s) .
g(t) — g(s) eI
Funkee (@(g(t)))~* je podle Véty 4.2.18 o spojitosti slozené funkce rovnéz spojita
v bodé s. Dosazeni dava zbytek tvrzeni. 0

Poznamka 6.4.5. Na tomto misté by si mél ¢tendf nvédomit, Ze jakmile dokdZeme
ezistenct derivace ¢'(s), plyne vzorec (6.7) ze vzorce pro derivovani slozené funkce

1= () =(go f)(2) =g (f2)) - f@)=9g'(s) f'(x) .
Existence je tedy tou podstatnou ¢asti dikazu, zbytek je trividlni.

Poznamka 6.4.6. Je-li f rostoucia f'(x) =0, je ¢'(f(z)) = +00; je.—li f klesajici
a fl(z) =0, je g'(f(x)) = —o0. Podobné tvrzeni lze obdrzet 1 pro jednostranne
dc.rivace (ditkaz pienechame Stenafi jako cvideni; je zaloZen na definici derivace
a definici inverzn{ funkce).

6.5 Priirozeny logaritmus

Podobnym zptsobem jako jsme zavedli exponencidlu lze zavést pf‘il'ozeny loga—
ritmus. N4§ postup bude trochu odlisny: piirozeny logaritmus zavgder,nc;]ako in-
verzni funkei k funkei exp. Presto budeme také pracovat s funkcmnglm 1'9\7111(:1
pro logaritmus, abychom si ukéazali, jak z ni plynou zékladni vlastnosti logaritmi.

Definice 6.5.1 (zavedeni logaritmu; Euler 1748*). Inverzni funkci k expo-
nenciale nazyvame prirozeny logaritmus a oznacujeme ji log.

7 dokézanych Lemmat 6.4.1, 6.4.2 a 6.4.4 dostavame toto tvrzeni:

Véta 6.5.2. Funkce log zobrazuje interval (0,00) na R, je na mfc;rvalu (0, 00)
rostouct, spojitd a pro jeji derivaci plati log'(z) = 1/x, = € (0,00) %/

D C ite i ADI Y = 1/x
63 Ciasto se setkate i se zéapisem (logz)' = 1/x.
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Diikaz. Spocteme pouze derivaci log, ostatni je zfejmé. Pro viechna z € R plati
1= (z)' = (logoexp)'(r) = log'(exp ) expx ,
a tedy, po zadméné expz =y, log'(y) = 1/y, y € (0, c0). 0

Poznamka 6.5.3. Z pedagogického hlediska je vhodné jiz velmi brzo na stiedni gkole
upozornit Zdky pii zavddéni mocnin na jednu dileZitou ckolnost. Lze k tomu pouZit
historie. Jiz ve spisu Arithmetica integra z v. 1544 si MicHAEL STIFEL (1486 — 1567)
povéiml, Ze pfi préci s aritmetickou a geometrickou posloupnosti

61 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 8 16 32 64 128 256

nésobeni ¢lenit ve druhé fadce (napf. 8 x 32 = 256) odpovidd s¢itani exponentit v prvui
fadce (3 + 5 = 8). Pro praktické vyuziti je uvedend mno%ina &iscl, které bychom mohli
takto lehce mezi sebou nésobit, pongkud ,mald“, ale toto poviimnuti sehralo dileFitou
historickou roli pfi objevu logaritinfi. Pokud se #ici sezndmi brzo s touto vlastnosti
mocnin, sndze budou zavadéni logaritmu pomoci funkcionalni rovnice chépat.

Lemma 6.5.4. Inverzni funkce k exp, g = exp™*

ndlni rovnice

, 91 (0,00) = R, je fefenim funkcio-

9(zy) =g(=) +9(y), @,y € (0,00) .
Diikaz. Oznatme exponencidlu kratéeji f. Pro inverzni funkci g = £ plati
(gofilw)=z,2z€R, (fog)(u)=u, ue(0,00);

pro u := f(s), v := f(¢), resp. ckvivalentng g(u) = s, g(v) = t, dostivime rovnost
wo = f(s)f(t) = f(s+t) a plati tedy

glwv) = (go f)(s+1) = s+t = g(u) +g(v) .
Tim jsme dospéli k zddané rovnici. |

Jak dale uvidime, z této funkciondlni rovuice plynou pomérné velmi jednoduge za-
kladni vlastnosti logaritm.

Lemma 6.5.5. Pro kaZdé fedeni g funkciondini rovnice
glzy) = g(x) +9(y),  x,y€(0,00), (6.8)

plati: (a) g(1) =0, (b) g(a™"!) = —g(x) pro viechna x € (0,00), (c) glx/y) = g(x) — g(y)
pro viechna x,y € (0,00), (d) g(™) = ng(x) pro viechna = € (0,00) a vechna n € N.

Ditkaz. Z (6.9) vyplyvé dosazenim 1 za y rovnost g(z) = g(x) + g(1), takze ziejmé plati
9(1) = 0. Déle pro = € (0, 00) lehce dostaneme

0=g(1)=g (T ‘ ;1;) =g(z)+yg (%) ,
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proto pro viechna z € (0, 00) je
g9(z) = —g(@™") .

Zaroved dostavame pro z,y € (0, 00) rovnost g(x/y) = g(x) — g(y). Konetné ze vztahl

g(z*) = 29(2) ,

g(a™*) = g(z™ - 7) = g(=") + g(w) = (n + 1g(x)

dostavame indukci

g(z"™) = ng(x)
pro viechna z € (0,+00) an €N O

Poznamka 6.5.6. Neni obtizné dokézat, %e je-li g inverzni funkce k exponencidle, plati

pro ni

lim 9(y) =1.

y—11, -1

Oznadime-li exponencidlu f, pak f(0) =1, a tedy g(1) = 0. Déle po dosazeni © = g(y)
plati pro z € R\ {0} a y € (0,00) \ {1}

fl@)—1 _ fla@) = fle(1)) _y—1

T a(y) g(y)

Odtud vyplyva
9) _ 9(y)

. x _ 9) A
L=l =1~y =1 S TG0 - Fe(D)

podle Véty 4.4.1 o limité slozené funkce, nebot g je spojitd a (f(z) — 1)/x lze spojite

roz&itit do bodu 0. ‘ o o N
Nyni jiz vime, Ze inverzni funkce k exponencidle vyhovuje funkciondlni rovnici

g(zy) = g(@) +gly),  w,y€(0,00), (6.9)
a podmince
T ICI (6.10)
z1qg —1

Podminka (6.10) je pfitom ekvivalentni s podminkou g(z) < 2—1pro v§ec.h'na z € (0, 00).
D4 se dokdzat analogické tvrzeni jako to, kterym jsme zavedli exponencidlu:

Véta 6.5.7. Ezistuje prdvé jedna funkce g : (0,00) — R, kterd wvyhovuje funkciondlni
rounici (6.9) a podmince (6.10).
Bylo by zbytetné se snazit dokazovat krok za krokem analogicka tvrzeni jako v pii-

padé exponencidly, spokojime se s konstatovanim, Ze to jde. Je mozZné si Pfedstawt, ze
by z n&jakych divodi bylo vhodné zatit vyklad od logaritm® a na nich si ,odpracovat
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vie“. Pak se exponencidla zavede jako inverzni funkce k pfirozenému logaritmu. Také
tento postup lze nalézt v literatufe, viz nap¥. [1].

Je uzitetné zdiiraznit, ze log je takové funkce, kters po zderivovani dava funkci 1/,
z € (0, 00); jak uvidime, toto indikuje dalsi postup, jak lze pomoci funkece 1/x definovat
prirozeny logaritmus. K nému vsak nemdme jesté vybudovino potiebné teoretické zazemi
a nebudeme se mu vénovat ani pozdéji.

Jak si Ctendr jiz jisté povsiml, symbol log znadi v tomto textu vidy pfirozensj loga-
ritmus, ktery se Casto znadf téz lg nebo In. V naSem vykladu vystupuje prakticky stale
jen pfirozeny logaritmus, neni tedy potfeba ,mezi logaritmy“ rozligsovat. Je viak t¥eba
vztah k ostatnim logaritmickym funkcim vymezit.

Exponencidla a pfirozeny logaritmus jsou i dnes, kdy se upousti od uZivani
logaritmickych tabulek, nesporné velmi dileZité, a to i na stfedodkolské tirovni.
Jsou vSak také klicem k definici dalSich funkci. Pfipomeiime nejprve vyznacéné
hodnoty pro funkce exp a log. Je exp0 = 1 a expl = e. Proto logl = 0 a
loge = 1.

Definice 6.5.8. Pro kazdé a € (0,00) a kazdé b € R definujeme
a’ :=exp(bloga) . (6.11)

Déle definujeme pomoci (6.11) pro kazdé a € (0, 00) obecnou exponencidlni funkei
vztahem

a®:z - exp(zloga), zeR. (6.12)
Cislo a nazyvame zpravidla zdklad exponencialni funkce. Podobné definujeme opét
pomoci (6.11) pro kazdé a € R obecnou mocninu vztahem

z* x> exp(alogz), =z € (0,00). (6.13)
Poznamka 6.5.9. Snadno dokéazete, Ze funkce a® vyhovuje funkcionalni rovnici
(6.3), obecné vak nikoli jiz podmince (6.4). Presto lze viak pouzit Lemma 6.3.1
a tak dostat zakladni viastnosti obecné exponencidly. Pro Eulerovu konstantu e
pak plati

e =expz, Tz€R,

coz ukazuje vztah k tradi¢nimu znaceni exponencidly. V naem piipadé jde o dii-
sledek definice obecné exponencidlni funkce.

Poznamka 6.5.10. V Definici 6.5.8 se definuje vyraz a’ pro kazdé a € (0,00)
a kazdé b € R. My jsme v8ak jiZ definovali napf. o™ pro n € N apod. Jsme proto
povinni ukdzat, Ze tato nova definice jiz uzitou definici rozsifuje, aviak nekoliduje
s ni. Ozna¢me na okamzik nové definovanou mocninu a”n. Pak pro a € (0, 00)
plati

a"n = exp(nloga) = (exp(loga))" = a"
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. . , L e s
Z4pis ptisobi pongkud nezvykle, zacali jsme vSak od ,nové definice® a skoncvl’li u f,e,
kterou jsme dosud uzivali. Jde tedy opravdu (na intervalu (0, o0) ') o rozsifeni a
tak lze uzivat oznageni, na néz jsme zvykli.

P#iklad 6.5.11. V pribéhu vykladu jsme odvodili vzorce pro derivovani. Plati

(") =exp'(z) =¢", z€R, ataké log'(z) =1/z, =z €(0,00) .

)
Pro viechna z € R dale plati
(@®) = (e* log“)l =98 oga = a” loga .

Odtud vyplyvéa, ze pro viechna a # 1 je exponencidla o zékl_adu a spojita f‘unkce,
kters zobrazuje R na interval (0,00). Pro a > 1 je tato funkce rostoucvl a pro
0 < a < 1 je klesajici, avSak ve vSech téchto piipadech je prostd. Proto vZdy pro
a >0, a # 1 existuje inverzni funkce k a®.

Definice 6.5.12. Je-li exponenciélni funkce a* o zdkladu a prosta (tedy a’# 1),
nazyvame funkei k ni inverzni obecnym logaritmem, resp. logaritmem o zakladu

a; znadime ji log,.
Piiklad 6.5.13. Je zicjmé, e pro funkce log, plati
log, : (0,00) =+ R .

Pro @ > 1 jsou tyto funkce rostouci, pro 0 < a < 1 jsou klesajici. Snadno lze
pomoci Lemmatu 6.4.4 pro kazdé = € (0,00) dokézat vzorecek

loga(z) = rloga

P#iklad 6.5.14. Odvodime jedtd pfevodni vzrahy mezi logaritmickymi funkcemi. Je-li
a,b € (0,00)\ {1}, ozna¢me ¢ :=log, =, * € (0, 00); potom plati

log, = = log, (a¥) = ¢log, a = log, zlog, a ,
a tedy plati

log, =
= —— x € (0,00) .
log,, = oz, 0’ (0,00)
Pi#iklad 6.5.15. Snadno se d4 opét dokdzat, Ze funkee log, vyhovuje funkcionél)ni rov-
nici (6.9), obecné vSak nikoli jiZ podmince (6.10). Lemma 6.5.5 popisuje zakladni vlast-
nosti obecného logaritmu. Pro Eulerovu konstantu e a pro logaritmy plati vatahy

log _
log, z =logx , log,t = Toga ' z € (0, 00)
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Priklad 6.5.16. Ovéfte derivovanim platnost vzorct (jde o dva vzorce)

(loglz + Va2 £1]) = (Jm)‘l 1

?oznamenejme, ze ve vzorci se znaménkem ‘4’ je absolutni hodnota zbytedns a
Ze vzor 3 ‘=’ i I j ‘
orec se znaménkem plati pro pfipad, kdy je |z| > 1.

’ J(ihkoi Jjiz vime, co je log, ukdZeme si souvislost této funkce s harmonickou fadou
Vagné l1ze problém vyjadrit otdzkou, jak rychle diverguje harmonicks fada. -

Ptiklad 6.5.17 (Euler 1740). Jednoduchou aplikac{ Lagrangeovy véty dostaneme

1
e <log(n+1) —log(n) < ol (6.14)
Jestlize nyni oznaéime
1 1
an:1+_+"'+_“‘l = 1 1
2 n—1 o8 bn—1+2+'“+”_1+;—10g7l,
dostaneme pomoci (6.14)
an+1—an=l—logn+l>0 b — b, = ! ntl
n " ) n+1 n =1 log ~ < 0.

Protoze dale plati b, —an = 1/n, miZeme uplatnit princip vloZenych intervald a definovat
7y = lim L2+t — ~
: 5 Tt logn) = m [0, by ]
n=1

CI.SIO ¥ fe 1’1azyv.é‘ ’E'ulerova nebo Euler-Mascheroniova konstanta. Pozdé&ji, v souvislosti
S 1)ntegra1mjn l(rltfirlem, které ndm umozni tuto situaci krdsné zviditelnit, snadno Il;),—
hlédneme, Ze plati v € [1/2,1]. Plat{ v = 0, 5772156649 .. ..

Piiklad 6.5.18. Definujme

sinh x tol cosh x
cotgh :=
coshz ’ &

tghz := .
sinh x

Tyto funkce se nazyvaji hyperbolicky ckif
( yperbolicky tangens a hyperbolicky kotangens 'te si s
mostatné jejich zdkladni vlastnosti. ’ gens. Odvodre st sa-

6.6 Goniometrické funkce

Dzﬁ(;: zavedeme ggpmmetncke funkce. DokaZeme v8ak podstatné méné; budeme se
za, Xvat pouze jejich vlastnostmi, ale nedokdZeme zatim jejich existenci a jedno-
Zn I v 2 - v 7 - Vw7 . ) ’ : .. L
acnost. ’V tevto cgstl budeme pouzivat i vyssich derivaci funkce. Definujeme je
rekurentnim predpisem. ' N
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Definice 6.6.1. Vyssi derivace definujeme (jako funkce) rekurentné. Protoze vét-
5 potet ¢arek neni vzdy prehledny, uzivame alternativni zapis: piseme f', f", ale
tasto £ misto f' atp. Definujeme (jde opét o typ induktivni definice)

FotD) = (F) . neN.

Klademe tedy f©@ = f, fO = f, f® = () = f" atd. Je-li I C R interval,
pak f € C*)(I) znamené, ze k-t derivace je definovana na I (v krajnich bodech
eventuilné jednostranné derivace) a je to spojitd funkce na I. Misto f € CO(I)
piseme pouze f € C(I). Z predchoziho vime, ze C(I) je linedrni prostor; snadno
nahlédneme, ze i C¥(I) je linedrnf prostor. Je-li konecné f € C¥)(I) pro viechna
k € N, piseme f € C(*)(I). Talké €(>)(I) je ziejmé linedrni prostor.

Priklad 6.6.2. Jelikoz pro derivovani exponencidly plati

! " 1"
exp = exp =exp =exXp =...,

znamend to, Zze exp € C (0)(IR). Také polynomy jsou funkce z C(°) (R). Snadno téz
nalezneme piiklady funkci z CH(R) \ CHHD(R).

Obrafme nyni nasi pozornost ke goniometrickym funkeim. Vybér vhodnych
funkcionalnich rovnic neni jediny moZny. Tak napfiklad bychom mohli pouzit
tzv. d’Alembertovy rovnice

fz+y) + fle—y=2f@)fly), zyeR, (6.15)

a snazit se pomoci ni zavést funkei cos. Ziejmym FeSenim (6.15) je funkce f = 0.
Pokud hledame netrivialni TeSeni, pak ze standardniho triku (dosazeni y = 0)
dostavame 2f(z) = 2f(z)f(0), tedy pro kazdé netrivislni feseni plati f(0) = 1.
Dosadime-li do funkciondlni rovnice (6.15) = = 0, vidime, ze pro kazdé feSeni
(6.15) plati

fl) = f=y), yeR.

Odtud plyne, Ze kazdé feseni této rovnice je sudd funkce. Jestlize dale vylou¢ime
fegeni f = 1, pak jedind spojita fedeni rovnice (6.15) na R jsou tvaru (a € R)

f(z) = cosax , f(x) = coshax ,

coz dokézal jiz Cauchy v r. 1821. Jestlize budeme piedpokladat, Ze feSent jsou
hladka (napi. existuje druhd (vlastni) derivace f "(x) viude v R), dostaneme dvo-
jim zderivovanim rovnice (6.15) podle proménné y rovnici

Fla+y)+ [M@—y) =2f@)f" W), wyeR,
kterd po dosazeniy =0 a zkraceni nabude tvaru

f' (@) = f"(0)-f(x)
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resp. "' —ky = 0, kde k = f"(0). Tento vysledek si pouze zapamatujeme pro poz-
dé&jsi dobu. Pfi zavddéni goniometrickych funkei si uvédomime, Ze jiz na st¥edni
Skole jsme poznali Ffadu vzorcil, ve kterych tyto funkce vystupovaly. Piitom se
v8echny tyto vzorce daji snadno odvodit z malého poétu zékladnich formuli.
S ohledem na dalsi cile budeme postupovat tak, Ze za determinujic funkcionélni
rovnice zvolime dvojici rovnic

oz —y) = clz)ely) + s(z)s(y) ,  zyeR,
s(x —y) = s(@)ely) —clx)s(y) ,  @yeER,

s omezujici podminkou pro funkei s, kterd je analogickd podminkam, s nimiZ jsme
jiz pracovali:

lim 5(x)
z—=0 x

=1. (6.16)

UkaZzme si, jak odtud vyplynou zdkladni vlastnosti funkci sin a cos. Ty tvoii
jedinou dvojici spojitych funkei, které jsou feSenim uvedenych rovnic a vyhovuji
pfedchazejici podmince.

Odvozeni vech zakladnich vlastnosti obou funkei je delsi a sestdvd se z fady
vzdjemné provazanych krokd. Postupné odvodime fadu elementdrnich poznatk
o funkcich sin a cos (zatim je znacime s a ¢); tyto poznatky budeme pii v¥poétech
pouzivat, teprve pozdéji vak ukdZeme, jak se dokdze existence a jednoznanost
goniometrickych funkei. Nésledujici vétu tedy zatim nedokazujeme.

Véta 6.6.3 (zavedeni goniometrickych funkei). Existuje pravé jedna dvoji-
ce funkei na R, které vyhovuji rovnicim

clx —y) = c(x)ely) + s(z)sly) z,y€R, (6.17)
s(o - 9) = s(@)ely) — c(@)sy) . wmy R, (6.18)

a podmince

lim 5()
x—0 T

=1. (6.19)

Tyto funkce nazgvame sinus a kosinus (oznaceni: sin a cos).

Poznamky 6.6.4 (Vlastnosti funkei sin a cos). Funkce s a ¢ maji nasledujici
vlastnosti (budeme je odvozovat a popisovat zdroveii):

1. Ze symetrie pravé strany rovnice (6.17) v proménnych = a y plyne rovnost
c(x ~y) = = c(y — ), coZ po dosazeni z = 0 dava ¢(—y) = c(y), y € R, a proto
c je sudd funkce.

2. Funkce s neni konstantni, nebot pak by nebyla splnéna podminka (6.19) (Jimita
by byla rovna 0, nebo by neexistovala); proto existuje zo € R tak, zc s(q) # 0.
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3. Necht funkee ¢ je konstantni (= K); pak dostdvame K = K +s(2)s(y), z,y € R
a po dosazeni z = xg

s(y) = (s(mo)) (K —K*), yeR.

Funkce s je ale nekonstantni a nalezeny spor ukazuje, Ze také funkce ¢ neni kon-
stantni.

4.7 (6.17) dostévame dosazenim —y za y s pouzitim pfedpokladu, ze funkce s je
sudé, pro c¢(z — (—y)) = ¢(z + y) rovnost

c(z +y) = c(z)e(—y) + s(@)s(-y) = c(@)c(y) + s(z)s(y) = c(z —y)

ze které vyplyvé dosazenim y = z rovnost ¢(2z) = ¢(0) platnd pro véechna z € R.
Byla by tedy c konstantn{ funkce. Nalezeny spor ukazuje, Ze funkce s neni suda,
existuje proto z; € R takové, e plati s(z1) # s(—z1) a lze piedpoklddat, Ze

S(.’Iil) 7é 0.
5. Protoze plati

clx—y) = cl@)e(y) +s(@)s(y) , ey —2) = c(y)e(e) + s(—y)s(=x) ,
dostavame odtud s vyuzitim faktu, Ze ¢ je sud4 funkce, rovnost
0 = s(z)s(y) — s(~)s(~a) | (6.20)
ktera plati pro viechna z,y € R. Z ni plyne po dosazeni x za y rovnost
s(z)s(x) — s(—z)s(—x) =0, resp. (s(—z)—s(x))(s(~z) +s(z)) =0.
Protoze podle bodu 4. plati s(—=z1) — s(z1) # 0, plyne odtud
s(=z1) +s(z1) =0, resp. s(—z1)=—s(1)#0.

Dosazenim z; za y do (6.20) dostaneme rovnost s(—z) = —s(z) pro vsechna
z € R, z ¢ehoZ vyplyva, ze s je lichd funkce; specidlngé je s(0) = —s(0) = 0.

6. Dale plati
s(z) = s(x — 0) = s(z)c(0) — ¢(x)s(0) = s(2)e(0),

a proto s ohledem na s(z;) # 0 dostavame ¢(0) =

1.
7. Rovnéz plati 1 = ¢(0) = c(x — z) = c(z)c(x) + s(x)s(z), tedy
2y + )y =1, rER.

s(z)] < 1, |e(x)] < 1 pro vSechna x € R; funkce s

8. Z bodu 7. plyne specidlné
a ¢ jsou proto omezené.
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9. S pfihlédnutim k bodtim 1. a 5. dostavime

c(z +y) = c(z)c(y) — s(x)s(y), resp. s(z+y) = s(x)ely) +c(z)s(y),
odkud specidlné dostavime ¢(2z) = ¢*(x) — s?(z), s(2z) = 2s(x)c(x).
10. Uké4Zeme, zZe funkce s a ¢ maji vude v R vlastn{ derivaci: pro libovolné zvolené

z € R plati (v pribéhu vypoctu pouzijeme rovnost c(h) = ¢*(h/2)—s>(h/2), a také
rovnost z bodu 7.)

SI(:L') = lim M = lim 5(‘1)6(}1> + C(.’L’)S(/l,) — S(:I,')
h—0 ) h—0 I
i M) =D ) _ o (1)

h—0 h h—0 h ( h—0 I

. hj2)\*
= —s(x) IILIH%)(S(h/é )> M2y +c(z) 1= —=s(z)-1-0+c(x) = c(z),

©) lim sth) _

a proto je s'(z) = ¢(x), v € R. Podobné se dokdze rovnost ¢/ (1) = —s(x), + € R.
11. Funkce ¢ a s maji vlastni derivace viech ¥adi, takze s, ¢ € C(>),

12. S ohledem na ¢(0) = s'(0) = 1 a spojitost vidime, e funkce s je kladnd na

néjakeim intervalu (0,p) 7, a protoze plati ¢/(z) = —s(x), je ¢ klesajici na (0, p).
Vypoctéme hodnoty derivaci funkee ¢: ¢(0) = 1, ¢/(0) = —s(0) = 0, ¢"(0) =

——c>(03 =—1,c"(0) = 5(0) =0 a "(0) = ¢(0) = 1. Pro funkci ¢ plati pro viechna
g" —

22 22 gt
1—§§C(l)§1—§r+z
Tyto nerovnosti lze dokdzat elementdrnimi prostfedky slouzicimi k vySetfovani
pribéhu funkeci. Nynf si stadi povsimnout, Ze polynom vpravo nab}'/vzi v bodé 2
zdporné hodnoty, a tedy platii ¢(2) < 0. K ditkazu existence nejmensgiho kladného
nulového bodu funkce ¢ vyuZijeme vétu o spojitém obrazu intervalu. I na stiedni
gkole by $lo tento krok obejit, ale nepovazuji to za Glelné; viz [10].

Nejmensi kladné ¢islo, v némz funkce ¢ nabyvd hodnoty 0, oznaéime a; z uve-
denych nerovnosti je miZzeme snadno i odhadnout; snadno zjistime, ze plat{ ne-
rovnosti /2 < o < (2(3 — V32 Je s(a) = 1, piidems s roste na (0, ).

13. Déle plati

c(z —a) = e(z)e(a) + s(z)s(a) = s(x)
a tak postupné dostancme
cle + ) = —s(z) s+ a) =c(z) ,
ol +2a) = —s(w+a) = —c(z) cle +4a) = —c(e + 20) = ¢(x)
s(z +2a) = c(o + a) = —s(x) s(a +4a) = —s(w + 20) = s(x) .

7) . . . Fa e . . s -
) Maximalni interval této vlastnosti souvisi s ddle uvedenou definici .
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Vidime, Ze funkce c a s jsou periodické s nejmensi kladnou periodou 4c; poloZime
7 := 2a. Toto je pro nas definice 7. Plati c(a) =0 = ¢(3a), a proto se ¢ anuluje
pravé ve viech bodech mmoziny {(2k + a; k € Z}. Podobné dostaneme popis
mnoziny viech nulovych bodi funkce s; je to mno¥ina {2ka; k € Z}.

Poznamka 6.6.5. I kdy# jsme dokézali mnoho vlastnosti goniometrickych funkei
sin a cos, dosud nam chybi dikaz jejich existence a jednoznacnosti. Ten prove-
deme pozdéji mnohem snéze jinymi prostiedky. V kazdém piipadé teprve potom
moFeme nazvat Feseni rovnic (6.17) a (6.18) spliwjici podminku (6.19) sinus a ko-
sinus. Existenci a jednoznaénost funkei sin a cos lze dokazat pomoci jejich rozvoji
v mocninnou fadu, pomoci elementérni{ teorie diferencidlnich rovnic apod.

Definice 6.6.6. Pomoci funkei sin a cos definujeme dalsi funkce

sinx cos T
tgx = , cotgr = — .
coS T sin x

Funkee tg je definovana na mnozing R\ {(2k + 1)7/2; k € N}, funkece cotg je
definovana na mnozing R\ {km; k € N}. V obou piipadech se odetitaji mnoziny
viech nulovych bodl funkei, vystupujicich ve jmenovateli. Oznaceni funkce tg
¢teme ,tangens“ a funkce cotg ,kotangens®.

Poznamka 6.6.7. Nékdy se zavaddji funkce sec (= 1/ cos), jejiz oznaleni Cteme
,sekans® a cosec (= 1/sin), coZ ¢teme kosekans“). Pro nds nemaji vétsi vyznam
a nebudeme se jimi podrobné&ji zabyvat. UkdZeme si vSak, jak se daji odvodit dalsi
souttové vzorce. Pracujme napf. s funkei tg. Plati

sin(z £y) sinxzcosy+coszsiny tgx £tgy

tglz £ y) = = =
gz +y) cos(zr £y) cosxzcosyFsinzsiny 1rtgztgy’

(6.21)

pokud oviem jsou definovany vsechny v rovnici vystupujici vyrazy.

Pi#iklad 6.6.8. Limity, které se vyskytovaly ve vétdch o zavedeni funkci exp a
sin, se vyskytuji ¢asto v piikladech. Tak napf.
exp(sinz) — 1 — lim exp(sinz) — 1lsinz lim exp(sinz) — 1 . sin x

lim - - im =1.
-0 €T z—0 s x =0 s z—0 I

Kromé tvrzeni o limité soudinu jsme pouzili i Vétu 4.4.1.

Poznamky 6.6.9. 1. Budeme ¢asto pouZivat Bolzanovu vétu o ,Spojitém obrazu
intervalu® (Véta 4.3.36), na které spo¢iva urceni defini¢niho oboru vySetfovanych
inverznich funkci.

2. Funkce sin, cos a tg nejsou prosté. Existuji viak intervaly, na nichZ prosté
jsou a tyto intervaly jsou ,maximalni®. Na nich budeme hledat k témto funkeim
funkee inverzni. Aviak i takovych intervald je vice a my si z nich vybirame tak,
aby p¥islugné inverzni funkce byly co nejjednodussi.
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3. Tak napt. funkee sin je prost4 na [—=/2, 7/2], je na tomto intervalu rostouci
a spojita, a ma tam vlastni derivaci. K tomu nyni opét pouZijeme jiz dokizans
lemmata o inverznich funkcich.

Priklad 6.6.10. ProtoZe sin : [—7r/2,7/2] — [—1,1] a nabyvé na tomto inter-
valu obou extrémnich hodnot, je
sin: [-n/2,7/2] 3 [-1,1],

nebot sin je spojita funkce. Vime té%, e sin je na tomto intervalu rostouci a ma,
na ném vlastni derivaci. Ta je nenulova, v krajnich bodech ma sin pouze jedno-
stranné derivace, které jsou rovny 0. Proto je inverzni funkce, kterd se znadf arcsin
(¢teme ,arkus sinus“), definovana na intervalu [—1, 1], je tam rostouci a spojit,

arcsin: [—1,1]128 [—7/2,7/2]
av (=1,1) plati

-1
arcsin’ (y) = ( 1- y2>

Casto se vzorec piSe ve tvaru (arcsiny)’ = ---; v¥znam tohoto zjednodugeného
zapisu je zfejmy. Odvodime posledni vzorec; ozna¢me Yy = sinx a spoltéme

1 = (z)' = (arcsinosin)'(z) = arcsin’(y) - cosz =
= arcsin’(y) - V'1 — sin® z = arcsin’(y) - /1 — 42 .
Pozndamka 6.6.11. Funkci arcsin miiZeme vyuZzit k popisu feSeni rovnice sinz = g,
uritd opatrnost je véak nutni. Je-li y € R\[ —1,1], rovnice nem4 ¥eseni. Pro ye[-1,1]
v8ak takovych FeSeni existuje nekonecné mnoho a rovnice z = arcsin Y popisuje pouze
jedno z nich. Situace je proto sloZit&jii: z je Fefenfm rovnice, privé kdyz je
z € {arcsiny 4 2km; k € Z} U {— arcsin y + (2k + Dm keZ}.

Inverzni funkce k sin na jiném (maximalnfm) intervalu, na kterém Jje funkee sin prostd,
neni arcsin, ale funkce podobné: napt. pro restrikci sin na interval [7/2,37/2] je to
funkce m — arcsina a pro restrikci na interval [37/2, 57/2] je inverzni funkci funkce
arcsin z + 2.

Priklad 6.6.12. Necht arccos (éteme ,arkus kosinus“) je inverzni funkce k funkci
cos na intervalu [0, 7]. Potom je na intervalu [ —1, 1] funkce arccos ziejmé spojitd,
klesajici a plati

-1
arccos' (y) = — (\/1 - y2> , yE(=L1).

Tento vzorec se odvodi analogicky jako vzorec pro derivovan{ funkce arcsin. Dale
plati

arcsing + arccosz = 7/2, z € [-1,1]. (6.22)
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K tomu staéi zjisténi, e vyraz na levé strané rovnice méd na intervalu (—1,1)
nulovou derivaci, takze je to konstantni funkce.

Pozniamky 6.6.15. 1. Pfipomenme, Ze derivace funkce sin, tj. cos, je nenulova
na. intervalu (—m/2,7/2), takZe vypolet derivace funkce arcsin pomoci derivo-
vani slozené funkce byl korektni. Podobné i pro funkci arccos existenci derivace
zarucuje opét Lemma 6.4.4 o derivovani inverzni funkce.

2. Mame-li tedy zavedenu funkei arcsin, neni jiz zavedeni funkce arccos s ohledem
na vztah (6.22) tak naléhavé dilezité. UziteCnost této funkce souvisi totiz prevazné
s hledanim takové funkce, kterd po zderivovani da 1/4/1 + 22.

3. Jednostranné derivace funkei arcsin a arccos krajnich bodech intervali, na nichz
jsou definovany, jsou nevlastni a lze je spocitat podle Pozndmky 6.4.6. Pozdéji si

vews

v Kapitole 7 ukdZeme pohodInéjsi zpisob vypocttu; viz Véta 7.1.2.

Poznamka 6.6.14. Vzorci typu arcsin(z + y) = ..., podobnymi sou¢tovym vzorcim
pro goniometrické funkce, se nebudeme zabyvat; zajimavéjsi je situace s trochu odliSnymi
vzorci typu arcsinz + arcsiny = .... Jeden na ukdzku odvodime. Z rovnosti, platnych
pro z1,z2 € (—1,1)

. . B P
y; =arcsinz) (resp. sinyy =z1, cosy =4/1—21) a

)

™

12 = arcsin sz (resp. sinys = x2, cCosyr =+/1— a;

o

B

dostaneme pomoci vztahu
sin(y; + y2) = siny1 cos y2 + cos y1 sinyz

mechanickym vypoc¢tem hodnot arcsin vyrazii na obou strandch rovnosti po dosazeni

: ; : / 2o 1 a2 =
arcsin z; + arcsin zz = arcsin (z1y/1 — o} + 224/1 —2}) =

=:arcsin (Z(z1,z2)) .

" rovnost

Ta vSak plati pouze s jistymi omezenimi. Hodnoty arcsin tvoii interval [—m/2,7/2]
a soudet dvou takovych hodnot vyplni interval [ —m, w]. Proto je téZ nékdy odlisny od
Z(xz1,x2). Spokojime se pouze s vysledkem, detailni odvozeni nebudeme provadét:

arcsin Z{z1,x2), pro (zi1zx <0)V (:I:i-f—x% <1),
arcsin 21 -+ arcsin &y = 7w —arcsin Z(x1,x2), pro (zi,z2>0)A (”I‘I} + ’Li >1),
—m —arcsin Z(x1,x2), pro (z1,x2 <O0)A(zi+z5>1).

P#iklad 6.6.15. Funkce arctg (¢teme ,arkus tangens“) je definovdna jako in-
verzni funkce k funkei tg na intervalu (-7 /2, 7/2). Zformulujeme désledky doka-
zanych tvrzeni pro tuto funkci: plati

arctg : RB (—7/2,7/2) .
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Funkce arctg je rostouci a je

arctg’(y) =1/(1+4?), yeR. (6.23)

Ukilzn}e si pouze odvozeni posledniho vzoretku: lze pouZit vzorce pro derivovani
slozené funkce (obé sklddané funkce maji vlastni nenulové derivace) a je

1= (z)" = (arctgotg)'(z) = arctg'(y) - (cos’ z)~! =

sinz  cos?z

= arctg’(y) - ( ) = arctg'(y)(y* + 1) .

cos?r  cos’zm
Poznamenejme, Ze opét je b&zny zapis (6.23) ve tvaru (arctgy) = ---

PI lklad 6.6-16- Anl funkCe arctg neni na pre h €] \% -
g dC az IClCh hlllk( 1( h nezav Sla I 0 VS
( ) I SeCh

arcsin z = arctg —

V1—x2

To lz.e dolfézat Jjiz standardnim postupem: zderivujeme-li rozdil funkci na obou stranich
rovnice, vidime, Ze je konstantni (derivace je rovna 0). Aviak obg funkce nabyvaji v b:)dé
0 hodnot‘y 0, je tedy tato konstantni funkce rovna také 0. Pro tvar svoji derivace je funkce
arctg uziteCnd pfi hledani tzv. primitivnich funkei, s nimiz se setkate v Kapitole 8 )

Itoznamka 6.6.17. Inverzni funkce k funkci cotg na intervalu (0,7) se znagi arccotg
¢ ’ T it z .

(¢teme ,arkus kotan.gens‘) a neni piili§ zajimavd. Snadno si samostatnd dokizete, Ze

arccotg : R — (0, 7) je spojitd, klesajici funkce, pro kterou plati na R ’

arccotg’(z) = —1/(1 + z7) .
Stejné snadno dokaZete vztah
arctg x 4+ arccotgz = 7 /2 .

lIi’toleamka 6..6.18. Snadno ovéfime, ze také funkce sinh je rostouci spojita funkce na R
. . v . ’ : )
’era zolg{az,uje R na} R. Existuje tedy opét inverzni funkce, kterd se znadi argsinh. Jeji
vyznam tkvi ve vztahu k jinym funkcim; vypoétem jeji ive Ani Kl:
jeji derivace a srovné: s Prikla-

dem 6.5.16 dostaneme totiz , i s P

(argsinh z)’ = (log(z + m)/ _ 1/(m) ,

pro Qa131 vyklad VVS"ak stadi si zapamatovat pouze ekvivalentni vyjad¥eni funkce pomoci
logaritmu, resp. pfimo vzorec z Piikladu 6.5.16 ‘

(log|a + /x> :l:1|)' = (V2 £ 1)_1.

' onznz’lrflenejme)z na zaveér, Ze zavadéni elementdrnich transcendentnich funkei na firov-
ni ftreflru 1 vysoké 8koly je vidy slozitym pedagogickym problémem, nebot je nutné je
z ruznych divodl zavadét zpravidla diive, nez je k dispozici potfebné7 teoretické z;i7emjij
podrobnéji viz [10]. Postup, ktery jsme zvolili, neni nejkratsi, pouziva viak aparat, s ;1im%
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se vyspélejsi stfedoskoldk mize seznamit. Jeho dali pFednosti je, Ze se lze odvolat na
v¥echny vlastnosti goniometrickych funkci, zndmé ze st¥edni gkoly, kde se odvozuji vzorce
pravé z t&ch vztahd, které jsme uzili v definici. Doporuujeme ¢tendii, aby si samostatné
sestavil nap¥. tabulku derivaci zavedenych funkei. Souddsti tohoto iikolu je vytvoreni
vlastniho systému a mnemotechnickych pomicek k zapamatovani, vlastni tabulka pak
nemd jiz velikou cenu, nebot ¥adu vzorci je nutno umét zpaméti.

Historické poznamky 6.6.19. Klasifikace a terminologie, kterou jsme uvedli (moc-
niny, polynomy, raciondlni funkee), pochézi od LEONHARDA EULERA (1707 — 1783).
Transcendentni funkce, které jsme zavedli, se objevily velmi ddvno ve formé tabulek.
U CLauDIA PTOLEMAIA (asi 100 - asi 178), ktery navédzal na babylénsks astronomicka
pozorovan{, nachdzime tabulky délek tétiv kruznice. Pokusme se struéné naznadit, co

znamena zapis
tet 36° = 377 4’ 55" .

V kru#nici o poloméru r (naértnéte si obrazek) uvazujme tétiva AB piislusnou stfe-

dovému thlu £ASB = 2a; jeji délka tet 2a vyjadfend ,v Sedesdtinich poloméru r“ je
tedy

gre 2y 5 ) L
60 ' 60-60/ 60°
Oznatme C stied tétivy AB. Pak, jak snadno nahlédneme, plati rovnosti
sin @ = BC/BS = AB/2r = (tet 2)/120 ,

takze tabulky délek t&tiv byly v podstaté tabulkami goniometrickych funkef. Ptolemaios,
jeho? hlavni dilo Syntezis mathematica je znamé&jsi pod ndzvem arabského piekladu Al-
magest, mél takové tabulky s krokem piul stupng pro rozmezi 0° — 180°. Je pravdépo-
dobné, Ze vzorem jeho tabulek byly tabulky HIPARCHOVY (asi 180 — 125 pied n. L),
které se viak nezachovaly. Poznamenejme, Ze obecny vyznam periodicity funkei si uvé-
domil patrné v celé $ifi teprve HENRI POINCARE (1854 — 1912), ktery ji téz podrobnéji
studoval.

Jiz v avodni kapitole jsme reprodukovali Archimedovy vypoéty vedouci k odhadiim
gsla, 7. Zde jen poznamenejme, Ze napf. Euler udivi na zékladé vypocti, které provedli
difve jini, 7 na vice ne% 100 desetinnych mist (s chybou na 113. mistd). Vzorce, které
jsme pouzili k definici goniometrickych funkei, tj. v podstaté souftové vzorce pro sin
a cos, uvadeji jiz Ptolemaios cca v r. 150 a pozdéji také JouANN MULLER (REGIOMON-
TANUS) (1436 — 1476). FRANCOIS VIETE (1540 - 1603) znal jiz vzorce pro sin nx. Termin
trigonometrie pochdzi od BARTOLOMEA PITISCA (1561 — 1613).

O vzuik prvnich logaritmickych tabulek se zaslouzili viestranné nadany skotsky Slech-
tic JouN NAPIER (1550 — 1617), §vycarsky jemny mechanik, hodind¥ a vypoctar JosT
Birar (1552 — 1632) a anglicky matematik HENRY BRIGGS (1561 — 1630), mezi zminé-
nymi jediny ,profesional®. Jejich idea usnadnéni vipolti se viak objevovala jiz diive.
Tak napt. poétdf PAaul WITTICH (? - ?), ktery pracoval v r. 1582 na Hvaru si praci
na vypoétech pro danského astronoma TycHO DE BRANE (1546 — 1601) usnadhoval pfi
nasobeni uzivinim vzorecku

1
sinzsiny = 3 [cos(z — y) — cos(z +y)] -
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Pfipomefime si, e Tycho de Brahe Jje pohiben v Praze v Tynském chramu ® . Biirgi
provadél slozité astronomické vypocty pro JOHANNA KEPLERA (1572 — 1630). Biirgiho
tabulky byly publikovany r. 1620. To vSe se odehravalo v dobé kritce pied objevem
prvniho (mechanického) poditaciho stroje, ktery navrhl a skuteénd i zkonstruoval r. 1642
Braisg PAscaL (1623 - 1662).

Musime se jesté podrobnéji zminit o Keplerovi, ktery ptisel r. 1600 do Prahy a stal
se po smrti Tycho de Brahe dvornim hvézdd¥em Rudolfa 1L Kepler pouzival Napierovy
tabulky od r. 1614; velmi mu usnadnily numerické vypocty. Kepler pozdéji sdm vydal
Jiné logaritmické tabulky r. 1624, zpo&atku patrné silné zavislé na Napierovych (srv. [5]).
I kdyz Kepler uéinil v Praze mnoho objevi, po smrti Rudolfove r. 1612 odesgel, patrné
z ndboZenskych diévodd, z Prahy do Lince. Mnoho dalgich informaci o historii logaritm®
lze nalézt napi. v [5] a také v [9].

NaSemu pfistupu pfedchézely jiné zplsoby zavedeni elementdrnich funkci, které se
objevily napf. jiz v pracich Isaaca NEWTONA (1642 - 1727). Exponencialu Jjsine zavedli
kombinaci zpisobil, které maji koren v postupech Eulera a Louise AucusTina CAU-
CHYHO (1789 - 1857). FLORIMON DEBEAUNE (1601 - 1652) zformuloval geometricky ji%
v r. 1638 tlohu o kfivce, jejiz tedna v libovolném bodd ma4, smérnici rovnou hodnotd
funkce v tomto bodé. Piestoze tloha vzbudila zdjem prednich soudobych matematikii,
teprve GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716) navrhl jeji fedend.

Euler se zabyval tlohami typu , Jestlize velikost populace v jisté oblasti varistd rocné
o jednu tficetinu a &ni v urditém roce 100000 obyvatel, jokd bude jeji velikost po 100
letech” (tato je z prace z r. 1778), které ho dovedly aZ ke zkoumdni vyrazi tvaru

1+w)¥

kde w je malé a IV velmi veliké (kladné) ¢islo. Srovnejte s ukizkou z Poznamky 3.2.7.

Newton (1669) i Leibniz (1676) znali rozvoj exponencidly v mocninnou ¥adu (viz Ka-
pitola 16); zda se, e i termin ezponencidlni zaved] Leibniz. Usiti funkciondlnich rovnic
pochdzi z Cauchyovy jiz mnohokrat citované prace [2] z r. 1821. Za zminku stoji fakt, Ze
aditivni funkce jsou pii splnéni mnohem slabgich podminek, neZ jsme vyse uvedli, line-
arni a tedy ,velice p&kné“. Pokud tento pifpad nenastavd, jsou naopak yvelmi ogklivés,
Historicky prvni funkcionéln{ rovnici tvaru

fla+y) — fle —y) = gla)h(y)

se zabyval kolem roku 1750 JEAN DE LA ROND D’ALEMBERT (1717-1783) v souvislosti
s vySetfovanim chvéni strun. Napsal o funkciondlnich rovnicich t5 prace, z nichZ posleduni
byla vénovdna sklid4ni sil. Z jednoduchych, fyzikalné velmi prirozenych poZadavki,
odvodil ,rovnob&Znikové pravidlo® pro sklddani sil. Pokud se chcete seznamit s tivahami
tohoto typu, naleznete je napt. v [4], str. 33. Pro velikosti sil a thly mezi jejich sméry
dospél k rovnici tvaru

f@+y) =f@)+fly), zyeR,

€0z je, jak jiz bylo fcteno, jedna Cauchyova funkcionalnf rovnice (nékdy se timto ndzvem
oznacuje pravé tato rovnice), a k rovnici

gla+B) +gla—F) =29(x)g(f), a,feR.

8) Jak Brahe tak i Biirgi Zili v Praze, Brahe od roku 1599 do smrti r, 1601 a Bitrgi v letech
1603 — 1622.
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Této rovnici se dnes zpravidla fika d’Alembertova funkcionélni rovnice. Obé tyt.o rovnice
a také dalsi, kterymi jsme se v této kapitole zabyvali, studoval pozdéji S)isitematlcky Ca,uj
chy. JEAN GASTON DARBOUX (1842 - 1917), ktery byl od r. 149,00 §ekretarem fr;{ngouzsk/e
akademie, dokazal jiz r. 1880 nasledujici tvrzeni: KaZdd adu?zm.zv fynk,ce,/ktr?ra je neza-
pornd (resp. nekladnd) pro viechna (dostateéné mald) x > 0, je jiZ linedrni, tj. f(z) = ax
pro jisté a. ) o ] o

Po delsi dobu v8ak nebylo jasné, zda néjaké nespojité aditivni funkce viibec existuji.
Ze tento p¥ipad opravdu nastavd, dokdzal GEORG CARL WILHELM HAMEL'(1877 - 195/4)
az v r. 1905. Rovnici pro aditivni funkce elegantnim zptsobem zobecnil JAN VILEM
PEXIDER (1874 — 1914). Resil rovnici s vice nezndmymi funkcemi tvaru

flz+y)=g(x)+ny), T,y €ER;

podobné se daji modifikovat i ostatni Cauchyovy rovnice. Funkciondlni rovni’ce ’jsou
jednou z moznych partii, které lze probirat v zadjmovych rozgifenich stalldar4111vyy?ky
matematiky. Jak jsme ukdzali, jsou funkcionalni rovnice 1 na této tdrovni velmi uzitecné.
Viz téz [4]. ,

Vztah funkei a jim ,podobnych® fad byl patrné ve své ndzorné podobé znam po-
mérné dlouho; ukdzali jsme si to pro piipad hyperboly popsané funkel f(z) = 1/z a
harmonické fady. Pozdgji se k tomuto vztahu vratime. Poznamenejme, Ze jiz r. 1647 do-
kézal exhaustivni metodou jezuita GREGORIUS A SANTO VINCENTIO (1584 — 166?), ioe
plocha pod grafem vétve rovnoosé hyperboly mé charakteristickou vlastnost logaritmi;
souvislosti s logaritmem si v8ak povSiml teprve o dva roky pozdé&ji jeho Zdk ALFONS
ANTON DE SARASA (1618 — 1667)). Oznaime-li symbolem J,;, pro 0 < a < b obsah
obrazce omezeného primkami a kiivkou o rovnicich y =0, z = a, z = b a 2y = 1,
z € (0,00), plati pro viechna ¢ > 0

Jap = Jea,t0 ;
odtud dostavime pro z,y € (0, 00)
Jiay =Jia+J1y .
Pro f(xz) = Ji,» tak dostaneme funkcionalni rovnici
fley) = f(2) + f (),

Neni to tak obtizné, ¢tendi se o tom muze piesvédCit nahlédnutim do [6]. Vzorec, ktery
objevil NicoLaus KAUFMANN (MERCATOR) (1620 — 1687) v r. 1668 a ktery my odvodime
pozdéji, dava souvislost logaritmu a fady:

z,y € (0,00) .

2 g% gt 4P
log(1+x):w—%+%—j+?—~~
Poznamenejme, Ze existenci integralu k funkci (1 + x)™!, resp. funkce k této fu.nkci
primitivni, neni obtizné dokazat (integruje se monoténni spojitd funkce, nepotfebu,]em(,e
tedy hlubsf vétu o stejnomérndé spojitosti); viz jedté dale. Tudy vede cesta k zavedeni
logaritmu pomoci primitivni funkce. Tento pfistup, ktery propagoviﬂ FrLix KLEIl\j (1849/
- 1925}, byl populdrni v Sedesatych letech tohoto stoleti i u 1};’18, oviem na)vysokosk}olske
firovni; viz [7]. V nejschiidnéjdi formé pres ,plochu pod grafem® je pra.cny, ale zvladnu-
telny i na Grovni stfedni 8koly, napi. v rdmci nepovinné vyuky; srovnej s [6].
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Cesta k elementdrnim goniometrickym funkcim by byla nejschidngjsi prostiednic-
tvim exponenciadlni funkce, av8ak v kompleznim oboru pfes Eulerovy vzorce. Tento pii-
stup prakticky nelze studentim na drovni st¥edni Skoly p¥ibliZit, proto jsme zvolili jinou
cestu. Jejim nedostatkem je fakt, Ze se k existenci a jednoznacnosti dostaneme pozdéji,
pirednosti je soulad s latkou stfedni Skoly. Tak odpada zdlouhavé odvozovini vzorci,
jejichZ znalost si studenti p¥inesou na vysokou Skolu. K moznostem zavedeni goniomet-
rickych funkci pomoci exponencialy se dostaneme v Poznamce 11.5.9.

Hyperbolické funkce zavedl r. 1757 VINCENCIO RICATTI (1707 —~ 1775), jejich stan-
dardni znaceni pochdzi od JOHANNA HEINRICHA LAMBERTA (1728 — 1777). Jejich prvni
tabulky se objevily r. 1890. Grafem funkce cosh je k¥ivka, kterd se nazyva fetézovka.

Vysetieni souvislosti logaritmu s harmonickou fadou provedl Euler, ktery r. 1734
ukdzal, Ze konverguje posloupnost o ¢lenech

_

1-f-—-!—l~l- —|—l—lo 2
1 3 n e -

[0V

Jeji limitu nazyvame na jeho pocest Eulerovou konstantou. Jeji hodnotu urcil Euler na
15 desetinnych mist: v = 0.577215664901532. Protoze ji pozdéji LORENZO MASCHERONI
(1750 — 1800) spodletl na 32 desetinnych mist (pouze 19 vSak bylo spravng spodteno),
uziva se ¢asto nazev Euler-Mascheroniova konstenta. Dodnes se nevi, zda je -y racionalni
nebo iracionalni ¢islo. Za zminku stoji i velmi efektivni vypod¢ty hodnoty -, které proved!
autor programu TEX DoNALD KNUTH (1938 - ). Poznamenejme, ¢ TEX je nejdokonalcjéi
program pro sazbu slozitych, zejména matematickych texti.
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Kapitola 7
Uziti derivaci

7.1 Né&které dopliky

Zatneme jednim uZitetnym lemmatem pro vypocet jednostrannych derivaci. Uké-
yeme si na piikladé, ze situace mize byt dosti slozit4 a pak se pokusime vypozo-
rovat urcité zakonitosti.

Poznimka 7.1.1. Odvodili jsme vzoretek

(/S (_1a1) ’

1
s
arcsin' (y) = ————— ,
T (/) \/1—-—TJ‘Z

a konstatovali, ze v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou obé jednostranné de-

rivace rovny +00, tj.
arcsin’, (—1) = arcsin’_(1) = +o0 .
Plati tedy

lim arcsin’(y) = arcsin’_(1) .
y—1_

Jde o nihodu nebo o hlubsi zékonitost? Zac¢atecnikim se casto nedafi predstavit
O ox P . : P -
si funkci, kterd ma vsude vlastni derivaci, ale 2 — f'(x) neni spojita. Definujme

22 si 2y, x#0,
s ={ 5 Ty

Pak plati

f(z) = 2zsin(1/2*) — (2/) cos(1/z%), =€ R\{0}.



