Véta 7. (Algoritmus nasobeni vicecifernych cisel v pozicni- soustave.) Necht

X = (anan—l al“(l): V= (bmbm*] hlhO):‘
Potom
Xy = Xubg) 4 (01 4 x(h,00). + ...+ x(h,,000..0)..
N~
m-nul

Ditkaz. Protoze ziejmé
¥y =1(h,00...0). + ... + (h,00). + (h,0). + (h,).,
plyne véta z distributivnosti nasobeni vzhledem ke s¢itani.

Piiklad 8. a) Obzvlasté jednoduchy je algoritmus ve dvojkové soustave, protoze
dil¢i kroky pozistavaji pouze z nasobeni ¢islem 1.

(10110),

(11110010),
b) Uvedeme jesté ukazku z pétkové soustavy. Pii nasobeni vyuzivame pétkové
nasobilky (tab. 31) a pfi s¢itani pétkové s¢italky (tab. 28).
(2143); —»  (298),,
(203)s = . {53),,

(12034)
4341

(1001134), — (15794),,
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KAPITOLA VII

CISLA CELA A RACIONALNI

§ 1. Cela ¢isla

V kapitole V jsme ukazali, jak je mozno vytvofit strukturu (N, +, -, <), ktera
odpovida nasi piedstavé o pfirozenych Cislech. V tomto paragrafu sestrojime —
vychéazejice ze struktury piirozenych ¢isel — novou strukturu, odpovidajici nasi
predstavé Cisel celych. Oznacéime ji uz predbézné (Z, +, -, <), nebot se pochopitelné
budeme zajimat o vlastnosti s¢itani, nasobeni a uspofadani celych ¢isel.

Nejprve se v8ak zamé&fime pouze na operaci s¢itani.

Vime, Ze struktura (N, +) je komutativni pologrupa, zatimco (Z, +) by méla
byt (podle nasi ptedstavy celych ¢isel) grupa.

Dale vime, Ze ve struktufe (N, +) plati: jestlize k prvkiim x, ye N existuje
ze N tak, Ze x = y + z, existuje takové z pravé jedno. Lze tedy v N definovat
operaci, jez kazdé uspofadané dvojici (x,y) pfitadi pravé zminény prvek z
(pokud existuje). Tuto operaci je obvyklé nazyvat rozdil a znadit ji ,,—“, takZe
piSeme z = x — y. Operace ,,—“ je zfejm& pouze parcidlni operaci v N, zatimco
v Z by mélo byt od¢itani operaci uplnou.

Tim ziskavame dva naméty na ,zlepSeni* vlastnosti struktury (N, +). AvSak
uzitim znalosti z kap. II, §3 a §4 snadno nahlédneme, ze jde v podstaté o totéz;
jestlize vytvofena struktura bude grupa, bude v ni od&itani automaticky Gplnou
operaci (sta¢i pro libovolné jeji prvky x,y polozit x — y = x + (—y), kde —y
Jje prvek opacny k y) a naopak, podafi-li se nam sestrojit strukturu, v niz operace ,, —“
bude uplna, bude to soucasné struktura s opacnymi prvky,a tedy grupa (k libovol-
nému jejimu prvku x je pak prvek 0 — x opaénym prvkem).

K vytvofeni struktury (Z, +) uzijeme metody, jejiz pivodni myS$lenka pochazi
od némeckého matematika L. Kroneckera (1823 —1891). Budeme postupovat
tak, ze ,pfipojime* k N vSechny ty rozdily dvou pfirozenych &isel, které do N
nepatfi a rozsifime operaci s¢itani na celou takto vzniklou mnozinu.

Protoze vlastni postup, kterym ze struktury (N, +) vytvofime strukturu (Z, +)
Je komplikovangjsi, a protoze pozdéji tohoto postupu jesté pouZijeme, zavedeme
pro né&j oznaceni konstrukce (K) a v ptehledu vyznac¢ime jednotlivé jeji kroky.

Konstrukce (K) provedend na strukturu (N, +) — konstrukce struktury (Z, +).
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(A) Sestrojeni mnoZiny Z.
(a) Definice vhodné relace v mnoziné N x N.
(b) Relace z (a) je ekvivalenci v N x N.
{c) Mnozina Z je rozklad N x N podle této ekvivalence.
(B) Vytvofteni struktury (Z, +) a ovéfeni pozadovanych vlastnosti.
(a) Definice operace + v mnozin¢ Z.
(b) (Z, +) je komutativni grupa.
(c) Souvislost mezi strukturami (N, +) a (Z, +).
(d) Ztotoznéni struktury (N, -} s izomorfni podstrukturou (Z,, +)VIZ, +).

Nyni konkrétné provedeme jednotlivé body uveden¢ho postupu.

(A) Vytvoieni mnoziny Z.

(a) Sestrojime mnozinu N x N vSech uspofadanych dvojic pfirozenych Cisel
a na ni definujeme relaci & timto zplsobem:

(1 (Vx, 3, X,y e N (x, y) & (X, y) = x + ) = X'+ .

Povimnéte si, ze formule x + ' = x’ + ynebyla v (1) zvolena nahodné, nybrz proto,
e popisuje (a to zpiisobem vyjadfitelnym v (N, +)) skute¢nost, Zze dvojice (x,y)
a {x', y) uréwji tyz rozdil.

(b) Snadno ovéfime, Ze relace =~ je ekvivalenci v mnozing N x N. Jeji
reflexivnost a symetri¢nost je ziejma. Piedpokladejme, Ze pro libovolng zvolena
ptirozena &isla x, y, x', y', x", y" plati

(x,¥) = (X ) A XL Y) = (X V)

Pak podle (1) je x + y = X' + y a zaroveil x' + )" = x" + y'. Picteme-li k prvni
rovnosti y” a k druhé y, dostaneme

X4+Y +y =X +y+y AX+yY +y=x"+y+

odkud diky komutativnosti s¢itani v N (viz kap. I, véta 1d)) plyne x + ¥ + )" =
= x" 4+ +y Uzitim tvrzeni e) téze véty obdrzime x +y" =x"+ neboli
(x,y) = (x",y"), ¢imZ je ovéfena i tranzitivnost relace =~ v N x N.

(c) Ekvivalence ~ indukuje rozklad mnoziny N x N (viz kap. 11, §2); tento
rozklad ozna¢ime symbolem Z, tedy

) Z=(NxN)/=~.

Prvky mnoziny Z jsou podmnoziny v N x N, které budeme nazyvat tiidy roz-
kladu Z a oznacovat T(x, y), pfitemz pro kazdé x,ye N je

(3) T(x,y) = O~ (x, 1) = {u,v)e N x N (u,0) = (x, 0)}
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Tedy tiida T(x, y) rozkladu Z se sklada — jak vyplyva z definice relace — pravé ze
viech téch uspofadanych dvojic piirozenych ¢isel, jez uréuji tyz rozdil jako dvojice
(x, y); dvojici (x, y) budeme nazyvat reprezentantem tiidy T(x, y).

Je dalezité si uvédomit, Ze taZ ttida rozkladu (2) mize mit rizné uspofadané
dvojice za své reprezentanty. Z (3) a vlastnosti relace ~ lze snadno nahlédnout,
7e plati (pro zjednoduSeni zde vynechame obecné kvantifikatory, coZz budeme
casto Cinit i v dal§im textu)

4 T(x,y) = T(Xy)=(x, ) = (X, ).

Protoze naptiklad T(2,6) = T(4,8) = T(1,5) = T(0,4), ma ttida T(2,6) za své
reprezentanty téz dvojice (4, 8), (1,5) atd., obecné kazdou dvojici (x',y) z N x N,
pro niz plati (2, 6) =~ (x', y').

(B) Vytvoreni struktury (Z, +) a ovéfeni poZadovanych vlastnosti.
(a) Na mnoziné Z zavedeme sCitani (v souladu s tim, Ze tfida 7T{(x, y) charak-
terizuje rozdil ¢isel x a y) timto zplisobem:

) T(x,y) + T, v) = T(x + u, y + v).

K tomu, abychom ovéfili, Ze formule (5) skute¢ng definuje operaci v mnoZiné Z,
je tfeba ukazat, Ze pro kazdou volbu x, y,u,ve N vysledna téida T(x + u, y + v)
jednak pat¥i do Z, jednak nezavisi na volbé reprezentantd (x,y) a (u, v), nybrz
pouze na tfidach T(x,y) a T(u,v). Prvni pozadavek zfejmé plati. Druhy — dfive
nez si jej dokazeme — zformulujeme pfesnéji ve tvaru

(T(x,y) = T(x, y) A Ty, v) = TW,v)) =
=Tx+uy+v)=TX +u,y + )

Necht tedy jsou splnény predpoklady naseho tvrzeni, pak podle (4) plati
(x,y) = (X, ¥) A (u,0) = (W, V),
odkud uzitim (1) dostavame
x4y =x+yrutv=u+v
a seCtenim obou rovnosti ziskdme
(x+u)+ () +0)=+0)+ & +u)
Podle (1) je tedy
(x+u,y+ov)xx +u,y +v)
odkud podle (4) vyplyva hledana rovnost
Tx +u,y +v)=TX + v,y + V)

Tedy ,,+“ je skutedné operaci v Z, takze (Z, +) je algebraicka struktura.
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(b) O této struktute dokazeme nasledujici vétu:
Véta 1. Struktura (Z, +) je komutativhi grupa.

. Diikaz. Komutativnost a asociativnost struktury (Z, +) vyplyva z tychz vlast-
nosti struktury (N, +).

Nulovym prvkem struktury (Z, +) je ziejmé tfida 7(0,0) (a samoziejmeé takeé
viechny ji rovné tiidy, napf. T(1, 1), T3, 3), T, 9) atd.).

Zbyva dokazat, ze (Z, +) je struktura s opaénymi prvky. Necht tedy T(x,))
je libovolny prvek ze Z a predpokladejme, ze TIX, y) je prvek k nému opacny, tj.

T(x,y) + T(x,y) = T{0,0).
Odtud uzitim (5), (4) a (1) dostavame vztah
X+X=y+W
Chapeme-li tuto rovnost jako soustavu linearnich rovnic o neznamych x a y, snadno

nahlédneme, Ze jednim jejim feSenim je dvojice pfirozenych Cisel X =y, ¥ = x.
Tedy opaénym prvkem k tfide T(x, y) je tiida T(y, x) ¢ili

(6) = Tlx, y) = T(y, x).

Tim jsme vytvofili, a to pouze uzitim vlastnosti pfirozenych Cisel, strukturu
(Z, +), ktera je grupou, a tudiz jsme splnili alespon ¢ast tikolu, ktery jsme si v Gvodu
tohoto paragrafu vytkli. Pozadovali jsme vSak také, aby mnozina Z vznikla
doplnénim mnoziny N o vhodné prvky, tj., aby platilo N € Z. Je v8ak na prvni
pohled ziejmé, ze zadné pirozené €islo neni tfidou uspofadanych dvojic prvki z N,
a tedy neni prvkem Z, takze pozadavek N € Z neni splnén. O tom, jak si
poradit s timto zdanlivé nefeitelnym problémem, si fekneme v nasledujicim
odstavci.

{c) Souvislost struktury (N, +) a (Z, +).
Zakladem nasich Givah bude tato véta:
Véta 2.V (Z, +) existuje podstruktura (Z,, +) izomorfni s (N, +).

Ditkaz. Existenci struktury (Z,, +) dokaZeme tim, Ze ji zkonstruujeme. Za Z,
vezmeme mnoZinu viech téch tiid T(x, y)eZ, do nichZ patfi dvojice tvaru (z, 0),
neboli

Z, = {T(z,0); ze N}.

Z mnoziny Z, vytvofime strukturu (Z,, +) tak, Ze v ni definujeme operaci + pred-
pisem (5), tj. vlastné tymz zplisobem jako v Z, takze (Z,, +) je podstrukturou
struktury (Z, +).

K tomu, abychom dokéazali, ze (N, +) je izomorfni s (Z,, +) musime ovéfit
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(viz kap. 11, §4), Ze existuje vzajemné jednoznaCné zobrazeni ¢ mnoziny N
na mnozinu Z,, které mé vlastnost

(7) (Vx.yeN)o(x + y) = o(x) + @(y).
Zobrazeni ¢ definujme timto predpisem:
(8) (Vx e N) ¢(x) = T(x,0).

Je ihned ziejmé, Ze ¢ je zobrazeni N na Z,. Sporem ukéazeme, Ze je zobrazenim
prostym. Nech( tedy x, ye N, x # y a necht ¢(x) = T(x,0) = @(y) = T(y, 0). Pak
podle (4) musi platit (x, 0) = (y,0), a tedy podle (1) x = y, coz je ve sporu s pked-
pokladem x # y. Tedy musi byt T(x,0) # T(,0), a tudiz ¢ je prosté. Zbyva
oveéfit platnost formule (7). Nechf x, y jsou libovolna pfirozena Cisla, pak postupné
uzitim (8), (5) a znovu (8) odvodime

Tix + y,0)=T(x + 0+ 0) =
= T(x,0) + T(»,0) = o(x) + o)),

p(x +¥)

takze véta 2 je kompletné dokazéna.

(d) Izomorfni struktury (N, +)a (Z,, +) ztotoZnime:
Libovolné ptirozené &islo x a tfidu T(x, 0) € Z,, jez mu odpovida v izomorfismu
(8) budeme povaZovat za totozné, tj. poloZime

9) (Vxe N)x = T(x,0).

Pfijetim této umluvy jsme docilili toho, Ze N € Z, a tedy na§ kol o vhodném
rozsifeni struktury (N, +) mlZeme povaZovat za splnény.

Je vSak jesté zajimavé prozkoumat, jaké disledky ma pfijeti imluvy (9) nejen
pro mnozinu Z,, ale pro celou mnozinu Z. Jako vychodisko k vySetieni této
otazky nam poslouzi nasledujici véta. '

Véta 3. Pro kazdou tridu T(x, y) € Z lze nalézt prdvé jedno pFirozené Cislo z tak, Ze
bud T(x, y) = T(z,0), nebo T(x, y) = T(0, z); ¢ili zapsdno formuli

(VT(x, y)eZ)(3'ze N) T(x, y) = T(z,0) v T(x, y) = T(0, z).

Diikaz. Necht T(x, y) je libovolna tfida z mnoZiny Z. Pon€vadz x, y € N, nastane
pro né podle véty 3g) z kap. V pravé jedna z moZnosti x < y, x =y, y <X. Jestlize
x =y je T(x,y) = T(0,0) a tvrzeni v&ty je splnéno (pro z = 0). Jestlize x < y,
existuje podle definice relace < prvek ze N tak,Ze x + z =y, a tedy

Tx,y) = T(x,x + z) = T(x + 0, x + z) =
T(x, x) + T(0, z) = T(0,0) + T(0, z) = T(O, 2).

V pripadé y < x analogicky ovétime, Ze plati T(x, y) = T(z,0), kde je ze N takove,
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7e x = y + z. Jednozna¢nost uréeni prvku z plyne z vlastnosti kraceni ve strukture
(N, +).

Pravé dokazané véty vyuzijeme k rozsifeni Gmluvy (9) na celou mnoZinu Z.
Necht T(x, y) je libovolna tfida ze Z, pak podie véty 3 bud

a) existuje ze N takove, ze T(x, y) = T(z, 0): potom T(x, y)eZ, a podle (9) ji
mulZzeme povazovat za pfirozené Cislo z, tj. T(x, y) = z, nebo

b) existuje ze N takové, ze T(x, y) = T(0, z); potom podle (6) je T(x,y) =
= — T(z, 0), takZze umluva (9) ndm dava moznost psat T(x, y) = —=.

Je tedy vidét, Ze pro oznaCovani prvkl z mnoziny Z neni tfeba vymyslet néjaky
novy zplsob, Ze plné vystalime se znaCenim zavedenym pro piirozena Cisla: pro
prvky ze Z,, uzijeme téhoZ symbolu jako pro prislusné piirozené islo a pro prvky
ze Z — Z, pied tento symbol pfipojime znak ,, —“.

Mnozinu Z nazveme — jak je obvyklé — mnozinou (v8ech) celych Cisel a jeji
prvky cela &isla. Grupa (Z, +) se nazyva aditivni grupa celych &isel.

Véta 3 nam umoziiuje rozdélit cela &isla do tii skupin: Cela &isla T(x, y), k nimZz
existuje nenulové pfirozené Cislo z tak, ze T(x, y) = T(z, 0) = z, se nazyvaji kladna
cela Cisla a mnozinu viech téchto Cisel ozna¢ime Z %, tedy

Z" ={T(z,00eZ;ze N A z # 0}.

Kazdé T(x, y) e Z, k némuz existuje nenulové z e N tak, ze T(x, y) = T(0,z) = —:
se nazyva zaporné celé Cislo, pfi¢emz ozna¢ime

Z ={T0,z)eZ;zeN A z #0}.

Je ztejmé, Ze existuje jediné celé ¢Cislo T(x, y), které neni kladné, ani zaporné,
totiz ¢islo T(x, y) = T(0, 0) = 0.

Dal8im snadnym dusledkem véty 3 je skuteCnost, Ze systém {Z*,Z7, {0}} je
rozklafiem mnoziny Z (na disjunktni mnoziny). Tedy pro kazdé celé &islo z nastane
pravé jedna z moznosti: bud a) z je kladné (zeZ*), nebo b) z je zaporné (ze€Z "),
neboc)z = 0.

zZ (V6) ,ihned plyne, Ze opany prvek k zapornému &islu (celému) je Cislo kladné
a opacny prvek ke kladnému ¢&islu je ¢islo zaporné, tj.

(10) (VxeZ )—xeZ" A(VxeZ¥)—-xeZ .

Z toho, ze (Z.’ +) je komutativni grupa, plyne, ze pro pocitani s celymi Cisly
miZeme pochopitelné uZivat viech vysledkd, jez jsme jiz dfive pro komutativni
grupy odvodili. Uvedme z nich alespoii dva, jez budeme dale nejéast&ji potiebovat.

(11) (VxeZ)— (—x) = x
(12) (Vx, yeZ) — (x + y) = (—=x) + (—)
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Z definice (5) s¢itani v Z a z definice mnoZin Z* a Z~ ihned plynou tyto dvé
vlastnosti:

(13a) (Vx, yeZ¥)x + yeZ”,
(13b) (Vx,yeZ)x + yeZ".

Struktura (Z, +, +). Na mnozing ptirozenych Cisel mame vedle operace séitani
definovano téZ nasobeni. Proto se pokusime i na mnoZiné Z definovat sou€in
(oznagime ho prozatim ©),a to tak, aby (N, +, *) byla podstrukturou struktury
(Z, +, ®). Operaci ® definujeme pomoci operace nasobeni v N timto zplsobem:

Definice. Pro libovolnd ¢isla x, y e Z definujeme

l.xey=x.y pro x,yeN
2.x0y=(=x).(—y) pro x,yeZ"

3. x0y= —(x.(—y) pro xeN a yeZ"~
4. x®y= —((—x).y) pro xeZ” a yeN

(14)

Pripomefime vyslovng, Zze pravé zformulovana definice je korektni. Jednak
uvedené &tyfi piipady zahrnuji skutecn& vechny moznosti, jez pro cela Cisla x, y
mohou nastat, nebot mnoZiny N a Z~ tvoii rozklad mnoZiny Z na disjunktni
tfidy, jednak viechny vyrazy na pravych stranach rovnosti v (14) jsou definovany,
jak plyne z (10). Napf. v bod¢ 2 —xeNa —ye N, takZe (—x).(—y) je skutené
soudin ptirozenych ¢isel.

Z definice (14) dale ihned plyne, Ze (N, +, +)je podstruktura struktury (Z, +, ©),
nebot pro prvky z N se stali omezit na bod 1 této definice a v tomto pfipad¢ je
operace ,,0“ totozna s ,,+".

Je uzite¢né uvédomit si jedté tento bezprostfedni disledek definice (14): pro
libovolna cela ¢&isla x, y soucin

(15a) x ® ye N,pravé kdyz obg &isla x, y patii do téZze z mnoZin N, z,
(15b) x ® ye Z ", pravé kdyz ¢isla x, y nejsou prvky téze z mnozin N,Z™.

Nejdilezit&jsi vlastnosti operace ® shrneme do véty.

Véta 4. (Z, ©) je komutativni pologrupa s jednotkovym prvkem, v niZ lze kratit
kazdym nenulovym prvkem.

Diikaz. Dokazeme jako ukéazku prace s definici (14) pouze komutativnost
struktury (Z, ©), dikazy zbyvajicich tvrzeni véty prenechavame &tenafi (viz cviCeni 2).

Zvolme libovolné x, y € Z. Podle definice (14) musime rozliovat &tyfi pfipady.

1. Jestlize xe N a ye N, je nase tvrzeni totozné s vétou 2e) z kap. V.

2. Jestlize xeZ ™, yeZ™, je podle bodu 2z(14) x @y =(-x)(—y), a tento
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soudin pfirozenych ¢isel je podle citované jiz véty 2e) roven (—y)(—x), coZ opét
podle bodu2z(14)da y o x.

3. Jestlize xe N, yeZ~, obdrzime postupné uzitim bodu 3 z (14), véty 2e)
z kap. V a bodu 4 z (14) tento vysledek:

x0y=—(x(—y)=-((=yx)=yox.
4. Piipad xeZ~, ye N je obdobny:
xOy=~(=x).))=—(.(=x)=yox.

Pfejdeme nyni k vySetfovani vlastnosti struktury (Z, +, ). Pfi formulaci pfi-
slusnych vét uz budeme — jak je obvyklé — uZivat pro operaci ® multiplikativniho
zapisu.

Véta 5. Struktura (Z, +. *) je (komutativni) obor integrity, ktery neni téleso.

Diikaz. K tomu, abychom dokézali, Ze (Z, +, +) je okruh s jednotkovym prvkem,
a s kracenim nenulovymi prvky, sta&i diky vétam 1 a 4 ov&fit jiz jen (+, «)-distribu-
tivnost. PFi jejim dikazu budeme pro zamezeni nejasnostem pro nasobeni v Z
uZivat jesté symbolu ®. Mame tedy ovétit platnost formule

Vx, y,zeZ)(x + )0z =(x02z) + (yo2)

Vysettime jako ukazku pouze sloZitéjsi ptipad xe N, y, zeZ" a ostatnich 7 pfipadt
prenechame Gtenafi (viz cviceni 3).

Zvolme tedy libovolné xe N, y,zeZ~ a pfedpokladejme, Ze (pro pfirozena
disla) x, —y plati

a) —y < x. Pak podle definice < existuje ueMN tak, Z&¢ —y +u=x,2 tedy

u = x + ye N. Potom podle bodu 3 z definice (14)
(x +y)oez=u0z=—(u-2)

Postupné podle (14), véty 2a) z kap. V a (12) obdrzime

(x02)+ (yoz)= —(x(—2) + (=y(-2) =

= —(~y+ (=) + (=== —(=(-2) +u(-2) +
+ (=N (—2) = = (=N (=2) + (= (W(=2)) + (=y(-2) =

= —(u(—2z)).

Tedy v tomto pfipadé dokazované tvrzeni plati.

b) x < —y. Pak existuje ve N tak, Ze x + v= —y, a tedy x + y = —veZ .

Potom podle definice (14) a podle (11) je
(x +yoz=(=(x+y)(~2)=v-2)
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Obdobné jako v ptipad€ a) ziskame

x0z2)+(yoz)= —(x(—=2) + (=¥ (=2) =
=—-(x(-2)+x+v)(-2)=
= —(x(—2)) + x(—2) + v—2) = (—2),

¢imzZ je 1 v tomto pfipadé distributivnost dokazana.

Tedy (Z, +, ) je okruh s kracenim nenulovymi prvky, a protoZe v okruhu lze
kratit pravé t€mi (nenulovymi) prvky, jez nejsou déliteli nuly (viz §4, kap. II), je
(Z, +, +) obor integrity.

Zbyva dokazat, ze (Z, +, *) neni télesem, neboli Ze existuje alespon jedno
nenulové celé &islo, k némuz nelze v Z nalézt prvek inverzni; tedy Ze plati

(3x eZ)(x #0 A (VyeZ)xy # 1).

Polozme x = 2 a pfedpokladejme, Ze existuje yeZ tak, Ze plati 2.y = 1. Kdyby
yeZ ,byloby2.yeZ™ neboli 1eZ", coZ neplati. Tedy musi byt ye N a pfitom
y # 0 (jinak by podle véty 2¢), kap. V bylo 2y = 0), takZe existuje ze N takové,
7ze z' = y. Tedy

2y =22 =2:z+1)=2+2z=

ProtoZe 2z € N, znamena posledni rovnost 2 < 1, takZe dostavame spor i v tomto
ptipadé, a tedy uvazované celé &islo y nemize existovat. Tim je véta 5 dokazéna.

Obsah véty 5 je zfejmé v souladu s tim, co si predstavujeme, Ze by mélo platit
o operacich s celymi ¢isly. Nase predstava celych ¢isel vSak také zahrnuje skutec-
nost, Ze je lze srovnavat co do velikosti.

Uspotadani na celych ¢islech definujeme takto:

Definice.
(Vx,yeZ)x <y<y+ (~-x)eZ",

piicem? slovo x < y éteme ,,celé Cislo x je mensi nez celé éislo y“.
Souvislost mezi uspofadanim v N a v Z popisuje nasledujici lemma.

Lemma 1. Pro libovolna cela ¢isla x, y plati

x<yex,yeNAXx<yvixeZ AyeN)v
VX, yeZ™ A —y < —X).

Ditkaz rozd€lime na ¢tyfi pfipady podle toho, jaka situace miiZe nastat pro

libovolné zvolena cela &isla x, y.
1. Necht x, ye N: pak podle definice relace < v N uZitim vlastnosti grupy
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(Z, +) a podle definice relace < v Z postupné dostaneme

x < ye@zeZT)y=x+ te(FzeZN)y+(—x) =2z
<> x< Y.

2 JelixeZ ayeMN,je —xeZ", atedy vzdy plati y + (—x)eZ", takze x <.

3 JelixeNayeZ ,je —xe€Z™ nebo —x = 0, takze y + (—x)eZ ", a tudiz
v tomto pripadé nemuze nikdy nastat x <y

4. Necht x, yeZ~, pak —xeN a —ye N, a ziejme

—y< —x<(IzeZt) -yt z=—X,
w@zeZN)y+(=x) =z X<

Ponévadz dalsi piipad pro volbu Gisel x a y nemize nastat, je tim lemma

dokazano.

Z lemmatu 1 vyplyva, Ze relace < je restrikci relace < na mnozinu N. Tato
skutednost nam umoZiuje ob& relace oznalovat tymz znakem <, €ehoZ budeme
v dalim textu vyuZivat.

V §3 kap. V byl definovan pojem uspofadaného polookruhu. Protoze kazdy
obor integrity 1 kazdé téleso je také polookruh s nulovym prvkem, mizeme podle
zminéné definice mluvit o uspofadaném oboru integrity (ev. télese), popfipadé
o archimedovsky uspofadaném oboru integrity (télese).

Nasledujici véta, tykajici se struktury (Z, +, ¢, <), nas ujisti, ze i pokud jde
o uspotadani, odpovida nami zkonstruovana struktura nadi piedstavé o celych
&slech.

Véta 6. Struktura (Z, +, +, <) je archimedouvsky usporddany obor integrity.
Diikaz prenechavame ¢tenafi (viz cvieni 4a), b), ¢), d), ).

Daldi moznost, jak lze vyuzit uspofadani struktury ptirozenych &isel k praci
ve struktufe &isel celych, ukazuje nasledujici zobrazeni mnoZiny Z na N, které
libovolnému celému &slu x pfifazuje pfirozené gislo | x| a ktere je definovano
takto:

(VxeZ)[(xeN=|x|=x) A xeZ =|x|=—-x]

Toto zobrazeni se nazyva absolutni hodnota (v Z). Jeho zakladni vlastnosti

shrneme v nasledujici vété.

Vi&ta 7. Pro absolutni hodnotu v Z plati:
a) (VxeZ)|x|eN;

b) (Ver)lxl =0ex=0;

o) (VxeZ)|x|=| —x|;

d) (vxeZ) - |x|£x < | x|:
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¢) VaeN)(¥xeZ)—~a<x<a=|x|Za
N (Vx, yeZ)|x + y| = |x|+ |y
g (Vx,yeZ)|xy|=|x|.|y}|

E}

. lf)’&vkaz tvrzeni a) aZ e) a g) pfenechavame Ctenafi (viz cvieni 5). Zde na ukazku
okdzeme tvrzeni f) za ptedpokladu, Ze pfedchazejici bod Z j jiz
ok p ] y a) az e) jsou jiz

Nechf x, ye Z. Podle bodu d) této véty plati
—|x[sxs|x|r -|ylsy=slyl
Sectenim téchto nerovnosti dostaneme
—|x|+(=[yDEx+y=|x|+ |y,

a pro}oie podle (12) —|x|+ (—=|y]) = —( x| + |y, obdriime uZitim bodu e)
této véty nerovnost

|x+y| < x|+l

Pro cela &isla odvodime nyni jesteé vé RV e s
yni jesté vétu, jez je rozdifenim véty 4 z k
o d&leni se zbytkem. y ap.V,

Véta 8. Vx)(Vy #0) @) @A) x =ypu+z A 0=z < |y

' Obdotv)m:e jako v pfipadé pfirozenych &isel budeme i v oboru integrity (Z, +, *)
jednozna&né uréené celé Cislo u nazyvat neliplny podil a ¢islo z nejmensi nezaporny
zbytek (po déleni Cisla x €islem y). .
Je-'h te('iy napifiklad x = — 190, y = —17, je jejich netpiny podil u = 12 a nej-
mensi nezaporny zbytek z = 14, nebot
—190=(—17).12 + 14 A0 L 14 < | —17].
) D?‘ffaz .prm{edeme pouze pro piipad x, y € Z™; zbyvajici tii ptipady pfenechame
¢tenafi (viz cviCeni 6).
Neclzt’ tedy x a y jsou libovolna &isla ze Z~, pak je —xe N, —ye N, a tedy
podle véty 4,§ 2, kap. V existuji ¢isla u/, 2’ € N tak, Ze plati
—x=(—y. U+ A0Z52 < —-y=]y|
takze téz

(16) x=y.u +(-2)

P"Oklrlfl 2 =0,jetéZ —z =0 a mGZeme poloZit u = az=2 =0. Jeli 2 > 0,
piepiSeme (16) ve tvaru

x=yu +y+(=y)+(=2) =y + 1)+ (=0 +2)
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Z0<z<-yplyne y<y+z<0 a tedy podle definice usporadani v Z
dostavame
0< —(y+2)<—-y=|y|

Proto mtZzeme zvolitu =« + laz = —(y + 2.

Cviceni

1. Ukazte, e plati: aplikujeme-li konstrukei (K) na strukturu (Z, +), vytvofime
strukturu se (Z, +) izomorfni.
2. Dokazte, Ze struktura (Z, «) (viz véta 1)
a) je pologrupa s jednotkovym prvkem:
b) je struktura s kracenim nenulovym prvkem, tj.. Ze plati
(Vx, 5, zeZ)x # 0= (xy = xz=y = Z).

3. Ovéite, ze struktura (Z, +, +) je (+, +)-distributivni.

4. Ukaizte, e ve struktufe (Z, +, +, <) plati:
a) relace < je tranzitivni;
b) relace < je trichotomicka;
Q) (Vx, y,zeZ)x <y=>(x +z)<(y+ z);
d) (Vx, 5, z€Z)(0 <z A x < y)=xz < yz
e) (Vx, yeZ)(0 <x A 0 < y)=0<xy:
f) (vx,yeZ)[0 < y=>@@FneN)x < (n x »}

5. Dokazte tvrzeni a), b), c), d), €) a g) z véty 7.
6. Provedte dtikaz véty 8 pro zbyvajici ptipady.

§ 2. Vnofeni pologrupy do grupy

Postupu, pomoci néhoz jsme v predchazejicim paragrafu vytvofili strukturu
(Z, +), je mozno uzit i pfi sestrojovani dalsich &iselnych struktur, a proto ho
v tomto paragrafu prozkoumame z pon¢kud obecnéjsiho hlediska.

Nejprve si pfipomefime, Ze zminénym postupem vytvotena struktura (Z, +)
neobsahovala vychozi strukturu (N, +), nybrz pouze podstrukturu (Zy, +)s (N, +)
izomorfni. Tedy vlastné teprve po ztotoZnéni té¢hto izomorfnich struktur mizeme
(N, +) povaZovat za podstrukturu v (Z, + ). Pro zjednoduseni vyjadiovani budeme
tuto situaci popisovat kratce slovy: strukturu (N, +) lze izomorfn& vnofit do
(Z, +). ProtoZe jde o dulezity pojem, vyslovime je§té jeho definici v obecném tvaru.
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Definice. Rikdme, ze strukturu (M, %) lze izomorfn€ vnofit do struktury (M,0),
prdvé kdy? existuje v (M, ) podstruktura (M', O), kterd je izomorfni s (M, *).

Skuteénost, ze (M, %) lze izomorfné vnofit do (M, 0), budeme zapisovat timto
zpisobem:
(M, %) 4 (M, 0).

Pomoci pravé vyslovené definice mizeme vysledek, k némuz jsme dospeli v pred-
chazejicim paragrafu, to jest vybudovani struktury (Z, +) ze struktury (N, +),
zapsat (N, +) <a(Z, +).

Dale nam pijde — jak jiz bylo Feceno — o zobecnéni konstrukce z ptredchoziho
paragrafu. Budeme je realizovat ve dvou fazich. Nejprve vyslovime tzv. vétu

o vnofeni pologrupy do grupy, kterd je vlastné pouhym pieformulovanim kon-
strukce z § 1.

Véta 1. Necht (H, %) je komutativni pologrupa s krdcenim a s neutrdlnim prokem,
pak existuje komutativni grupa (G, O) tak, ze (H, %) <1 (G, O) (tj. takovd, Ze lze do ni
pologrupu (H, *) izomorfné vnorit).

Ditkaz pouze nastinime. Nechf je dana pologrupa (H, *) spliwjici pfedpoklady
véty. Existenci grupy G dokazeme tak, ze ji sestrojime pomoci konstrukce analo-
gické konstrukci, jiz jsme ze struktury (N, +) vytvofili (Z, 4+). Pro snadngjsi
porovnani obou postupli oznaCime jednotlivé kroky této konstrukce stejnym
zpsobem, jako byly oznaceny v piedchazejicim paragrafu.

Konstrukce (K) (provedend na pologrupu (H, %)).

(A) Nejprve sestrojime mnoZinu G.

(a) Utvotime mnozinu M = H x H (vSech uspofadanych dvojic prvkld z H)
a v ni definujeme relaci =~ takto:

(Vx, v, u, ve H)(x, p) & (U, v) <> x k0 =y XU

(b) O této relaci ukazeme, Ze je ekvivalenci v mnoziné M.
(¢) Rozklad mnoziny M podle ekvivalence ~ oznacime G, tj.

M/z = G = {T(X’ y)}(.\.y)EM>
kde )
Tix, y) = 0 & (x, ¥) = {(u, v)€ M: (1, 0) = (x, y)}-

(B) Vytvoiime strukturu (G, O) a ovéiime pozadované vlastnosti.
(a) Operaci O v G definujeme timto zpisobem:

(VT(x, y). T(u, v) € G) Tix, y) O T(u, v) = T(x *ku, y * v).
K dilkazu véty 1 zbyva ovéfit tyto jeji vlastnosti:

(b) Struktura (G, 0) je komutativni grupa.
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(c) Struktura (G, O) obsahuje podstrukturu (G, O) izomorfni s pologrupou
(H, *).

Diikazy obou téchto tvrzeni jsou zcela obdobne dikazim vét 1 a2z ptedchoziho
paragrafu a prenechavame je proto ¢tenafi do cviceni. Zde oviem G, bude mnoZina
véech téch téid Ti(x,y) z G, které obsahuji alespon jednu dvojici (u, e), kde e je
neutralni prvek pologrupy H.

Plati tedy (H, *) < (G, 0), ¢&imZ je dikaz véty o vnofeni pologrupy do grupy
dovrsen.

Pfi budovani é&iselnych struktur nastanou viak nékdy pfipady, kdy nebude
mozné ve vychozi pologrupé kratit viemi jejimi prvky. Pak nelze uzit véty 1
a konstrukce (K), nybrz jejich jistého zobecnéni, které nyni popiSeme. Phjde o tzv.
zobecnénou vétu o vnofeni pologrupy do grupy.

Véta 2. Necht (H, *) je komutativni pologrupa s neutrdlnim prokem a (S, %) jeji
podpologrupa takovd, Ze v H lze krdtit kazdym prokem z S. Pak existuje komutativni
pologrupa (T, O) s neutrdlnim prvkem a jeji podgrupa (G, O) tak, Ze

(H, %) a (T, 0) A (S, *) (G, O).

Povsimnéme si nejprve, Ze véta 1 je specialnim piipadem véty 2. Je-li totiz
pologrupa (H, %) z véty 2 navic struktura s kracenim, muZeme polozit S =H,
a potom také T = G, takze (T, O) je grupa.

Dtikaz. Necht jsou dany pologrupy (H, x) a (S, *) spliujici pfedpoklady véty.
ProtoZe z vlastnosti neutralniho prvku e v H plyne
(Vx,yeH)x*ke=yke=>x =y,

lze prvkem e kratit v H, a tedy miZzeme pfedpokladat, ze e€ S.
Existenci struktur (7, 0) a (G, 0) dokaZeme tak, Ze je zkonstruujeme. UZijeme
konstrukce, jeZ je zobecnénim konstrukce (K) a kterou proto ozna¢ime (K').

Konstrukce (K') (provedend na struktury (H, %) a (S, %))

(A) Nejprve sestrojime mnozZinu T.
. (a) Utvofime mnozinu M = H x S (viech uspotadanych dvojic prvkii z mnoZiny
H a S)a v M definujeme relaci ~ timto zpisobem:

(Vp, p e HY(Vs,5' € S)(p,s) = (p/, s) = p ks = p'*xs.

(b) Ovéfeni, e tato relace je ekvivalence v M, provede Ctenaf snadno sam.
(c) Rozklad mnoZiny M podle ekvivalence ~ je jiz hledanou mnoZinou T,
takZe oznaCime

T= M/z = {T(h’ s)}(h,s)eM'
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Tedy prvky mnoziny T jsou tfidy tohoto rozkladu, to jest podmnoziny mnoZiny M.
Pfipomefime je§té jednou, Ze pro libovolny prvek (h,s)e M se definuje tiida
T(h, s) e T, jejimZ je prvek (h, s) reprezentantem, timto zpUsobem:

(1 T(h, s) = O = (h, s) = {(x, y) e M; (x, y) = (b, )},

a 7e taz tfida muZe byt zapsana i pomoci riznych reprezentantl, pfiemz lze
ukazat, e (pro libovolné prvky (h, s), (K, s") z M) plati

2) T(h, s) = T(H, ') <> (I, 8') ~ (h, 5)

(B) Vytvorime struktury (T, ) a (G, O) a ovéFime poZadované vlastnosti.
(a) PoloZime

3) (VT(h, s), T(H, s') e T) T(h, s) O T(H, §') = Tthx I, s %5);

ovéfeni, Ze timto pfedpisem je skuteéné definovana operace v mnozin€ T, prenecha-
vame &tenafi. Tedy (3) definuje skutetn& operaci v T, takze (T, 0) je struktura.

Dale ukaZeme, 7e mnoZina G véech téch tfid z T, které maji alespoii jednoho
reprezentanta z mnoziny S x S, tvofi podstrukturu v (T, 0). Je tedy

@) G = {T(x,yeT (s, r)eS x ) T(x, y) = T(s, r)}.

Musime ov&fit, ze vysledek operace O, provedené na libovolné dva prvky z G,
je opét prvek z G. Zvolme tedy libovolne T(x, y), T(x', ¥)eG. Potom diky
definici (4) mnoziny G muzeme predpokladat, ze x, x' €S, takZe také x * x'€eS,
a tedy podle (1)

T(x,y) 0 T(x, y) = T(x ¥ x', y x y) € G,

coz znamena, Ze (G, O) je podstruktura v (T, O).

Tim jsme pomoci konstrukce (K') z (H, %) a (S, %) vytvorili jisté struktury (7; O)
a (G, 0).

(b) Ovétime, ze (T, O) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem a (G, O)
komutativni grupa.

Snadno lze nahlédnout, Ze (T; 0),a tedy i (G, O), jsou komutativni a asociativni
struktury.

Rovn&? bez obtizi ukazeme, e tiida T(e, e), jez se podle (1) zfejmé sklada ze
viech dvojic tvaru (s, s), kde s € S, je neutralnim prvkem v T,a tedy i v G: zvolme
libovolné T(x, y)e T: pak podle (3)

T(x, y)O T(e, &) = T(x ke, y x &) = T(x, y).

Jestlize T(u, v) je libovolny prvek z G, miZeme piedpokladat, Ze ues,a potom
také T(v, u) € G. Aviak ziejmé

T(u, v) © T(v, u) = T(u* v, v*ku) = Tle, e),
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CoZ znamena, Ze tfida T(v, u) je inverznim prvkem k T(u, v), takZe (G, O) je téz
struktura s inverznimi prvky, a tedy — vzhledem k pfedchozim vysledkim —
Abelova grupa.

(c) Dale ukazeme, Ze (H, *) 4 (T, 0), neboli Ze existuje v (7, 0) podstruktura
(H,, 0) izomorfni s (H, *).

Za mnozinu H, zvolime mnoZinu viech t&ch tfid T(h, s) € T, jez obsahuji alespon
jednu dvojici tvaru (x, e), ).

H, = {T(h,s)e T: (Ix € H) (x, ) € T(h, s)}.
ProtoZe e *e = e, snadno nahlédneme, Ze formuli (3) miZeme povazovat také
(omezime-li se pouze na tfidy z H,) za definici operace © v H,, takZe (H,, O) je
podstrukturou struktury (7, 0).

Zbyva ovetit, ze (H, *) je izomorfni s (H,, O). Definujme zobrazeni F mnoziny H
do H, timto zpisobem:

(5) (Vx e H) F(x) = T{(x, e);

pak je ihned zfejmé, ze F je zobrazeni H na H,. ProtoZe pro libovolné prvky
X,yeH, x # y, musi byt i tiidy T(x, ¢) a T(y, e} rizné (jinak by podle (2) platilo
(x,e) = (y, e) neboli x xe = yxe,a tedy x = y), je F prosté zobrazeni. Ovéfime
jesté vlastnost homomorfismu, tj. platnost formule

(6) (Vx, ye H) F(x * y) = F(x) O F(y).

Zvolme libovolné prvky x, ye H; uzitim formule (6), vlastnosti neutralniho
prvku, formule (3) a znovu (6) postupné obdrzime

Fxxy)=Txkye)=Txxy exe) =
= T(x, e) O T(y, e) = F(x) O F(y).

Ukazali jsme tedy, Ze plati (H, *) 4 (T, O) a obdobné lze dokazat (S, %) (G, O).
Tim je diikaz véty 2 dokoncen.

Poznamenejme jesté, Ze izomorfismus (6) naAm umoziuje pfijmout umluvu o zto-
toznéni odpovidajicich si prvkii mnoZiny H a mnoZiny H,, tj. poloZit

8) (Vxe H) T(x, e) = x.

Tato umluva dovoluje zjednodusit i zapisy prvka z T, nebotf libovolny prvek
T(h, s) z T lze vyjadiit pomoct (3) a (5) timto zpisobem:

9) T(h,s) = T(h,e)O T(e, s) = T(h, ) O [T{(s, )] %,
a tedy podle umluvy (8) lze psat
Tth,s) = hos™ L.
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Symbol s~ ! pochopitelné nesmime chapat jako inverzni prvek k prvku s v (H, %) —
ten ani nemusi existovat — nybrz jako inverzni prvek v (G, O) k prvku pfifazenému
izomorfismem (6) prvku s € H (coz ostatné popisuje formule (9)).

Priklad 1. UZiti véty 2 ukdZeme na sestrojeni struktury tzv. nezapornych
desetinnych ¢isel D*, jiZz vyuzijeme v pozdéj§im vykladu.

Za pologrupu (H, *) vezméme pologrupu (N, <), za § mnoZinu viech ptiroze-
nych Cisel tvaru 107, kde ne N. Ziejmé (S, «) je podpologrupa v (N, ), nebot
evidentné plati

(Ym, ne N) 10", 10" = 10"*",

takZe nasobeni v S je ziZenim operace - struktury (N, ») na mnoZinu S.

Uzitim konstrukce (K') vytvofime mnoZinu N x S viech dvojic (g, 10"), kde
a,neN, a na ni definujeme relaci = tak, Ze pro libovolné dvojice (a, 107,
(b,10MzN x S

(a, 10" = (b, 10") <> q. 10" = b. 10"
Relace & je ekvivalenci v N x S; rozklad této mnoziny podle = oznaéme D™.
Ukéazkami prvkid z D jsou tedy napf.

T(2, 10) = T(20, 100) = T(200, 1000),
nebo
T(3, 1) = T(30, 10) = T(300, 100).

V mnozing D* definujeme podle konstrukce (K’') operaci « timto zpfisobem:
(VT(a, b), T(c,d)e D*) T(a, b) . T(c, d) = T(ac, bd).

Lze snadno nahlédnout, Ze (D™, ) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem,
jimz je ttida T(1, 1).

V (D*, ) existuje podgrupa G, jez ma za prvky pravé ty tridy z D*, které
obsahuji alespon jednu dvojici z mnoZiny S x S. Pro libovolnou tfidu T{(a, b)e G
je T(b, a) rovn€z z G a plati

[T(a, b)]" ' = T(b, a),
nebot
T(a, b). T(b, a) = T(ab, ab) = T(1, 1).

MnoZina viech téch tiid z D*, které obsahuji alespoti jednu dvojici tvaru (g, 1),
vytvai v (D*, «) podstrukturu (N, +) izomorfni s (N, ), takze (N, <) (D7, )
a ptislusny izomorfismus F ma tvar

(VT(a, 1) e N)F(T(a, 1)) = a.

Ztotoznime-li v F odpovidajici si prvky, mame dokonce (N, ) & (D”, ). ProtoZe
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pro libovolny prvek T(a, b)e D" plati
T(a, b) = T(a, 1). T(1,b) = T(a, 1).[T(h, 1)] "7,

umoZfiuje nam ztotoznéni mnoZzin N a N psat misto T(a, b) pouze a. b ' nebo a/b.
Mame tedy moznost ozna¢ovat tiidy z D" pomoci ,,podila* prvki z N a S. Tedy
napf. misto T(2, 10) mizeme psat 2/10 nebo 20/100 atd. a tfidu T(3, 1) muzeme
znagit 3/1 nebo 30/10 atd.

Priklad 2. V této ukazce uzijeme vétu 2 na strukturu (Z, +), tj. na multiplika-
tivni pologrupu oboru integrity celych &isel a za pologrupu S zvolime touz strukturu
jako v predchazejicim pfikladg, tj. mnozinu vsech ptirozenych mocnin &isla 10
s operaci nasobeni.

Prvky vysledné pologrupy budou tfidy tvaru T{(a, 10"), kde ne N a — na rozdil
od piedchazejiho prikladu — g je tentokrat libovolné celé &islo. Je proto na misté
nazvat mnoZinu véech téchto prvkéi — oznalime ji D — mnoZinou desetinnych

Véta 2 nam zaruduje, Ze (D, +) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem,
do niz lze izomorfné vnofit vychozi pologrupu (Z, +). K desetinnym ¢islim se
jesté vratime v §4.

Cvileni

1. Dokazte detailng vétu 1. [Pi praci mizZete vyuzZit analogie s konstrukci struktury
(Z, +) z ptedchoziho paragrafu.]

2. a) Pieformulujte vétu 2 pro struktury (N, <) a (N — {0}, ).
b) Definujte na mnozing N x (N — {0}) relaci & timto zpasobem:

(¥(a, b), (c, d)e N x (N — {0}))(a, b) = (c, d) <> ad = bc

a uka’te, Ze je ekvivalenci.
¢) Provedte rozklad mnoziny N x (N — {0}) podle ~ (oznate ho L) a na
ttidach rozkladu definujte operaci ,,+* takto:

(VT(a, b), T(c, deL)T(a, b) . T(c, d) = T(ac, bd).

d) Ukaite, Ze (L, +) je komutativni pologrupa s neutrainim prvkem.

¢) Najdéte v (L, ») podstrukturu izomorfni s (N, +), provedte piislu§né ztotoz-
néni a v§imnéte si, ze (L, «) je vlastné struktura viech nezapornych racional-
nich &isel. ‘

3. Ukazte, ze struktura (D7, ) z pfikladu 1 je vlastni podstrukturou v (L, ¢)
(viz pfedchozi cviCeni).
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§ 3. Cisla racionalni

Dalsi dilezitou aplikaci véty o vnofeni pologrupy do grupy uvidime pfi kon-
§trukci t€lesa racionalnich ¢isel (@, +, +). Vyjdeme od struktury (Z, -); ponévadz
Je pologrupou s jednotkovym prvkem, v niz lze kratit pouze kazdym nenulovym
prvkem, je tieba uZit v&ty 2 (z predchoziho paragrafu). Za pologrupu (H, %)
vezmeme pochopitelné (Z, +) a za mnoZinu S mnozinu Z, = Z — {0}. Pfedpoklady
vety 2 jsou pak ziejmé splnény, a tedy podle ni existuje komutativni pologrupa
s neutralnim prvkem (@, -) a jeji podgrupa, kterou ozna¢ime (@,, +), tak, Ze plati

(zs ')41 (Q, ’) A (ZO’ ')A(QO’ ')‘

Struktury (@, +) a (@, °) sestrojime uZitim konstrukce (K’); cely postup si zde
struéné pfipomeneme.,

(A) (@) Utvofime mnozinu M =Z x Z,, na ni definujeme relaci ~ znamym
zpusobem: pro libovolné p,reZ, q, s Z,

(1) (@, q) = (r,s)<ps = gr.

(b) Snadno ovéfime, Ze relace & je ekvivalence v mnoZziné M.

(¢) Rozklad mnozZiny M na t¥idy podle ekvivalence & je jiz hledanou mnozi-
nou Q:

) Q=M~~-= {T(P, Q)}(p,q)sM~

(B) Vytvofime struktury (@, +) a (@, +) a ovéfime, Ze maji pozadované
vlastnosti.

(a) V mnozin¢ @ definujeme operaci ,,»“ timto pfedpisem:
3) (VT(p, @), T(r, s) e @) T(p, q) . T(r, s) = T(pr, gs)

a ovéfime, Ze jde skutecné o operaci.
Tedy (@, ) je struktura a snadno ukaZeme, Ze (@,, °), kde @, je mnozina
vSech téch ttid T(p, q) € @, pro néZ pe Z, neboli p # 0, je podstrukturou v (Q, *).
(b) Snadno ovétime, Ze (Q, °) je komutativef pologrupa s jednotkovym prvkem
Tl(l, 1)a ze (@, +)je komutativni grupa, pfi¢emz pro libovolnou t¥idu T(p, 9) € @,
plati

4) [Tp, 9] ' = T(q, p).

(c) Dale ukaZeme, Z¢ mnoZina @ skladajici se ze viech t&ch t¥id z @, které
obsahuji alespoii jednu dvojici tvaru (p, 1) pro p € Z a které tedy lze oznacit jako
T(p, 1), tvoti podpologrupu v (@, «) izomorfni s (Z, «). Pfitom pfislu$ny izomor-
fismus F ma tvar

(5) (VT(p, 1) e @) F(T(p, 1)) = p.
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Obdobné podstruktura (@ N @, *) struktury (@, *) je izomorfni s (Zg, *).
Tedy skutedné plati

(z, ')A (Q’ .) A (ZO, ')A(Q05 .)-
Izomorfismus (5) nam dovoluje ztotoZnit struktury (Z, +) a (@, ), coz prakticky

znamena, Ze piijmeme umluvy, Ze tfidu T(p, 1) z @ a jeji obraz p v homomorfismu F
budeme povazovat za tyZ objekt, coz zapiseme

(6) (VT(p, Ne@) T(p, 1) = p.
Tuto Gmluvu lze v3ak rozsifit i na prvky celé mnoziny @: Je-li T(p, q)e @, je
T(p,q) = T(p, V). T, @) = T(p. 1). [Tlg, D]

Tedy wzitim amluvy (6) (a uZzitim obvykl¢ho zapisu 1/q misto ¢~ ') dostavame

1

(N Tp,q9)=p.9 ' = pla.

V tomto smyslu Ize tedy prvky mnoZiny @ chapat jako podily dvou celych &isel
(piicemz &islo ve jmenovateli je ze Z, tedy nenulové). Proto mnoZinu @ nazveme
mnoZinou (viech) racionalnich &isel a jeji prvky budeme nazyvat racionalni isla.
Pritom musime mit stale na mysli, Ze tyZ prvek mnoziny @, to jest totéz racionalni
¢islo, muze byt zapsano riiznymi zpisoby ve tvaru podilu. Plati vsak diky (7) a (1)

t) plg =r[s<ps=rq.
P¥i zavedeném zplisobu zapisu racionalnich Cisel nabude (3) ,,obvyklého® tvaru
(39 (Vp/g, r/se @) p/q.r/s = pr/gs

a umluva (6) pfejde v

(6" (VpeZ)p/l =p.

Skute¢nost, Ze (@, +) je komutativni pologrupa s jednotkovym prvkem obsa-
hujici podgrupu (@, «), zarucuje fadu vlastnosti struktury (@, ¢), jeZ shrneme
ve vétu.

Véta 1. Pro libovolné proky plq, r/s, t/u € @ plati:
a) (p/q.r/s).tju = p/q.(r[s.t/u);
b) plq.r/s =r/s.plq;
¢) 1/1 = 1 je jednotkovy prvek v (@, +);
d) p/q.0/1 =0/1 = 0;
e) je-lip/q # O, plati
plq.rls = plq.tju=>rls = tlu;
f) je-li p/q # 0, existuje v (@, *) k nému inverzni proek (p/q)~ " a plati

(/9" = alp.
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V mnoziné racionalnich Cisel @ zavedeme je§té operaci séitani timto pfedpisem:

) (Vp/q, r/s € Q) p/q + r/s = (ps + qr)/gs).

Je oviem tieba ukazat — obdobné jako u nasobeni racionalnich &isel — Ze
vysledek zavisi pouze na danych cislech a nikoli na jejich zapisu ve tvaru podilu.
Snadné ovéfeni provede ¢tenak jako cviceni (viz cviceni 1).

Formule (9) tudiz definuje operaci + v @. MilZeme proto hovotit o struktuie
(@, +. ¢) a pro ni odvodime né€kolik dalSich vlastnosti, jeZ op&t shrneme do
jediné véty. :

Véta 2. Pro libovolné prvky p/q, r/s, t/u e @ plati:

a) (p/q + r/s) + tju = p/q + (r|s + t/u);

b) plg + r/s =r[s + p/q;

c) p/q + O/1 = p/q, takZe 0/1 = O je nulovym prokem struktury (@, +, *):

d) p/q + (—p)/q = 0, coz znamend, Ze opacny prvek k ¢islu p/q je (— p)/q;

e) (p/q + r/s) . tju = (p/q . t/u) + (r/s . t/u).

Diikaz ptenechavame Ctenafi (viz cviCeni 2).

Pro dalsi avahy je uziteCné si uvédomit, Zze kaZdé racionalni Cislo lze zapsat
ve tvaru podilu tak, Ze ,jmenovatel” je kladny, tj., Ze plati

(Vp/q €@) (3po/q0 € @) (/9 = Pogo A 0 < qo)-

Tato skuteénost nam dovoluje pfijmout umluvu, ze pfi zapisech racionalnich
Gisel ve tvaru p/q budeme piedpokladat, Ze g je kladné. Tato umluva ndm bude
uzite&na zvlasté v nasledujici partii, kde se budeme zabyvat uspotadanim racional-
nich Cisel.

V mnoziné @ zavedeme relaci ,, <“ timto zpisobem:

(10) (Vp/q, r/se @) pjy < r|s<ps < qr,
ptitemz predpokladame (coz nebudeme v dal§im vyslovné zdiraziovat), Ze ve
smyslu na$i amluvy e 0 <ga 0 <s.

Aby zavedeni relace byla skutetné relaci v mnoZiné racionalnich Cisel @,
musime opét ovéfit, Ze pro

(11) pla="rqd Anrls=r]s
plati

plq <rls<>p'ls’ <r/s,
coZ si étenaf dokaze samostatné jako cviceni 3.
Jestlize v (11) uvazujeme p/q a r/s cela, tj. poloZime-li ¢ =s = 1, vidime, Ze
relace < v Z je zuZenim relace < v @, a proto neni na zavadu, Ze ob¢ relace

oznacujeme tymz symbolem.
Vlastnosti relace < v @ shrneme opét do jedné véty.
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Véta 3. Pro libovolné prvky p/q, r/s, tju strukiury @ plati:
a) (p/q < rls A rs < tju)=plg <tju;
b) nastane prdvé jeden z piripadit

plg <rls, plg=rls, rls <plg:

¢) plg <r/s=plqg+ tlu<rfs + t/u;

d) 0<p/gA0<r/s)=0<plq.rls;

e) (p/lg <r/s nO<tluy=plq - tju<rs - tju
f) 0 <p/g=(@neN)r/s <nx(plg)

g) p/g < r/s=(Jv/we @) p/q < v/w <7/s.

Diikaz. Na ukazku dok4Zeme pouze tvrzeni g); ostatni tvrzeni ptenechavame
&tenafi jako cvieni (viz cviCeni 4).
Jsou-li p/q a r/s libovolna racionalni &isla takova, Ze pg < r/s, je
(12) ps <rq.
Zvolime-li
v/w=1/2 . (p/q + r/s) = (ps + rq)/2gs,
plyne z (12)
2pgs < pqs + rqq A pss + rqs < 2rgs,
takZe podle definice uspofadani v @ plati
plq < v/w A vjw <r/s.

Poznamenejme jeits, Ze z pravé dokazaného tvrzeni g) véty 3 plyne, ze mezi
libovolnymi dvéma réiznymi racionalnimi &isly existuje nekonecné¢ mnoho racional-
nich &isel.

Uspotadana mnoZina M, s relaci uspofadani U, kterd ma vlastnost g) z véty 3,
tj. pro niz plati

Vx,ye M)xUy = (Fze M) (xUz A zUy),

se nazyva hust® uspofadana mnoZina.

Shrneme-li vysledky vét 1 az 3,dostavame nasledujici tvrzeni:

Véta 4. Struktura (@, +, », <) tvoFi archimédovsky a husté uspordadané (komu-
tativni) téleso.
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Cvideni

1. Oveéite, ze sCitani definované na mnoziné @ piedpisem (9) ma tuto vlastnost:
pro libovolné prvky

p/g, P'lq, /s, r[s'e @
plati

(plga=7p]q Arls="r[s)y=(ps + qr)/qs = (p's’ + q'T)/qs.
2. Dokazte vétu 2.
3. Ukazte, ze predpis (10) definuje skutecné relaci v mnoZiné Q.

4. DokaZte tvrzeni a) az f) véty 3.

§ 4. Rozvoje racionalnich &isel v pozi¢nich soustavach

Zapisy racionalnich ¢isel ve tvaru podilu p/q, kterych jsme uZivali v pfedchaze-
jicim paragrafu, nejsou vZdy vhodné pro konkrétni pocitani s racionalnimi Cisly.

UkéaZeme, Ze postup uzity v kapitole VI pro vyjadieni piirozenych cisel
v pozi¢nich &iselnych soustavach, lze vhodnym zpisobem zobecnit i pro ¢isla
racionalni. Vychodiskem bude pro nas nasledujici tvrzeni.

Véta 1. KaZdé raciondlni Cislo p/q je souctem celého Cisla ¢ a raciondlniho Cisla
Po/q, pro néz plati 0 < po/q < 1(a pFitom ¢isla ¢ a p, jsou jednoznacéné urCena).

Snadny dukaz pfenechavame Ctenafi (viz cviCeni 1).

Pon&vadZ kazdé celé Cislo umime vyjadfit v poziéni Ciselné soustavé o libo-
volném zakladu z (> 1), umoZfiuje nam véta 1 zaméfit se pouze na nezaporna
racionalni &isla p/q mensi nez 1, tj. (vzhledem k tomu, Ze pfedpokladame g > 0)
takova,2e 0 < p < q.

Vychodiskem k vyjadieni racionalnich ¢&isel v pozi¢ni &iselné soustavé o zakladu
z > 1 bude pro nas nasledujici véta.

Véta 2. Necht p/q € @ je raciondlni Cislo takové, e
(1) 0=plg<l

anechf ze N, z > 1. Pak existuji jednoznacéné urfend prirozend ¢isla s (neuplny podil)
ar (zbytek) tak, Ze plati

2) pZ=3q+r/\0§r<ql\0§s<z.
Ditkaz. Necht jsou dana &isla p, g a z splitujici pfedpoklady véty. ProtoZe pz a q

jsou prirozena &isla a g # 0, existuji podle véty o d&leni se zbytkem pro pfirozena
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