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Základnı́ aplikace
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Matematické kyvadlo

Základnı́ vztahy: F = ma, a = v̇ = s̈ ⇒ G = mg.

L – délka kyvadla m – hmotnost kyvadla ϕ – úhlová výchylka
Tı́hu ~G rozložı́me na složky,~t – složka působı́cı́ ve směru tečny ke
kružnici, po nı́ž se kyvadlo pohybuje.
Z pravoúhlého trojúhelnı́ka máme

sin ϕ =
t
G

tj. t = G sin ϕ = mg sin ϕ .

ϕ je v radiánech, proto dráha s = Lϕ. Z F = ma máme

−t = ma = ms̈ = mLϕ̈ .

Z rovnováhy opačných sil dostáváme rovnici

mLϕ̈ = −mg sin ϕ .
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Matematické kyvadlo

Po úpravě máme diferenciálnı́ rovnici 2. řádu

ϕ̈ +
g
L

sin ϕ = 0 .
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Matematické kyvadlo
Fyzikálnı́ odvozenı́

Je-li kyvadlo vychýleno z rovnovážné polohy, působı́ na ně tı́ha
~G = m~g momentem M vzhledem k ose o kyvadla.

sin ϕ =
|~t |
mg

M = −L|~t | = −LG sin ϕ = −Lmg sin ϕ

Po zanedbánı́ všech disipativnı́ch sil dostaneme pohybovou rovnici

I · ϕ̈ = −Lmg sin ϕ ,

kde I = L2m je moment setrvačnosti kyvadla vzhledem k jeho ose.
Celkově tedy dostáváme

L2m · ϕ̈ = −Lmg sin ϕ .
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Matematické kyvadlo
Řešenı́

Rovnice matematického kyvadla:

ϕ̈ +
g
L

sin ϕ = 0 .

Pokud je úhlová výchylka ϕ velmi malá, je

sin ϕ ≈ ϕ

a rovnici tedy můžeme linearizovat. Obdržı́me lineárnı́ rovnici

ϕ̈ +
g
L

ϕ = 0 .

Označı́me-li

a =

√
g
L

,

máme
ϕ̈ + a2ϕ = 0 .
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Matematické kyvadlo
Řešenı́

Rovnice
ϕ̈ + a2ϕ = 0

má obecné řešenı́

ϕ(t) = C1 sin at + C2 cos at .

Při zadané počátečnı́ úhlové výchylce ϕ0 = ϕ(0) a počátečnı́ rychlosti
ϕ̇(0) = 0 máme jediné řešenı́

ϕ(t) = ϕ0 cos at .
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