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Parabola
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Parabola

Definice a zakladni vlastnost paraboly

Parabola
Je-li v roviné zadana pfimka p a bod F ¢ p, pak parabolou rozumime
mnozinu

{X €eR?: p(X,F) = p(X.p)}.

Bod F — ohnisko paraboly; pfimka p — fidici pfimka.

Ohniskova vlastnost paraboly:

V8echny paprsky rovnobézné s osou paraboly (viz obr.) se odrazeji od
paraboly tak, Ze po odrazu prochazeji ohniskem F.

Parabola je navic jedinou kfivkou, ktera tuto vlastnost spliuje.
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Parabola

Obrazek k odvozeni
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Parabola

Ohniskova vlastnost paraboly — jednoznacnost

Dikaz zakladni vlastnosti paraboly — viz geometrie.
Ze je parabola jedinou kfivkou, ktera paprsky odrazi do jediného bodu,
muzeme ukazat také geometricky ptimo z definice, nebo takto:

hledand kfivka y = y(x) musi vyhovovat diferencialni rovnici

12 _
yex)-1_ .

SRRT7 )
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Parabola

Aplikace ohniskové vlastnosti

Nejstarsi dochovanou zminkou vyuziti ohniskové vlastnosti paraboly
jsou vypravéni o Archimédové obrané Syrakus.

Archimédés pry sestavil velka parabolickd zrcadla z leSténych
kovovych §titl. Kazdé takové zrcadlo orientoval tak, ze jeho osa
smeérovala ke Slunci a ohnisko bylo co nejblize fimské lodi.

V dnesni dobé probéhly uspésné pokusy o rekonstrukci (napf. na
MIT), ov8em vesmeés za lepSich podminek, nez které mél Archimédés
(lepSi technické vybaveni, mensi vzdalenost lodi od zrcadla, . . .), a tak
zustavaji pochybnosti o vérohodnosti téchto zprav.

Zdenék Halas (KDM MFF UK, 2011) Obycejné diferencialni rovnice Aplikace matem. pro ucitele 7/34


http://web.mit.edu/2.009_gallery/www/2005_other/archimedes/10_ArchimedesResult.html

Parabola

Aplikace ohniskové vlastnosti

Parabolické antény

jsou obvykle orientovany tak, ze jejich osa smértuje ke zdroji signalu.
Pfijimac je v ohnisku.

V udolich je mozno spatfit dvojice antén — jedna je polozena vySe a
prijima signal pfimo od zdroje, druha je poloZena nize a pfijima signal
prijaty vySe poloZzenou anténou.

Radary

funguji podobné, vysila¢e radart jsou v ohnisku, vysilany signal se pak
Sifi rovnobézné s osou paraboloidu. Aby radar zabral co nejvétsi
oblast, tak se neustale otaci a jeho osa je téméf vodorovna.
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Parabola

Aplikace ohniskové vlastnosti

Reflektory
zarovka je umisténa v ohnisku a paprsky potom vychazeji rovnobézné
s 0sou paraboloidu.

Solarni tavici pece

nejvétsi a nejstarsi je v Odeillo ve francouzskych Pyrenejich.
Parabolické zrcadlo 1830 m2. Ohnisko je 18 metr(i pfed zrcadlem.
Dosahuije teploty kolem 3500 °C.

Otacet celym zrcadlem a peci by bylo obtizné, proto je na svahu 63
heliostatl — zrcadel nata¢enych hodinovym mechanismem tak, aby
odrazela slunecni paprsky rovnobézné s osou paraboloidu.

Pec se vyuziva pro védecké ucely.
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Parabola

Aplikace ohniskové vlastnosti — tavici pec v Odeillo
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Parabola

Aplikace ohniskové vlastnosti — teleskopy

Teleskopy — z&kladni mysSlenka

Zrcadlem ve tvaru rotacniho paraboloidu zamifime na pozorovany
objekt tak, Ze osa sméfuje k objektu. Svétlo totiz musi pfichazet

z dostate¢né dalky, aby pfichazelo rovnobézné s osou paraboloidu a
odrazelo se do jeho ohniska, kde se tvofi obraz.

Problém: ohnisko je nad zrcadlem, tj. pozorovatel by mél byt také nad
zrcadlem, aby mohl obraz vidét. Tim by vSak obraz rusil. Klasicka
feSeni jsou dvé:

1. Newtonuyv teleskop

Pfed ohniskem je naklonéné rovinné zrcadlo, které odrazi obraz mimo
prostor nad zrcadlem.
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Parabola

Aplikace ohniskové vlastnosti — teleskopy

2. Schmidt—Cassegrainuv teleskop

vyuziva vlastnosti hyperboly: paprsek, jenz mifi do ohniska jedné
vétve, ale ktery se od ni odrazi ,z vnéjSku“, prochazi ohniskem druhé
vétve.

Pfed ohnisko umistime hyperbolické zrcadlo tak, Ze ohnisko paraboly
je zaroven ohniskem hyperboly. Paprsky sméfujici do ohniska
paraboly tedy zaroven sméfuji do ohniska hyperboly, ktera je vSak
odrazi do svého druhého ohniska, kde je pozorovatel (pod
parabolickym zrcadlem).
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Parabola a ostatni kuzelosecky

Aplikace v architekture

Aplikace kvadratickych ploch (a obecné i dalSich ploch) v architektufe
jsou natolik vyznamné, Ze jim je vénovana samostatna pfednaska.
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Retézovka
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Retézovka

Obrazek k odvozeni

G
'

Zdenék Halas (KDM MFF UK, 2011) Obycejné diferencidlni rovnice Aplikace matem. pro ucitele 15/34



Retézovka

Odvozeni diferencialni rovnice

Retéz — predpokladame dokonale ohebny; hledame jeho tvar y(x).
Volime KSS tak, Zze bod V je jejim poCatkem.

Tiha G je pfimo umérna délce L(x) fetézu od bodu V do bodu X:
G=mg=k-L(x)

a sily jsou v rovnovaze (fetéz visi v klidu):
F+Fo+G=0.

Z pravouhlého trojuhelnika mame (pfi oznaceni a = f):
0

k- L(x)
Fo

, G
o=y =% = =a-L(x).
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Retézovka

Odvozeni diferencialni rovnice

Mame tedy rovnici (a vztah pro délku kfivky):

y(x)=a Lx) a L(x)_/ox\/mdt_

Dosazenim dostaneme

y'(x) :a-/OX\H + y’2(t)dt.

Substituci z(x) = y’(x) ziskdame

z(x):a-AX\/1+zz(t)dt aderivaci Z'(x) =a-/1+ Z3(x).

JelikoZ je te€¢na v bodé V vodorovnd, mame pocatecni podminku
y'(0) = z(0) = 0.
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Retézovka

Reseni diferencialni rovnice

Z(x)=a-y/1+2Z%(x), z(0)=0,

ma snadno odhadnutelné feSeni na zakladé tohoto pozorovani:
coshx = \/1 +sinh®x.

Z(x) = sinh ax.

Redenim je tedy
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Retézovka

Reseni diferencialni rovnice
Navrat Kk y: y'(x) = sinh ax, 1j.
1
y(x) = P -coshax + C.

Jelikoz jsme kartézskou soustavu zvolili tak, ze v nejnize polozeném
bodé V je poCatek, dostdvdme dalsi podminku y(0) = 0, odkud pak

O—y(O)—;-cosha-OJrC,

c——1.
a
Regenim je tedy
1 k
y(x):5~(coshax—1), kde azfo.
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Idealni oblouk

Naleznéme tvar idealniho oblouku, tj. oblouku, ktery splfiuje
nasledujici podminky:
» sily, které jej udrzuji v rovnovazném stavu, vznikaji pouze diky
jeho hmotnosti,

» tyto sily jsou pfenaSeny pouze ve sméru te¢ny ke kfivce tohoto
oblouku,

» ostatni sily ve stavebnim materialu mizeme zanedbat.

Pfenaseni sil ve sméru te¢ny — tak to fungovalo u fetézovky.
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Idealni oblouk

tgpr = tg(m — ) = —tgy

Az na znaménko minus tedy dostaneme opét fetézovku
(,obracena retézovka“).
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A

Idedalni oblouk
Gateway Arch, St. Louis
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Idealni oblouk

Icehotel, Jukkasjarvi

Zdenék Halas (KDM MFF UK, 2011)

Obycejné diferencidlni rovnice

A

23/34

Aplikace matem. pro ucitele



Retézovka

Idealni oblouk

Icehotel, Jukkasjarvi
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Idealni oblouk

Sagrada Familia

Architekt Antoni Gaudi znal dobfe vlastnosti fetézovky. Kdyz studoval
slozité soustavy oblouku, kdy napfiklad jeden oblouk byl zakladem pro
dalsi, modeloval si Gaudi situaci pomoci fetizkl. Pomoci zrcadla
potom mohl pfimo odecitat tvary obloukd, které si pfedstavoval.
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Mydlova bublina

Mame elastickou bldnu napnutou mezi dvéma rovnobéznymi
kruznicemi se stejnym polomérem. Budeme-li kruZnice od sebe
oddalovat, vytvofi blana plast vélce?

Hledame funkci y = f(x), f € C'[—a, a] (povrsku hledaného plasté)
takovou, Ze zaroven
» f(—a)=f(a)=r, reRt,
» rotaci jejiho grafu kolem osy x dostaneme plochu minimalniho
obsahu.

Je tedy potfeba minimalizovat integral
a
Iy) = 271'/ YOO+ y2(x) dx.

—a
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Retézovka
Mydlova bublina

Na zakladé variaéniho poctu (z tzv. Eulerovy rovnice) bychom ziskali

podminku
12

coz po Uprave dava jednoduchou diferencialni rovnici
Y _C
Vi1+y?

Jejim rozfeSenim vzhledem k nejvy$Si derivaci dostaneme

y’:ilcy/yQ—CZ.

Odtud a z okrajovych podminek mame feseni

y(x) = C-cosh%JrK,
kde K, C € R jsou konstanty.
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Retézovka
Mydlova bublina

Z nalezeného feSeni
y(x) = C'COSh%—FK

je vidét, Ze hledanou kfivkou je fetézovka, jejiz rotaci nedostaneme
plast valce, ale tzv. katenoid.

Uloha: srovnejte obsah katenoidu a plasté piislusného valce.
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Visuté mosty
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Visuté mosty se zavéSenou mostovkou

Jaky tvar ma lano, na kterém je zavéSen most?
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Visuté mosty se zavéSenou mostovkou

Nacrtek i odvozeni probiha analogicky jako u fetézovky, dojdeme tedy
opét k rovnici

y'(x)=a-L(x). (1)
Rozdil je pouze v tom, Ze tiha G je pfimo umérna délce L(x) mostovky,
nikoli délce lana (hmotnost lana je totiz oproti hmotnosti mostovky
zanedbatelna). Proto je L(x) = x. Rovnice (1) tak pfejde ve velmi
jednoduchy tvar

y(x)=a-x.

Prostou integraci dostaneme kvadratickou funkci, hledanou kfivkou je
tedy parabola.
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Traktrix
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Traktrix

Obrazek k odvozeni

Retézovka je obalkou kFivky traktrix.
UseCka AB délky a lezi na ose x, bod B je z poCatku tazen po ose y.
Bod A pak opisuje kfivku traktrix.

a? — x?
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Traktrix

Odvozeni

Z pravouhlého trojuhelniku ABE a z faktu, Ze useCka AB je te€nou ke
grafu hledané kfivky y(x), dostavame pfimo diferencialni rovnici:

dl_,/az_xz
dx X '

Prostou integraci s vyuzitim y(a) = 0 obdrzime pfedpis traktrix:

\/ 92 _ y2
y(X):a.|na—i_#_1/aQ_X2_

Traktrix je kfivka velmi dilezita v geometrii: jeji rotaci kolem osy y
dostavame tzv. pseudosféru, tj. plochu se zapornou konstantni kfivosti,
na niz se modeluje Lobadevského geometrie.

(Naproti tomu sféra ma kladnou konstantni kfivost.)
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