ALGEBRA

Pocetni Cast: na zkousku je tfeba prinést portfolio, tj. vyTesené tlohy z této osnovy pred-
métu; dale je potfeba tspésné napsat test s pocetnimi priklady, ktery se zadava u zkousky.

Teoreticka ¢ast: u zkousky jsou zadavany teoretické otdzky (dikazy, odvozeni).

Polynomy a jejich koreny

1. Definice polynomu a polynomiélni funkce. Hornerovo schéma, Lagrangeova interpolace.
Zékladni véta algebry a jeji disledky; polynomy nad Z,. Hranice rozlozeni kofent.
Vietovy véty.

2. Derivace polynomu, nasobnost kofenti polynomu, eliminace néasobnosti korentl.

3. Resen{ polynomiélnich rovnic v radikélech:

Lagrangeova postupna symetrizace na prikladu kubické rovnice, norméalni fada pro obec-
nou kubickou a kvartickou rovnici, véta o resitelnosti algebraické rovnice v radikalech.
Dukaz, ze Az je jednoduchd.

4. Symetrické polynomy, jednoduché symetrické polynomy. Hlavni véta o symetrickych
polynomech, elementarni symetrické polynomy. Diskriminant, vyjadfeni pomoci deter-
minantu.

Grupy a pole

K SZZ vse, co je kurzivou.

5. Pouze informativné: Struktura koneénych abelovskych (neboli komutativnich) grup,
cyklické grupy (komutativita cyklickych grup, normalni podgrupy kone¢nych cyklickych
grup, cykliénost grup prvociselného fadu), véta Cauchyova, prvni véta Sylowova.

6. Prvopole konecného i nekonecného pole, struktura konecngch poli.
7. Kotrenové a rozkladové nadtéleso, stupen rozsiteni.

8. Konstruovatelnost pravitkem a kruzZitkem: eukleidovsky konstruovatelné body a cisla; tri
klasické ulohy starovéku, zdvojeni krychle, trisekce ihlu, kvadratura kruhu (a rektifikace
kruznice). Konstruovatelnost pravidelnych n-ihelniki.

9. Kroneckerova véta, aplikace pri zavedeni komplexnich cisel.



PorLyNOMY

Co je to polynom

¢ definice polynomu

Polynom a jeho hodnoty

e Hornerovo schéma: dén polynom, vypocist efektivné jeho hodnoty

o Lagrangeova interpolace: dany hodnoty, najit polynom nabyvajici téchto hodnot

Polynom a jeho koreny

e Zakladni véta algebry, polynomy nad Z,

— Ma4 vibec kazdy polynom néjaké koreny? Kolik jich ma?

— Reseni podstatné zavisi na oboru integrity ¢i poli...

e Hranice rozlozZeni korenu

— kde se tyto koreny nachazeji — priblizné lokalizace

Vietovy véty

— vztah mezi kofeny a koeficienty polynomu
e Nasobné koreny
jsou-li nékteré koreny polynomu nésobné, jak:

— to poznat (diskriminant)

— se jich ,zbavit“, tj. ziskat polynom se stejnymi koreny, avsak vSsemi jednoduchymi
(derivace polynomu)

Hledani korenu

— existence obecného ,vzorce“ pro koreny polynomu stupné n
— odvozeni vzorce pro kofeny ve specidlnich pripadech (rovnice kvadratickd, kubicka)

— obecny postup nalezeni vzorce pro rovnice libovolného stupné
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Lagrangeova interpolace, Hornerovo schéma
1. Pomoci predpisu pro Lagrangeovu interpolaci napiste polynom p € R|x], pro néjz plati:
a) p(2) = —=5,p(4) =7,p(0) =8, Db)p2)=1p3)=1,pH4) =1
Vysledny polynom neni treba prevadét na tvar dle definice polynomu.
2. Pomoci Hornerova schématu najdéte hodnoty p(1),p(3), p(—2) polynomu
p(z) = 22 — 323 + 22 — 5 + 1.

Eukleidtv algoritmus — opakovani

1. Pomoci Eukleidova algoritmu najdéte nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b.
a) a = 6487, b = 48403, b) a = 353623, b = 244 571.

Polynomy v Z,

Nasledujici ulohy poskytuji zaklad pro dulezitd pozorovani. Kazda z nich ma svij vyznam
pro teorii.

1. Nésledujici rovnice lze Tesit zkusmo — dosazenim vsSech hodnot z koneéné mnoziny Z,,.

a) Najdéte v poli Z; vSechna fesenf rovnice 22+ 3z +2=0.

b) Najdéte v okruhu Zg vsechna feseni rovnice 22 +3z+2=0.

c) Najdéte v okruhu Zg viechna feSeni rovnice 2+ 5z =0.

d) Najdéte v poli Zg vSechna feSeni rovnice 22 +2+2=0.

e) Najdéte v okruhu Zg vSechna feseni rovnice 6x+1=0.

2. Dosazenim vSech hodnot ze Zjz ovérte, ze nasledujici polynomy ze Zs[z] nabyvaji pro
kazdé x € Zs stejnych hodnot:
204+2 = 20°+2 = 22*+23+42242 = P42 VreZs.

Takovychto polynomi lze nalézt vice, mezi polynomy stupné 4 jsou to také:

2:U4+x3+:z‘2—|—x+2, 2m4+x2+2x—|—2, ot 4222 22+ 2.

3. Uvazte, ze uvedena tabulka skutecné obsahuje:

a) vechny polynomidlni funkce na Zg,

b) vSechny polynomy stupné nejvyse 2 (a nulovy polynom) na Zs.

Vsechny polynomialni funkce na Zs lze tedy popsat pomoci vSech polynomt stupné
nejvyse 2 (a nulového polynomu).

4. Pokuste se vlastnim vypoctem (nikoli nahlédnutim do tabulky) najit polynom stupné
nejvyse 2, ktery na Zs nabyva hodnot

f0)=2, f1)=2, f(2)=0.
Muzete uzit napr. metodu neurcitych koeficienta.
5. Kolik je vSech polynomidlnich funkci nad Z,? A kolik je iplné vSech funkci nad Z,?

6. Pokud bychom chtéli popsat vSechny polynomialni funkce na Zs pomoci polynomt co
nejnizstho stupné n, kolik by bylo toto nejnizsi mozné n?

7. Pomoci konkrétnich protipriklada ukazte, ze pole Zs a Zs nejsou algebraicky uzaviena,
tj. najdéte polynom stupné n > 1, ktery ma méné nez n korenti. Konkrétné, najdéte
polynom stupné 2, ktery nema v Zs, resp. v Zs, zadny koren.

8. Najdéte dva riizné polynomy v Zs, jejichz polynomialni funkce jsou si rovny. Cim se
tyto dva polynomy lisi (jaky je jejich rozdil)?



Polynomy p(x) = ax® + bz + ¢ se zadanymi hodnotami v Z;
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Seminar 12. 11. 2024

Vyfeste druhou tlohu z predchoziho seminafe (Hornerovo schéma).

Aplikace Eukleidova algoritmu a derivace polynomu

1. Najdéte koreny nasledujicich polynomu.
a) p(z) =2* —62°+ 1322 — 122 +4 b) p(z) =2® — 72t +192% - 2522 + 162 — 4

Postupujte tak, ze se pokusite snizit jejich stupen odstranénim nasobnosti koreni.
Vyuzijte ptritom:

- vétu o nasobnych korenech polynomu a jeho derivace a

- Eukleidova algoritmu pro nalezeni NSD(p, p’).

Hledejte tedy kofeny polynomu

p(x)
NSD(p(z),p/(z))

Hranice rozloZeni koreni polynomu

1. Najdéte polomér kruhu se stifedem v pocatku (v Gaussové roviné), v némz se nachézeji
vsechny koreny nasledujiciho polynomu.



a) 2 — 322 +2-3=0 b) 23 — Tz +6 =0 c) z° + 4a* — 62% — 1522 + 262 — 10

Vietovy véty

1. Uvazujme kubickou rovnici v redukovaném tvaru: 23 4+ px + ¢ = 0. Dokazte, Ze soucet
vSech jejich kofenu je roven nule.

2. O polynomu
223 —a? —Tx +d

vime, ze vSechny jeho kofeny jsou realné a soucet dvou z nich je roven jedné. Najdéte d
a vsSechny koreny tohoto polynomu.
Koreny rovnic a jejich vlastnosti

1. Cemu je rovna druh& odmocnina V1 v R a éemu jerovna V1v C? Ve peclivé vypoctéte.

Numerické reseni rovnice — aplikace spojitosti a Bolzanovych vét

1. Najdéte ,metodou zkusmo* zaporny koren (s presnosti na 3 desetinnd mista) rovnice

22 =97,
1:2 — 2T
(-2 > 271
02 < 20
(-0,7)2 < 2707

(-0,8)?2 > 2708
Vidime, Ze zaporny kofen rovnice x? = 2% lez{ mezi:
e —1 a0, je tedy roven —0, ...
e —0,8a —0,7, je tedy roven —0,7...

2. Najdéte ,metodou zkusmo* redlny kotfen (s presnosti na 3 desetinnd mista) rovnice

I =COST.

Permutace a grupy — opakovani

1. Zopakujte si vSe o permutacich: J. Be¢var: Linedrni algebra, str. 51-60.

Pripomente si pojmy: permutace, cyklus, rozklad na nezavislé cykly, znaménko per-
mutace, pocet inverzi, transpozice. Uvédomte si, ze cyklus generuje cyklickou grupu.
Uvedte konkrétni priklad.

2. Zopakujte si:

a) Definujte cyklickou grupu.

b) Je cyklickd grupa vzdy komutativni? Své tvrzeni podlozZte.
3. Zopakujte si faktorizaci grupy podle normélni podgrupy:

a) Definujte normélni podgrupu.
b) Je podgrupa komutativni grupy vzdy normalni? Své tvrzeni podlozte.
c¢) Lze vzdy faktorizovat podle cyklické podgrupy? Své tvrzeni podlozte.

Pristé budeme pracovat s textem obsahujicim formule ke kubické rovnici:  |zde v pdf

Z nasledujiciho textu o diskriminantu prostudujte kap. 1.1 az 1.4.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/kubicka_rovnice.pdf

1 Diskriminant

1.1 Diskriminant kvadratické rovnice

Diskriminant kvadratické rovnice az® + bz +c =0, a,b,c € R, a # 0 se ve skolské matematice
zavadi tak, Ze muzeme snadno nabyt dojmu, Ze je pouhym oznacenim vyrazu pod odmocninou

ve vzorci pro koreny:
D = b% — dac.

Toto oznaceni se jevi jako uzitecné, nebot diskriminant slouzi pii rozlisovani (z latinského
discrimino, odlisuji, oddéluji) piipadu, které mohou nastat:
e D > 0, pak ma rovnice 2 rtizné redlné koteny,

e D =0, pak mé rovnice 1 dvojnasobny koren,

e D <0, pak mé rovnice 2 komplexné sdruzené koteny.

1.2 Diskriminant libovolného polynomu stupné alespon druhého

Je mozné diskriminant definovat také pro rovnice vyssich stupnt? Jaky by mohl mit vyznam?
Jelikoz polynomy z R[z| vyssich stupni mohou mit redlné i komplexni kofeny, neni mozné,
aby znaménko jednoho ¢isla vypovidalo o poc¢tu komplexnich koreniti; pouhy tdaj, Ze polynom
mé ¢i nema komplexni kofeny, neni dostatecné zajimavy.

Vzpomenme vSak na zékladni problém: urcit koreny zadaného polynomu f € C|x]. Nez je
zacneme hledat, je vyhodné ovérit, ze polynom nemd nasobné kofeny. Kdyby je mél, mohli
bychom sniZit jeho stupeti tim, Ze bychom vysetiovali polynom f s tymiz kofeny jako f, avsak
vSechny by byly jednoduché. Takovy polynom lze najit snadno:

f
NSD (f, )

Snizenim stupné polynomu bychom si pak usnadnili vypocty spojené s hledanim korenti.
Diskriminant by tedy mohl slouZit k rozhodovani, zda md rovnice ndsobné koreny.

f=

1.3 Obecna definice diskriminantu

Jak najit vyraz, ktery by indikoval vyskyt nasobnych kotent? U kubické rovnice je to snadné;
vyraz .
D3 = (z1 — x2) - (v1 — 3) - (72 — T3)

bude nulovy pravé tehdy, kdyz si budou rovny alespon dva z korent. Problém vsak je, Ze tento
vyraz muzeme napsat (a tedy i vySetfovat) pouze tehdy, kdyz zndme vSechny koreny. Pak je
vSak rozhodovani o jejich nasobnosti trivialni. Vyraz D3 tedy budeme chtit vyjadrit pomoci
koeficientt p¥islusného polynomu. To vSak bude mozné pouze tehdy, pokud bude D3 mozno
vyjadrit jako funkci symetrického polynomu s neuréitymi zi, xs, x3. Toho lze dosdhnout
snadno, stadf misto D3 vySetfovat

Dy = (1 — 32)% - (v1 — w3)% - (w2 — 23)%.

Tento vyraz lze na zakladé hlavni véty o symetrickych polynomech vyjadrit pomoci ele-
mentdrnich symetrickych polynomit, tedy (na zdkladé Vietovych vzorci) pomoci koeficienti
polynomu. Obecné diskriminantem polynomu n-tého stupné rozumime vyraz

D, = H (z; — x1)%.

1<i<k<n



1.4 Vyjadreni diskriminantu pomoci determinantu
Klicové je uvédomit si, ze vyraz
VD3 = [(z1 — x2) - (21 — x3) - (22 — 23)|

je délitelny kazdym dvojclenem x; — x4, kde 4,5 € {1,2,3}, i # j, stejné jako Vandermondiv
determinant

1 1 1
ry T2 X3,
v a3 a3

je délitelny kazdym dvojclenem z; — zj, kde 4,j € {1,2,3}, i # j; staci odecist j-ty sloupec
od ¢-tého. Napriklad délitelnost x3 — x1 ovéfime odectenim 1. sloupce od 3. sloupce, tj.

1 1 0

r1 T2 I3 — T1

2 2} al—a?
Vypoctéme nyni vyse uvedeny Vandermondiiv determinant. Zacneme tim, ze od 2. a 3. fadku
odecteme x1-ndsobek, resp. x3-nasobek 1. fadku (je-li 21 nenulové):

1 1 1 1 1 1
r1 xo a3 =10 9 —2x1 T3—T1
3 23 23 0 z3—a23 23—}

Tento determinant rozvineme podle prvka 1. sloupce:

1 1 1
0 Tro —T1 I3 — X1 :1(71)14"1

22 .2 2
0 x5 —x7 w35 — 27

Iro —T1 I3 — 1
o} —a2? 2} a?

+0+0

a z 1. sloupce vytkneme x5 — x1, z 2. sloupce vytkneme x3 — x1:

1 1
T2 —T1 T3 — 1

Tro —T1 I3 — X1

2 2 2 2

a zbyly determinant rozepiseme pomoci Sarrusova pravidla:

1 1

To— T T3 — T = (zg — x1)(x3 — 1) - |:(:1}3—I1)—(1,‘2—x1)} —

(z2 — 21)(x3 — 21) -

(l’Q — 1'1)(ZE3 — 1131)(1‘3 — 1’2) = —Dg .

Absolutni hodnota Vandermondova determinantu je tedy rovna y/Ds. Hleddme vsak Dsg,
takze vypoc¢téme druhou mocninu tohoto determinantu. Jelikoz je det A = det A” pro kazdou
¢tvercovou matici A, muzeme psat

1 1 1 1 x% 1+1+1 xr1 + 29 + 3 x%+x%+x§
Ds=l|x1 o z3]|-|1 a9 x% = |1+ X2+ X3 x%+x%+x§ xi"—l—:):%—i—x%
l‘% x% $§ 1 z3 ﬂfg x%—i—x%—l—x% :c:{’—f—x%—i—:z% x‘ll—l—a:%—}—x%

Oznacime-li soucty k-tych mocnin
Sp=a +ab+25, ke{0,1,2,...},
muzeme psat
So S1 52

D3 =|5 Sy Sj
So S3 Sy
Podobné D,, je mozno zapsat pomoci analogicky sestaveného determinantu n-tého radu, napt.:
So S1 Se S3
S1 S S3 Sy
So S3 Sy Ss
Ss Sy S5 Sg

Dy =



1.5 Diskriminant kubické rovnice

Vypoctéme nyni diskriminant kubické rovnice v redukovaném tvaru
2 +pr+q=0.

7 Vietovych vét plyne, ze E1 = 0, Fy = p, E3 = —q. Vzhledem k tomu, ze F; = 0, vyjadfeni
S pomoci elementarnich symetrickych polynomi se podstatné zjednodusi. Pomoci postupu
z dikazu hlavni véty o symetrickych polynomech tak dostavame:

So=a0+ad+a3=1+14+1=3
Si=x1+x2+a3=E =0
So=a?+ai+ai=FE-2B,=0-2p=-2p
S3=ai + a3+ a5 =FE} —3E1E, +3E3=0-3-0+3(—q) = —3¢
Podobné
Sy = + a3+ a3 = B} + 2E5 + 4B\ E3 — 4E?Fy = 2F3 = 2p*

Celkem tedy dostaneme:

Sp=3, Si=FE; =0, Sy=-2Ey=-2p, S3=23E3=-3q, Sy=2E=2p%.

So Sl SQ 3 0 *2]) 3 0 *2p
D3 = Sl SQ 53 = 0 —2p —3q =10 —2p —3(] =
Sy S3 Sy —2p —3q 2p? p =3¢ O
=20 3q| 5|0 =20 0 g2y o o2 2 3
3 ‘_3(1 0 ’—l—( 2p) » —3q‘ =3-(=9¢°) —2p-2p° = (27q +4p)

Dostavame tak diskriminant, ktery zname z Cardanova postupu feseni kubické rovnice:

o= (54 )

1.6 Rekurentni vzorce pro zajemce

Jelikoz jsou Sy symetrické polynomy, lze je dle hlavni véty o symetrickych polynomech zapsat
pomoci elementdrnich symetrickych polynomu (znacme je Ey, tj. napiiklad Ey = Y., a;,
By =371 i1 Ti%y, By =300 3 i1 D mej1 TiTiTm, - - -, PIiCemz pro r > n klademe
E,. =0).

Pr1i vyjadrovani S pomoci E4 dle hlavni véty o symetrickych polynomech ihned dojdeme
k rekurentnimu vztahu, tzv. Newtonovu vzorci:

S = FE1S,_1— FE9Sy_o+ E3Si_3— E4Sp_sq+---+ (—1)kEk_151 + (—1)k+1/€Ek .
Specialné pro n = 3 tedy dostavame:
So=a0+ad+a3=1+14+1=3
S1=x1+x2+ 73 =E)
So :x%—i—x%%—x% = F151 —2F, :E%_QEQ
S3 = a3 + a5 + 15 = E1So — ExS) + 3E3 = By (E} — 2Ey) — EyFy + 3F3 =
= E} —3EE, + 3F;
Sy = xil + 1‘% + :E% = F1S3 — EySy + E3S1 — 4E,
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formule ke kubické rovnici: zde v pdf

Opakovani nékterych pojmu a vysledka
Normdlni radou grupy (G, -) rozumime koneény Fetézec podgrup

Ny ={e} <Ny < N3 <AQNsg <+ <QNp_1 <N <G = Nppya,
kde pro kazdé i = 1,2,...,n je N; normélni podgrupou grupy N;;1. Cislo n nazgvame délkou
normélni fady, faktorové grupy N;i1/N; se nazyvaji faktory této normélni rady.
Normélni fada grupy G se nazyva resitelnd, je-li kazdy jeji faktor N;i1/N; cyklickou grupou.
Grupa G se nazyva resitelnd, ma-li alespon jednu resitelnou normalni radu.

Véta: Obecna algebraickd rovnice stupné n € N je feSitelna v radikalech pravé tehdy, kdyz
je grupa S,, fesitelna.

Véta Abelova—Ruffiniova: Pro n > 5 existuji algebraické rovnice stupné n, které nejsou
fesitelné v radikalech.

Neboli: grupy S,, nejsou pro n > 5 fesitelné.
(Dikaz pro grupu S; provedeme na prednésce.)

Ulohy
1. Vyieste nasledujici soustavu (sta¢f najit 3 a 3) pro dané ¢, D € C.
t]+t5 = —27¢
(11 —13)*=(2-27)*- D
2. Vypiste vSechny permutace z grupy S3. Kazdou z téchto permutaci rozlozte na nezavislé
cykly a urcete jeji znaménko.

3. Dokazte, ze Az je cyklickou grupou.
[zapiseme vSechny prvky As pomoci mocniny vhodného cyklu]

4. Dokazte, ze kazda grupa S, ma normélni podgrupu A, a faktorova grupa S, /A, je
cyklicka. Najdéte tuto faktorovou grupu.

5. Ukazte, ze kazd4 cyklickd grupa je FeSitelnd. {e} < C]

6. Poznamenejme, Ze indukei (pres fad grupy) by slo dokézat, ze kazda konecnd komuta-
tivni grupa je Tesitelnd. (dikaz neni potfeba provadét)

7. Podrobné si zopakujte obecny postup feseni polynomidlnich rovnic Lagrangeovou me-
todou postupné symetrizace, tj. pomoci symetrickych polynomt a permutaci, a to na
prikladu kvadratické a kubické rovnice.

Kvarticka rovnice

1. moc hezké shrnuti ke kvartické rovnici od pana Sedldka: zde v pdf


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/kubicka_rovnice.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/kvarticka_rovnice.pdf

. Vsimnéte si, jakého tvaru jsou vsechny sudé permutace ¢tyt prvki, tj. permutace, jejichz
znaménko je 1. P¥ipomenime si, Ze pro kazdou P € Sy plati: sgn P = (—1)*7*, kde k je
pocet nezavislych cykli, na néz se P rozkladd. Aby byla P sudd (tj. sgn P = 1), musi
byt exponent 4 — k sudy. Takze sudé permutace ¢tyf prvki musi byt pouze v jednom
z nasledujicich tvaru:

o k=4,tj.sgn P = (=11 =(=1)%tj. P = (1)(2)(3)(4) = id,

e k=2,tj.sgnP = (-1)*2=(-1)%tj. P=(i,j)(k,l) mnebo P =(i,j,k)(l).
. a) Vypiste vsechny permutace z alternujici grupy A4 (tj. vSechny sudé permutace ¢tyt
prvki). Postupujte systematicky, vyuzijte poznatki z predchoziho bodu.

b) Vsimnéte si, Ze vSechny permutace, které jsou slozenim dvou cyklu délky 2 (tj. dvou
transpozic) tvori (spolecné s identitou) grupu fadu 4. Nazyvame ji Kleinovou Ctyi-
grupou, oznacujeme ji Ky nebo Vy (Viergruppe).

c¢) Vypoctéte viechny prvky tiid (2,3,4)K, a (2,3,4)?K4. Vsimnéte si, ze to jsou uz
vSechny permutace z Ay, které lze zapsat jako trojcyklus (tj. jsou slozenim cykla délky
3al).

. Podati se Vam na zakladé predchoziho bodu najit nasledujici norméalni radu grupy S47
{id} < C(2) < Ky <Ay <S4y

(K4 — Kleinova ¢tytrgrupa, C(2) — cyklickd grupa radu 2)

. As je podgrupa sudych permutaci v grupé S5. Na zakladé vztahu

sgn P = (_1)sudé ¢islo _ (—1)>*

zvazte, jaké permutace mohou byt prvky As. Vypiste vsechny typy kombinaci zapsané
pomoci rozkladi na nezdvislé cykly (presnéji pomoci délek téchto cykli podobné jako
v bodé [2)).

Zajimavosti (pro zdjemce)

. Problém z pfedchoziho bodu souvisi s rozklady prirozenych ¢isel na soucty, o nichz se
také hovoii ve filmu Muz, ktery poznal nekonecno (nazyvané tam jako parciace, viz od
44. minuty):

https://wuw.youtube.com/watch?v=fAuDYnyvvw8.

. ,Parciace“ dvou, t¥i, ¢tyT a péti:
2=1+1

3=241=14+1+1
4=3+1=2+2=2+14+1=14+14+1+1
9=4+1=34+2=34+14+1=2424+1=24+14+14+1=14+14+1+1+1
Mimochodem, zde jsou pocty P(n) rozkladi na soucty vybranych pfirozenych ¢isel n:
n P(n)

n P(n
. (n)
8 22
2 2
3 3 9 30
i 5 10 42
57 50 204226
6 11 100 190569 292
7 15 200 3972999029 388


https://www.youtube.com/watch?v=fAuDYnyvvw8

Symetrické polynomy

1. Zopakujte si pojmy: symetricky polynom, jednoduchy symetricky polynom, elementarni
symetricky polynom, vyska, vedouci clen.

2. Ovérte, ze plati nasledujici vztahy, postupujte pri tom pomoci myslenky z dukazu hlavni
véty o symetrickych polynomech.

So=a0+a+23=1+14+1=3
Si=m+x2+23=F)
Sy = x% + 23 + a3 = Ef — 2B,
S3 :i':l))—l-l'g—l—l‘% :E%—3E1E2—|—3E3
3. 7 textu o diskriminantu prostudujte zavérecnou kapitolu 1.6.

4. Urcete, jaky c¢len vyjadieny pomoci elementarnich symetrickych polynomt musime od
zadaného jednoduchého symetrického polynomu odecist, abychom eliminovali ¢len s nej-
vétsi vyskou.

a) Y 210233 [musime odeéist E E3E?]
b) 3 22 wo a3

c) > ff x% T3

Seminar 10. 12. 2024

Cyklické grupy, komutativni grupy
1. poznadmky ke grupam zde v pdf
2. Vypiste vSechny podgrupy cyklické grupy C'(12). Jsou vSechny tyto podgrupy normalni?
3. Rozhodnéte, zda je grupa radu 7 cyklicka.

4. O grupé G vime, zZe jeji fad je alespon 14 a nejvyse 18, navic vime, ze nemé zadné
vlastni podgrupy. Podafi se VAm presné urcit rad této grupy?

5. Urcete pocet (neizomorfnich) komutativnich grup rddu: a) 5, b) 32.

V nasledujicim sva rozhodnuti podlozte prislusnou vétou. Rozhodnéte, zda grupa fadu
1. 12m4 jako svou podgrupu: a) C(2), b) C(3).
2. 12mé podgrupu radu 4.
3. 24ma podgrupu fadu: a) 8, b)2, «¢) 3.
4. Rozhodnéte, zda grupa A4 mé podgrupu fadu: a) 2, b) 3, «c¢)4.

V pripadé existence tyto grupy struéné popiste (nazev ¢i struéna charakterizace).


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/Grupy_vyber.pdf

Pole, prvopole, struktura kone¢nych poli (opakovani)

1.
2.
3.

Struktura kone¢nych poli: zde v pdf (text ze skripta D. Stanovského)
Prvopolem pole F' rozumime jeho nejmensi podpole.
Kazdé nekonecné pole obsahuje jako své podpole pole izomorfni s Q.

Q je nejmensi nekonecné pole, je prvopolem (aZ na izomorfismus) kazdého nekone¢ného
pole.

. Zopakujte si konstrukci prvopole nekone¢ného i kone¢ného pole. Vyjdéte z axiomu pole

(existence nulového a jednotkového prvku, existence opaénych a inverznich prvku).

Kazdé konecné pole obsahuje jako své podpole pole izomorfni s 7Z,, kde p je néjaké
prvoéislo. Kazdé konetné pole ma pravé p* prvki, kde p € IP je néjaké prvoéislo a k € N
je né&jaké prirozené ¢islo (k > 1). Koneéna pole pak zpravidla zapisujeme GF(p*) (podle
Galois field).

Prvky konec¢ného pole lze prehledné popsat: jsou to pravé vSechny kotreny polynomu
2?" — 2 nad Zy. Obecné vsak tyto kofeny nemusi lezet v Z, (pro k > 1 je prvka pole
GF(p*) vice nez prvkt pole Z,), GF(p*) je tedy rozkladovym nadtélesem polynomu
2?* — 2 nad Zy,. Samotné pole Z;, pak plni roli prvopole v GF (p").

Ulohy

Rozhodnéte, zda mohou existovat kone¢né pole, kterd maji nasledujici pocty prvki.
a)l b)2 ¢4 d)6 e 8 )10 g)11 h)24 1i)25 j) 81

Y IV

Korenové a rozkladové nadtéleso, stupen rozsireni

1.

Ukazte, Ze rozkladové pole polynomu p € Q[z], kde p(x) = 22 — 5, je pole Q(V/5).
Napiste, jakého tvaru jsou vSechny prvky z Q(+/5) (tj. k poli racionalnich ¢isel je ad-
jungovan prvek v/5).

. Ukazte, Ze rozkladové pole polynomu p € Q[z], kde p(z) = (22 — 2) - (22 — 5), je pole

Q(v2, V).

Napiste, jakého tvaru jsou viechny prvky z Q(v/2,v/3) (tj. k poli racionélnich ¢isel jsou
adjungovany prvky v/2,v/3).

. Napiste nékteré nadpole pole Q, které je kofenovym nadpolem polynomu p € Q|z], kde

p(x) = (2% = 2) - (2 = 5).
[Q(v/2), Q(V/5), ale také celé rozkladové nadpole, tj. Q(v/2,v/5)]

Na pristim seminafi probereme:

. Stupen rozsifeni: Vsechny prvky pole Q(v/3) jsou tvaru: a-1+b-v/3, kde a,b € Q;

tvoif tedy vektorovy prostor s bazi {1,v/3}, jeho dimenze je tedy 2. Tuto dimenzi
nazyvame stupném rozsiteni a znacime [Q(v/3) : Q], piseme tedy:

[Q(V3): Q] =2.

Urcete stupeti rozsiteni [Q(v/5) : Q] a popiste, jak vypadaji véechny prvky vektorového
prostoru Q(v/5) nad Q.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/Prvopole.pdf

7.

Pozor: [Q(+/2) : Q] = 3, nebot pole obsahujici /2 obsahuje také jeji mocniny: /2,
(+v/2)2. Mocnina (v/2)% uz nenf novym prvkem, nebot (v/2)3 =2 € Q.

Vgechny prvky z Q(+/2) jsou tedy tvaru: a-1+b-v/2+c-(3/2)?, kde a,b,c € Q; tvori
tedy vektorovy prostor s bazi {1, V/2, (¥/2)?}, jeho dimenze je tedy 3, proto:

[Q(V2): Q] =3.

Rozhodnéte, zda je rozkladové pole polynomu p € Q[x], kde p(z) = (23 — 2) - (22 — 5),
rovno poli Q(+/2,/5). Urcete stupeii rozsireni [Q(+/2,v/5) : Q] a napiste, jakého tvaru
jsou viechny prvky z Q(+/2,V5).

Déle urcete stupeti rozsifeni [Q(¥/2,v/5) : Q(/2)].
Ukazte (na jednom vhodné zvoleném konkrétnim piikladé), ze pro rozsiteni F C K C E

plati:
[E:F|=[F:K]-[K:F].

Seminar 17. 12. 2024

Konstruovatelnost pravitkem a kruzitkem

1.

Materialy ke konstruovatelnosti pravitkem a kruzitkem:
scan z knihy [BeDla], str. 453-455 je (zde v pdf,
vypisky doplnéné o nékterd pozorovani jsou zde v pdf)

. Zopakujte si zakladni myslenky dikazu tvrzeni, ze zadna se t¥i klasickych tloh antické

matematiky (zdvojeni krychle, trisekce ihlu a kvadratura kruhu) neni fesitelnd pouze
pomoci (eukleidovského) pravitka a kruzitka.

Pripomente si konstrukce souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu, coz je zdkladem dukazu
tvrzeni, ze vSechna racionalni ¢isla jsou konstruovatelna.

Dokazte, ze vSechna pole Q(1/q), kde ¢ € Q* obsahuji pouze &isla, kterd jsou konstru-
ovatelna. (Sta¢i dokézat, ze druhd odmocnina kazdého kladného racionélniho ¢isla je
konstruovatelna — pripomente si konstrukci pomoci Eukleidovy véty o vysce.)

Kroneckerova véta a zavedeni komplexnich cisel

1.

Zopakujte si znéni a ideu dikazu Kroneckerovy véty, viz téz [BeDla] str. 311, véta ¢islo
VIL.77. Viz zde v pdf, vypisky doplnéné o nékterd pozorovani jsou zde v pdf.

. Proc¢ se v Kroneckerové vété predpoklada, ze polynom p je nelinedrni? Uvazte napiiklad

jednoduchy linedrni polynom z a popiste algebraické ,rozsifeni* R[x]/(z) pole R, tj.
popiste, jak by vypadaly prvky Rlz|/(x).

Popiste algebraické rozsfieni R[x]/(2% + 1) pole R, tj. popiste, jak by vypadaly prvky
Rlz]/(x? + 1).

. Na zakladé Kroneckerovy véty vysvétlete, pro¢ jsou komplexni ¢isla reprezentovatelna

linedrnimi polynomy s koeficienty z R (viz algebraicky tvar komplexniho ¢isla).

. Pro¢ jsou komplexni ¢isla reprezentovatelnd pravé linedrnimi polynomy s koeficienty

z R? Zvazte i tento argument: C = R(i), tj. pole komplexnich ¢isel vznikne z pole
realnych ¢isel adjunkci prvku i.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/konstr_kniha.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/konstr_tabule.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/Kronecker_kniha.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Algebra/Kronecker_tabule.pdf

6. Srozumitelné vysvétlete, pro¢ komplexni ¢isla nedefinujeme pomoci jejich algebraického
tvaru (a + bi, kde i = —1), ale definujeme je pomoci usporadanych dvojic redlnych
Cisel.

7. Pozor: pri zavadéni C nesta¢i uvazovat pouze mnozinu vsech usporddanych dvojic
redlnych ¢isel, k definici komplexnich ¢isel to nestaci (tohle spliuje i vektorovy prostor
R?). Teprve zavedeme-li na téchto uspoirddanych dvojicich operace s¢itdni a nasobeni:

Va,b,c,d € R:  [a,b]+ [c,d] =[a+ ¢, b+d],

Va,b,c,d € R: a,b]-[c,d] = [ac — bd,ad + bc],

zavedli jsme komplexni ¢isla, tj. strukturu (C, +,-).



10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

ALGEBRA

ukazkovy zkouskovy test

Jméno: Datum:

. Pomoci konkrétniho protiptikladu ukazte, ze pole Zs neni algebraicky uzaviené.
. Struc¢né naznacte ideu odvozeni vzorce pro odstranéni nasobnosti koreni.

. Najdéte koreny nasledujiciho polynomu tak, ze se pokusite snizit jeho stupen odstrané-

nim nasobnych kotenti: 3 + 922 4 27x + 27. VyuZijte derivaci polynomu.

. a) Definujte obecné diskriminant polynomu.

)
b) Cim je tato definice motivovana?
¢) Struéné odvodte vyjadieni diskriminantu kubického polynomu pomoci determinantu
obsahujictho souéty mocnin kofenti tohoto polynomu, vyuzijte faktu, ze Sy = 2p2.

. a) Zformulujte zdkladni vysledek o Fesitelnosti rovnic v radikélech.

b) Na piikladu kubické rovnice a chovéni ¢; a ty struc¢né vysvétlete, pro¢ zde potfebujeme
faktorové grupy a pro¢ museji byt cyklické.

c¢) Napiste normdlni fadu grupy Sj:

d) Jak se projevi fad faktorové cyklické grupy (podgrup z normélni fady) v Lagrangeové
postupné symetrizaci? Uvedte reprezentativni konkrétni priklad u kvartické rovnice.

. Symetricky polynom 2%+ 23 + 23  vyjadiete pomoci elementérnich symetrickych po-

lynomil. Vyuzijte postup z dikazu hlavni véty o symetrickych polynomech.

. Pomoci predpisu pro Lagrangeovu interpolaci napiste polynom p, pro néjz plati:

p(2) = =5, p(1) =3, p(0) = 8.
Vysledny polynom neni treba prevadét na tvar dle definice polynomu.

. Pomoci Hornerova schématu vypoététe hodnotu polynomu p(z) = —2* + 322 + 2 +6

v bodé 2.

. Uvazujme polynom p(z) = (2% — 3)(2% — 2), p € Q[z]. Napiste jeho rozkladové nadpole

a né&jaké jeho jeho kofenové nadpole (rizné od rozkladového nadpole).

Nézorné ukazte na konkrétnim reprezentativnim piikladé, ze pro rozsiteni F C K C E
plati:
[E:F|=[F:K]-[K:F].

Najdéte stupeii rozsireni [Q(+/2) : Q).

Zduvodnéte, pro¢ nelze klasickou tlohu zdvojeni krychle Tesit pouze pomoci eukleidov-
skych konstrukei.

Popiste konstrukei tsecky délky: a) a-b, b) \/a, jsou-li dany dsecky délek a, b.
Odvodte, jak vypadaji prvopole koneénych a nekonecnych poli.

Zformulujte vétu Cauchyovu a prvni Sylowovu pro grupy. Porovnejte je s klasickou vétou
Lagrangeovou.

Zformulujte Kroneckerovu vétu a s jeji pomoci zduvodnéte, pro¢ je jednim z vhodnych
zapistt komplexnich ¢isel jejich algebraicky tvar, tj. tvar linedrnich polynom.
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