4 Markovovy retézce

Definice 7 Posloupnost celociselnyjch nahodnijch velicin {X,}52 , se nazyjvd Markoviv eté-
zec (markovsky Tetézec), jestlize

P(Xyt1 = 7| Xn =tn, -, Xo =10) = P(Xpnt+1 = Jj|Xn =in) (17)
pro kazdé n >0, a iy, -+ ,in € Z takové, Ze P(Xy, = in, -+, X9 =1p) > 0.
Hodnoty n interpretujeme jako ¢asové okamziky, hodnoty, kterych retézec X,, muze nabyvat,

interpretujeme jako stavy. Mnozinu stavi fetézce budeme znacit S.

Vztah (17) vyjadifuje markovskou vlastnost, tedy skutecnost, ze vysledek v ¢ase n + 1 zavisi
pouze na stavu fetézce v ¢ase n (stav v pfitomném ¢ase), nikoli na starsi minulosti (posloup-
nosti realizovanych stavi pred Casem n).

Priklady — hody kostkou, ndhodné prochéazka

Definice 8 Hodnotu
pij(n,n+1) = P(Xpy1 = jlXn = 1)

budeme nazygvat pravdépodobnost prechodu ze stavu i v casen do stavu j v case n+1. Markoviv
Fetézec se nazyvd homogenni, pokud hodnoty p;j = pij(n,n + 1) nezdvisi na hodnoté n.
Oznacme p; = P(Xo = 1), pak (pi,i € S) oznacuje pocdtecni rozdélent retézce.

Dale budeme predpokladat, ze dany Markoviv fetézec je homogenni.

Véta 3 Necht {X,,}72 je homogenni Markoviv fetézec s mnozinou stavi S C Z, pocdtecnim
rozdélenim (p;,i € S) a pravdépodobnostmi prechodu (p;j,i,j € S). Pak

P(Xo =0, - s Xn = in) = DigPigis *** Pin—1in-
Ditkaz: Indukei podle n. Pro n = 0,1 tvrzeni zfejmé plati (z definice, resp. elementarnim
podminénim). Pro n = 2 méme podle véty o podminéné pravdépodobnosti
IP)(XO = ’L'o,Xl = il,XQ = 'L'Q) = [ED(XO = Zo)P(Xl = i1|X0 = ZO)]P)(XQ = i2|X1 = ’L'l,Xo = io)
= PigPigi1 Pirizs

protoZe z markovské vlastnosti plati

P(Xy = i2| X1 = i1, Xo = i0) = P(X2 = i2| X1 = 91) = Diyin-
Podobné pro n > 2:

P(Xo =g, -, Xn =1in) = P(Xy, = in|Xo =10, -, Xpn—1 = in—1)P(Xo =10, - , Xpn—1 =n-1)
= Din_1inP(Xo =10, , Xn—1 = tn—1) = PigPigir " * * Pin_1in-

kde jsme nejdiive vyuzili markovské vlastnosti a poté indukéniho predpokladu. O

Definujme si také pravdépodobnosti piechodu vyssich fada (po vice krocich):

Pg')) = I{i = j}, pg) = pij, pl(-;lﬂ) = Zpﬁ,j)pkj.
kes



Tyto pravdépodobnosti se hodi zapisovat v maticovém tvaru, pak tedy pracujeme s matici
pravdépodobnosti prechodu (pfechodovou matici) P = (pi;)i jes a maticemi pravdépodob-

nosti pechodu po vice krocich P(") = (pz(-?))z‘,jes-

Smysluplnost této definice pravdépodobnosti prechodu po vice krocich ukazuje néasledujici
tvrzeni.

Véta 4 Necht m > 0 je celé ¢islo, i,j € S, pak P(Xpin = j|Xn =1) = p,g;-n).

Dikaz: Indukci podle m. O
Rovnéz plati P = P" pro n > 0 (dtikaz opét indukei). Pravdépodobnosti pfechodu vyssich
rada tedy muzeme ziskat jednodusSe nasobenim matic.

Poznamka: Uvédomme si, 7e jak P tak i P jsou tzv. stochastické matice, tj. obsahuji
pouze ¢isla mezi 0 a 1 a soucet kazdého fadku se rovna 1.

Skladani pravdépodobnosti pfechodu ukazuje nasledujici véta.

Véta 5 (Chapmanova-Kolmogorova rovnost) pro vsechna celd ¢isla m,n > 0 plati

(m~+n) (m) (n)
Py =P P
keS

Diikaz: Pouzijeme rozklad uvazovaného jevu podle vSech moZznych stavi v ¢ase m a postupné
podminovani:

pz(;TH*n) P(Xpnin = j|Xo = i) = ZP(XWF” = j, Xm = k| Xo =19

keS
= > (X = X = by Xo = )P(Xpn = k| Xo = 1) = Y pl"p})-
kesS kesS
V posledni rovnosti jsme pouzili markovskou vlastnost a homogenitu retézce. O

4.1 Klasifikace stavii Markovova retézce

Definice 9 Rekneme, Ze stav j € S je dosaZitelny ze stavui € S, pokud existuje n > 0 takové,

(n)

Ze p;;0 > 0. PisSeme i — j. Markoviv Tetézec nazveme nerozloZitelnym, pokud je kazdyj stav
dosaZitelny z kaZdého stavu.

Definice 10 Reknem@, Ze ) #£ C C S je uzaviend mnoZina, pokud Zidny stav vné mnoZiny
C nent dosaZitelny z Zddného stavu uvniti mnozZiny C.

Véta 6 C C S je uzaviend mnoZina pravé tehdy, kdyz plati pjr, = 0 pro kazdé j € C a k ¢ C.

Dikaz: Implikace zleva doprava je ziejma. Opacnou implikaci dokdzeme indukei. Musime
ukézat, ze pyk) =0prokazdé l e N, j € Cak¢C.Prol =1 to plati z predpokladu, pro
[ > 1 piSme
- -1 -1 -1
P = p e = p e 3o =Y pl Y 0430 pa =0,
icS ieC i¢C ieC i¢C

kde jsme v predposledni rovnosti vyuzili indukéni piredpoklad. O



Véta 7 Retézec je rozloZitelny pravé tehdy, kdyz existuje uzaviend mnozina C' # S.
Dikaz: Ziejmy.

Véta 8 Markoviv Fetézec je rozloZitelny prave tehdy, kdyZ po vhodném precislovdani stavi je
. 0 . .
matice prechodu tvaru ( Ql R ) , kde P1, R jsou ctvercové matice.

Dikaz: Precislujeme stavy tak, aby nejdiive byly oéislované stavy z C'. Pak snadno nahléd-
neme, Ze nova matice pravdépodobnosti pfechodu bude mit pfesné zadany tvar. Il

Definice 11 Bud'i € S, potom
= inf{n > 0, X,, =i}

se nazyvd doba pruniho vstupu (nékdy se vice hodi doba pruniho ndvratu) fetézce do stavu i.
Stav i € S se nazygvd trvaly, pokud

Pi(v; < 00) = P(y; < 00| X =1) =1,

tedy Tetézec, ktery vychdzi ze stavu i, se s pravdépodobnosti 1 vrdti do stavu i po konecné
mnoha krocich. V opaéném pripadé (kladnd pravdépodobnost, Ze se Tetézec do stavu i nikdy
nevrdti) fekneme, Ze stav i je prechodny. Trvaly stavi € S se nazyvd nulovy, pokud E;v; = oo,
a nenulovy, pokud E;v; < oo.

Poznamka: Do trvalého stavu se Markovuv fetézec s pravdépodobnosti 1 vrati nekoneéné-
krat. Do prechodného stavu se Markoviiv feézec vrati nekonecné-krat s pravdépodobnosti
0.

Oznaéme fi(n) =Pi(vi=n)a fi(o) = 0. Zfejmé stav ¢ je trvaly pravé tehdy, kdyz Y .7, fi(n) =
1. Dale plati Egv; = 350, nf™

Poznamka: pgl) =P(X,=1)=> 1, f pu platl pron > 1.
Definice 12 Stav i € S homogenniho Markovova Fetézce se nazyvd periodicky s periodou d,
pokud

d=NSD{n>0,p" > 0} > 1.

K3
Pokud vychdzi d = 1, Fikame, Ze stav i € S je aperiodicky (neperiodicky).
Rekneme, Ze dva stavy jsou stejného typu, pokud jsou oba dva trvalé/prechodné, nulové/nenulové,
neperiodické /periodické se stejnou periodou.

Véta 9 Stavi € S je trvaly pravé tehdy, kdyz Y >, pgf) = 0.

Trvaly stav i € S je nulovy prdavé tehdy, kdyz p(-m

i — 0 pron — oo.

Dukaz: Pro x € (0,1) definujme vytvotujici funkce P(x), F'(x) posloupnosti pg?), fi(n)

D=3 nan e B =30
n=0 n=0



7 poznamky plyne, ze pro n > 1 plati

pg?)xn _ Z fl(k)pgf_k)l‘”

k=1 k=1

3

Sec¢tenim této rovnosti pfes n > 1 dostaneme

B 1= Y g = 303 bl et = (i ff'“)x’“> (ié?wl) — F@)P(a).

n=1 n=1k=1 k=1

Plati tedy P(x) =1/(1 — F(z)). Dale

nastava pravé tehdy, kdyz

1= lim F(z)= Zf(n Pi(v; < 00).

1—
T—r n—0

Odtud je vidét, ze stav ¢ € S je trvaly pravé tehdy, kdyz > 2 Opgl”) = 00.

Naznak diikazu druhé &asti* : Zbylou ¢ast dikazu pouze naznacime. Ziejmé

1-F@) 1 [ = pm)om) N ml—@
o ‘1—w<nzofi P

=30+ e =Y £ = B, (18)
n=0 n=0

pro x — 17. Limitni pfechod v (18) dostaneme z Fatouova lemmatu

liminf Y f1 42 = 3 i
n=0

1—
T— n—0

a z nerovnosti fi(”)(l 4ol < fi(n)n pro z € (0,1). Vime tedy, Ze trvaly stav i € S je
nulovy pravé tehdy, kdyz

li 1—x)P = 1 — =0.
Jm (I —o)P) = lim 3=

(n)

Zbyva tedy ukazat Ze (limxﬁl (1-— x)P(:U) = ()) je ekvivalentnl' (pzZ — 0) pro n — 0.

vvvvvv

odkazy na dalsi literaturu lze najit ve skriptech Z. Praskové a P. Lachouta: Zaklady néhodnych
procest. O

Véta 10 Necht'i — j — i. Pak stavy i a j jsou stejného typu. Pokud i — j /4 i, pak stav i
je prechodniyj. 'V nerozloZitelném tetézci jsou vSechny stavy stejného typu.

Véta 11 V Tetézci s konecné mnoha stavy nemohou byt vSechny stavy prechodné. V fetézci
s konecné mnoha stavy neexistuji stavy trvalé nulové.

Definice 13 Stav, ze kterého neni dosazitelny Zddnij jing stav, nazveme stavem absorbénim.
Stav, ktery je trvaly, nenulovy a neperiodicky, nazveme stavem ergodickym.



4.2 Limitni a stacionarni rozdéleni Markovova retézce

V této podkapitole se podivime na dlouhodobé chovani markovského fetézce, tedy jaké je
chovani ndhodné veli¢iny X,, pokud n — oo.

Definice 14 Rozdéleni m = (m;,i € S) nazveme staciondrnim, pokud plati w; = .. ¢ Tipij
pro viechna j € S. Maticové lze tuto soustavu rovnosti zapsat ve tvaru 7' = 7! P.

Rozdéleni a = (a;,1 € S) nazveme limitnim, pokud pro kaZdé i € S a kaZdé pocdtecni rozdélent
plati a; = limy, 00 pi(n), kde pi(n) = P(X,, = 1).

Poznamka: Vsimnéte si, Ze na rozdil od stacionérniho rozdéleni, které se vztahuje k pravdeé-
podobnostem prechodu, se limitni rozdéleni vztahuje k rozdéleni celého markovského fetézce,
jez je ovlivnéno i poc¢ateénim rozdélenim. Nicméné snadno nahlédneme, Ze je-li po¢atecni roz-
déleni markovského Tetézce rovno stacionarnimu, pak i rozdéleni fetézce ve vSech nasledujicich
¢asech (pi(n),i € S),n € N, je rovno stacionarnimu rozdéleni.

Véta 12 Necht existuje limitni rozdélent a fetézce {X,,}°°, pak toto rozdéleni je jeho sta-
ciondrnim rozdélenim.

Dtkaz: Ziejmé

= " pi(n)pij.

€S
Podle Fatouova lemmatu

a; = hm 0 pj (n+1)= hm mprZ n)pij > th inf p;(n)pi; = Zaipij- (19)
€S 1€S €S

Poscitame-li predchozi nerovnosti pres j € S, dojdeme k nerovnosti

I—Za] Zazpzj—zazzng—zaz—l

JES i,jES €S jES i€S

V neostré nerovnosti vyse se tedy nabyva rovnosti, coz dale znamena, Ze ve vSech nerovnostech
(19) musi nastavat rovnost. O

Véta 13 V nerozloZitelném etezci existuje staciondrni rozdeleni pravé tehdy, kdyZ vsechny
stavy jsou trvalé nenulové. V tom piipadé existuje prdvé jedno staciondrni rozdélend. Jsou-li
navic stavy Tetézce neperiodické, je stactondrni rozdelent i rozdélenim limitnim, dokonce

(n) _ 1

1 = li =
nl—>nolop‘7( ) n1—>Hc}op ﬂ-j Ejyj’

kde m = (m;,i € S) je staciondrni rozdéleni a Eju; =Y 2 nf;j(n) je stiedni hodnota doby
pruntho ndvratu do stavu j. Jsou-li vSechny stavy periodické, plati

1
i S = fim Sl =,



Poznamka: V konetném nerozlozitelném retézci stacionarni rozdéleni vzdy existuje.

Stacionarni rozdéleni nerozlozitelného fetézce necharakterizuje jen limity absolutnich pravdé-
podobnosti jednotlivych stavii. Charakterizuje také ¢etnosti navratu do jednotlivych stavi,
resp. Cas Fetézcem v jednotlivych stavech straveny.

Véta 14 Oznacme .
Nj(n) = I(Xx=j), j€S,
k=1

ndhodnou velicinu uddvajict, kolikrdt v pronich n krocich projde Tetézec stavem j. V nerozlo-
Zitelném tetézct s trvalymi nenulovymi neperiodickymi stavy plati

lim

=m; s pravdépodobnosti 1
n—o00 n

pro kazZdé j € S.



