
Cvi£ení NMFM310 (25.2.2015)

P°íklad 1: �e²te diferenciální rovnici

dy

dt
= ay

(
1− y

k

)
s parametry a, k > 0.

P°íklad 2: Ukaºte, ºe logistická k°ivka je symetrická podle in�exního bodu.

P°íklad 3: Ov¥°te, ºe y(t) = k exp(be−at) je °e²ením diferenciální rovnice

dy

dt
= −ay ln(y/k),

s parametry a, k > 0.

P°íklad 4: Ur£ete satura£ní úrove¬ Gompertzovy k°ivky a její in�exní bod. Je Gompert-
zova k°ivka symetrická kolem in�exního bodu?

P°íklad 5: Jak byste proloºili daty exponenciální k°ivku

y(t) = beat,

za pomoci metody nejmen²ích £tverc· na log(yti)?

P°íklad 6: Hrubý odhad parametr· logistické k°ivky

y(t) =
k

1 + be−at
, (1)

pomocí metody nejmen²ích £tverc·:

• parametry a, k - rovnici
dy

dt
= ay

(
1− y

k

)
aproximujte pro diskrétní £as rovnicí pouºívající místo dy

dt aproximaci diferencemi
∆yti
∆ti

a z ní odvo¤te rovnici pro regresi ∆yti
yti∆ti

na yti . Pouºijte metodu nejmen²ích

£tverc· pro spo£ítání odhad· â, k̂.

• b̂ dopo£ítejte z rovnice pro ln b odvozené z (1) s dosazenými â, k̂ pr·m¥rováním p°es
v²echna pozorovaná data.

Domácí úloha

Klasickým p°íkladem pouºití prokládání logistickou k°ivkou je p°ípad odhadu r·stu po£tu
obyvatel USA v za£átcích 20. století. V souboru ObyvatelstvoUSA.csv jsou data za roky
1790 aº 1940. H. Hotelling prokládal data za léta 1790 aº 1910 logistickou k°ivkou a do²el
k odhadu

f(x) =
195868

1 + 67.5352e−0.031239t
.

Proloºte data za roky 1790 aº 1910 logistickou k°ivkou pomocí metody z P°íkladu 6. Takto
obdrºené odhady parametr· pouºijte jako výchozí pro metodu z p°edná²ky (bude p°í²tí
pond¥lí) a prove¤te jeden a dva itera£ní kroky.
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Pro v²ech p¥t odhad· logistické k°ivky (Hotelling·v a t°i Va²e) spo£ítejte p°edpov¥di pro
roky 1920, 1930 a 1940. Vyrobte graf.

Který odhad dopadl nejlépe?
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