
1 �íselné °ady

De�nice 1 (£íselná °ada a její sou£et). Nech´ {an}∞n=1 je £íselná posloupnost.

Symbol
∞∑
n=1

an budeme nazývat nekone£nou °adou, £ísla sN =

N∑
n=1

an pak jejími

£ate£nými sou£ty.

Existuje-li limita s = lim
N→∞

sN , nazýváme ji sou²tem °ady
∞∑
n=1

an (pí²eme

∞∑
n=1

an = s). �íkáme, ºe °ada
∞∑
n=1

an:

� konverguje, pokud s ∈ R,

� diverguje, pokud nekonverguje,

� diverguje k ±∞, pokud s = ±∞,

� osciluje, pokud není s de�nováno.

Poznámky a p°íklady. 1. Platí

∞∑
n=1

qn


konverguje, pokud |q| < 1,
diverguje k +∞, pokud q ≥ 1,
v ostatních p°ípadech osciluje.

a
∞∑
n=1

1

nα

{
konverguje, pokud α > 1,
v ostatních p°ípadech diverguje k +∞.

2. Budeme (podobn¥ jako u posloupností) pouºívat i °ady za£ínající jiným
indexem neº n = 1. Platí (pro libovolné k ∈ N) ºe

∞∑
n=1

an konverguje ⇐⇒
∞∑
n=k

an konverguje.

Konvergence °ady tedy nezávisí na kone£n¥ mnoha £lenech (p°ípadný sou-
£et v²ak pochopiteln¥ ano).

3. (aritmetika °ad) pokud
∞∑
n=1

an = A,
∞∑
n=1

bn = B, α, β ∈ R, potom

∞∑
n=1

(αan + βbn) = αA+ βB,

pokud má pravá strana smysl. Speciáln¥e pro α 6= 0 platí
∞∑
n=1

an konverguje ⇐⇒
∞∑
n=1

αan konverguje.
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1.1 �ady s kladnými £leny

Tedy °ady
∞∑
n=1

an pro které platí an > 0, n ∈ N. Limita lim
N→∞

sN v tomto

p°ípad¥ (z d·vodu monotonie) vºdy existuje - bu¤ kone£ná, nebo +∞ - proto
£asto pí²eme

�

∞∑
n=1

an <∞, pokud °ada
∞∑
n=1

an konverguje,

�

∞∑
n=1

an =∞, pokud °ada
∞∑
n=1

an diverguje.

V¥ta 2 (nutná podmínka konvergence °ady). Pokud nekone£ná °ada
∞∑
n=1

an

konverguje, potom lim
n→∞

an = 0.

V¥ta 3 (srovnávající kritérium). Nech´
∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn jsou °ady s kladnými

£leny a p°edpokládejme, ºe existuje N ∈ N takové, ºe bn ≥ an, n ≥ N . Potom

1.
∞∑
n=1

bn <∞ =⇒
∞∑
n=1

an <∞, nebo ekvivalentn¥

2.
∞∑
n=1

an =∞ =⇒
∞∑
n=1

bn =∞.

V¥ta 4 (limitní srovnávající kritérium). Nech´
∞∑
n=1

an a
∞∑
n=1

bn jsou °ady s klad-

nými £leny a lim
n→∞

bn
an

= L. Potom

1. pokud L > 0, pak
∞∑
n=1

bn <∞ =⇒
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L <∞, pak
∞∑
n=1

an <∞ =⇒
∞∑
n=1

bn <∞,

3. pokud L ∈ (0,∞), pak
∞∑
n=1

an <∞ ⇐⇒
∞∑
n=1

bn <∞.

V¥ta 5 (podílové kritérium). Nech´
∞∑
n=1

an je °ada s kladnými £leny a L =

lim
n→∞

an+1

an
. Potom
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1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

V¥ta 6 (odmocninové kritérium). Nech´
∞∑
n=1

an je °ada s kladnými £leny a

L = lim
n→∞

n
√
an. Potom

1. pokud L < 1, pak
∞∑
n=1

an <∞,

2. pokud L > 1, pak
∞∑
n=1

an =∞.

D·leºité limity: lim
n→∞

n
√
np = 1, lim

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
.

Nap°íklad podle podílového i odmosninového kritéria snadno dostaneme, ºe

∞∑
n=1

n!

nn
< 0.

v p°ípad¥, ºe L = 1, nedávají kirtéria o konvergenci ºádnou informaci, nejsou

tedy schopna odhalit divergenci ani zjevn¥ divergující °ady
∞∑
n=1

1, kterou nejsou

schopna odli²it od konvergující °ady
∞∑
n=1

1

n2
. Poznamenejme je²t¥, ºe ve formu-

laci odmocninového kritéria m·ºeme v de�nici L nahradit limitu limes superior.

V¥ta 7 (integrální kritérium). Nech´ N ∈ N a f : [N,∞)→ [0,∞) je nerostoucí
a spojitá na intervalu [N,∞). Pokud an = f(n), n ≥ N , potom

∞∑
n=1

an konverguje ⇐⇒ (N)

∫ ∞

N

f(x) dx <∞.

Nap°íklad konvergence integrálu
∫ ∞

2

1

x log2 x
dx tedy implikuje konvergenci

°ady
∞∑
n=2

1

n log2 n
.

1.2 �ady s obecnými £leny - alternující °ady

Jde o °ady de tvaru
∞∑
n=1

(−1)nan, kde an ≥ 0, n ∈ N.
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De�nice 8 (absolutní konvergence). �íkáme, ºe nekone£ná °ada
∞∑
n=1

an kon-

verguje absolutn¥, pokud platí
∞∑
n=1

|an| <∞.

V¥ta 9 (konvergence a absolutní konvergence). Pokud °ada
∞∑
n=1

an konverguje

absolutn¥, potom konverguje.

V¥ta 10 (Leibnizovo kritérium). Nech´ {an}∞n=1 je nerostoucí posloupnost spl-

¬ující lim
n→∞

an = 0. Potom °ada
∞∑
n=1

(−1)nan konverguje.

�ada
∞∑
n=1

(−1)n

n
konverguje, ale nekonverguje absolutn¥. Je dobré si v²im-

nout, ºe °ady jak kladných £ástí, tak záporných £ástí této °ady ob¥ divergují k
+∞. Takto je to vºdy v p°ípad¥ konvergentních °ad, které nekonvergují abso-
lutn¥.
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