V metrickych a normovanych prostorech plati rovnéz nasledujici nerovnosti,
které zname z R:

lp(z,y) — p(z,2)| < p(y,2),  |llzll = [lyll] < llz -yl

Analogicky k posloupnostem redlnych a komplexnich &sel definujeme i po-
sloupnosti prvka obecné mnoziny M, tedy jako zobrazeni z N do M.

Definice 1 (limita posloupnosti v metrickém prostoru). Necht (M, p) je met-

ricky prostor a {x,};2, je posloupnost proki z M. Rikdme, Ze x € M je limitou

posloupnosti {x, }°°; vzhledem k metrice p (piseme p — lim =z, = z), pokud
n—oo

plati lim p(x,,z) =0.
n—oo

Alternativné miZeme pochopitelné limitu posloupnosti definovat i zndmym
vyrokem

lim 2z, =2 <= Ve>03INeNVReNn>N:p(x,,z)<e.

n— oo

Poznamky a priklady. 1. Posloupnosti magici limitu podle definice vijse
budeme nazyvat konvergentni (v metrice p).
2. Limita v metrickém prostoru je uréena jednoznacné.
3. Posloupnost {x,}°°, C RY, z, = (z1,...,2%), neNazx = (z',...,2%
plati _ _
(p—limzx, =z) < (hma::l =zx', i= 1,...,d),

pokud p je kterdkoliv z p-metrik na R, p € [1,00].

0, pokud x =y,
p(z,y) =
1, pokud x # y.

Pro metriku

na M plati a posloupnost {x,}o°; C M plati
(p—limzx, =2) <= ANeNVneNn>N:z,==x).

Definice 2 (ekvivalentni normy a metriky). Rikdme, e dvé metriky p a d na
mnozin€ M jsou ekvivalentni, pokud existuje C' > 0, Ze pro kaZda x,y € M plati

Cply) < d(w,9) < & plw,).

Rikdme, Ze dvé normy || -|| a ||| - ||| na vektorovém prostoru V jsou ekviva-
lentni, pokud existuje C' > 0, Ze pro kaZdé x € V plati

1
Cllzll < ll2lll < & llll-

Napiiklad vSechny p-metrky (normy) na R? jsou (po dvou) ekvivalentni.
Rovnéz plati, ze ekvivivalence metrik (norem) je relaci ekvivalence.



Véta 3 (spojitost metriky na normy). Necht (M, p) je metricky prostor a
{xn}oly a {yn}rq jsou posloupnosti v M pro které plati p — lim x, = x a
n—roo

p— nhﬁ\rr;o Zn =y. Potom p — HILH;O o(Tn, yn) = p(z,y).

Necht (V]| - ||) je normovanyg linedrni prostor a {x,}orq a {yn}req je po-
sloupnost ve V' pro kterou plati lim z, = x. Potom lim ||z,|| = ||z||.
n—oo n—oo

Definice 4 (okoli, oteviené a uzaviené mnoziny). Necht (M, p) je metricky
prostor. Okoli bodu x € M s polomérem € > 0 (v metrice p) definujeme jako

U(z,e) ={ye M :p(x,y) <e}.

Prstencové okoli bodu x € M s polomérem € > 0 (v metrice p) pak definujeme
jako
P(z,e) = U(w,e) \ {o} = {y € M : 0 < play) < e}

MnoZinu U C M nazveme otevienou (vzhledem k p), pokud plati
VeeU3Te>0 :U(x,e) CU.

Mnozinu K C M nazveme uzavienou (vzhledem k p), pokud je mnoZina M \ K
oteviend (vzhledem k p).

Poznamky a priklady. 1. okoliU(x,¢€) je vZdy otevFend mnoZina, uzavieny

interval je uzaviFend mnoZina (v klasické metrice na R). V metrice

0, pokud x =y,
p(z,y) =
1, pokud x # y.

je kazdd mnoZina oteviend i uzaviend. V libovolném metrickém prostoru
(M, p), jsou mnoZiny & a M uzaviené i oteviené.

2. Libovolné sjednoceni oteviengch mnoZin je oteviend mnoZina: je-li {U,},
a € A, systém otevieniyich mnoZzin, je i U U, oteviend mnoZina (ve stejné

acA
metrice),

Konecny prinik otevienyjch mnoZin je otevirend mnozina: jsou-li Uy, ..., Uy,
n

otevi'ené mnoZiny, je i ﬂ Uy oteviend mnoZina (ve stejné metrice).
k=1
Libovolng primik uzaviengch mnoZin je uzaviend mnoZina: je-li {K,}, a €
A, systém uzaviengch mnozin, je i ﬂ K, uzaviend mnoZina (ve stejné
a€A
metrice),

konecné sjednoceni uzaviengch mnozin je uzaviend mnozina: jsou-li K1, . ..
n

uzaviené mnoziny, je i U Uy uzaviend mnoZina (ve stejné metrice).
k=1

K



Definice 5 (spojitost v metrickém prostoru). Necht (M,p) a (X,d) jsou dva
metrické prostory, ¢ : M — X, a € M a AC M, a € A. Potom tikame, Ze ¢ je

o spojité v bodé a, pokud plati

Ve>03d>0Ve eUy(x,0): p(x) € Ug(f(a),e).

o spojité v bodé a vzhledem k mnozZiné A, pokud plati

Ve>036>0VreUy(x,d)NA:o(x) € Us(f(a),e).

e spojité, pokud je spojité ve vSech bodech M,
o spojité vzhledem k A, pokud je ve vSech bodech A spojité vzhledem k A.

Véta 6 (charakterizace spojitosti). Necht (M,p) a (X,d) jsou dva metrické
prostory a ¢ : M — X. Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentns:

1. p je spojité,
2. o~ Y(U) je oteviend pro kazdou U C X otevrenou,
3. ¢ 1K) je uzaviend pro kazdou K C X uzavienou.

Analogické tvrzeni oviem neplati pro obraz, napf. arctanz je spojitd a
arctan(R) = (=%, %) oteviend a sinz je spojita a sin(R) = [—1, 1] je uzaviena
(pfipomenime, 7e mnozina R je (v R) uzaviend i oteviena).

Definice 7 (hromadny a izolovany bod). Necht (M, p) je metricky prostor,
A C M. Bod a € M nazveme hromadnigym bodem mnoziny A, pokud plati

Ve>03zecA:xeU(a,e).

Bod a € A nazveme izolovanym bodem mnoZiny A, pokud neni jejim hromadngm
bodem.



