
V metrických a normovaných prostorech platí rovn¥º následující nerovnosti,
které známe z R:

|ρ(x, y)− ρ(x, z)| ≤ ρ(y, z),
∣∣||x|| − ||y||∣∣ ≤ ||x− y||

Analogicky k posloupnostem reálných a komplexních £ísel de�nujeme i po-
sloupnosti prvk· obecné mnoºiny M , tedy jako zobrazení z N do M .

De�nice 1 (limita posloupnosti v metrickém prostoru). Nech´ (M,ρ) je met-
rický prostor a {xn}∞n=1 je posloupnost prvk· z M . �íkáme, ºe x ∈M je limitou
posloupnosti {xn}∞n=1 vzhledem k metrice ρ (pí²eme ρ − lim

n→∞
xn = x), pokud

platí lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0.

Alternativn¥ m·ºeme pochopiteln¥ limitu posloupnosti de�novat i známým
výrokem

lim
n→∞

xn = x ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ N : ρ(xn, x) < ε.

Poznámky a p°íklady. 1. Posloupnosti mající limitu podle de�nice vý²e
budeme nazývat konvergentní (v metrice ρ).

2. Limita v metrickém prostoru je ur£ena jednozna£n¥.

3. Posloupnost {xn}∞n=1 ⊂ Rd, xn = (x1n, . . . , x
d
n), n ∈ N a x = (x1, . . . , xd)

platí
(ρ− limxn = x) ⇐⇒

(
limxin = xi, i = 1, . . . , d

)
,

pokud ρ je kterákoliv z p-metrik na Rd, p ∈ [1,∞].

Pro metriku

ρ(x, y) =

{
0, pokud x = y,

1, pokud x 6= y.

na M platí a posloupnost {xn}∞n=1 ⊂M platí

(ρ− limxn = x) ⇐⇒ (∃ N ∈ N ∀ n ∈ N, n ≥ N : xn = x).

De�nice 2 (ekvivalentní normy a metriky). �íkáme, ºe dv¥ metriky ρ a d na
mnoºin¥ M jsou ekvivalentní, pokud existuje C > 0, ºe pro kaºdá x, y ∈M platí

C ρ(x, y) ≤ d(x, y) ≤ 1

C
ρ(x, y).

�íkáme, ºe dv¥ normy || · || a ||| · ||| na vektorovém prostoru V jsou ekviva-
lentní, pokud existuje C > 0, ºe pro kaºdé x ∈ V platí

C ||x|| ≤ |||x||| ≤ 1

C
||x||.

Nap°íklad v²echny p-metrky (normy) na Rd jsou (po dvou) ekvivalentní.
Rovn¥º platí, ºe ekvivivalence metrik (norem) je relací ekvivalence.
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V¥ta 3 (spojitost metriky na normy). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor a
{xn}∞n=1 a {yn}∞n=1 jsou posloupnosti v M pro které platí ρ − lim

n→∞
xn = x a

ρ− lim
n→∞

xn = y. Potom ρ− lim
n→∞

ρ(xn, yn) = ρ(x, y).

Nech´ (V, || · ||) je normovaný lineární prostor a {xn}∞n=1 a {yn}∞n=1 je po-
sloupnost ve V pro kterou platí lim

n→∞
xn = x. Potom lim

n→∞
||xn|| = ||x||.

De�nice 4 (okolí, otev°ené a uzav°ené mnoºiny). Nech´ (M,ρ) je metrický
prostor. Okolí bodu x ∈M s polom¥rem ε > 0 (v metrice ρ) de�nujeme jako

U(x, ε) = {y ∈M : ρ(x, y) < ε}.

Prstencové okolí bodu x ∈ M s polom¥rem ε > 0 (v metrice ρ) pak de�nujeme
jako

P (x, ε) = U(x, ε) \ {x} = {y ∈M : 0 < ρ(x, y) < ε}.

Mnoºinu U ⊆M nazveme otev°enou (vzhledem k ρ), pokud platí

∀ x ∈ U ∃ ε > 0 : U(x, ε) ⊆ U.

Mnoºinu K ⊆M nazveme uzav°enou (vzhledem k ρ), pokud je mnoºina M \K
otev°ená (vzhledem k ρ).

Poznámky a p°íklady. 1. okolí U(x, ε) je vºdy otev°ená mnoºina, uzav°ený
interval je uzav°ená mnoºina (v klasické metrice na R). V metrice

ρ(x, y) =

{
0, pokud x = y,

1, pokud x 6= y.

je kaºdá mnoºina otev°ená i uzav°ená. V libovolném metrickém prostoru
(M,ρ), jsou mnoºiny ∅ a M uzav°ené i otev°ené.

2. Libovolné sjednocení otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina: je-li {Ua},
a ∈ A, systém otev°ených mnoºin, je i

⋃
a∈A

Ua otev°ená mnoºina (ve stejné

metrice),

Kone£ný pr·nik otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina: jsou-li U1, . . . , Un

otev°ené mnoºiny, je i
n⋂
k=1

Uk otev°ená mnoºina (ve stejné metrice).

Libovolný pr·nik uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina: je-li {Ka}, a ∈
A, systém uzav°ených mnoºin, je i

⋂
a∈A

Ka uzav°ená mnoºina (ve stejné

metrice),

kone£né sjednocení uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina: jsou-li K1, . . . ,Kn

uzav°ené mnoºiny, je i
n⋃
k=1

Uk uzav°ená mnoºina (ve stejné metrice).
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De�nice 5 (spojitost v metrickém prostoru). Nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou dva
metrické prostory, ϕ :M → X, a ∈M a A ⊆M , a ∈ A. Potom °íkáme, ºe ϕ je

� spojité v bod¥ a, pokud platí

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Uρ(x, δ) : ϕ(x) ∈ Ud(f(a), ε).

� spojité v bod¥ a vzhledem k mnoºin¥ A, pokud platí

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Uρ(x, δ) ∩A : ϕ(x) ∈ Ud(f(a), ε).

� spojité, pokud je spojité ve v²ech bodech M ,

� spojité vzhledem k A, pokud je ve v²ech bodech A spojité vzhledem k A.

V¥ta 6 (charakterizace spojitosti). Nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou dva metrické
prostory a ϕ :M → X. Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní:

1. ϕ je spojité,

2. ϕ−1(U) je otev°ená pro kaºdou U ⊆ X otev°enou,

3. ϕ−1(K) je uzav°ená pro kaºdou K ⊆ X uzav°enou.

Analogické tvrzení ov²em neplatí pro obraz, nap°. arctanx je spojitá a
arctan(R) = (−π2 ,

π
2 ) otev°ená a sinx je spojitá a sin(R) = [−1, 1] je uzav°ená

(p°ipome¬me, ºe mnoºina R je (v R) uzav°ená i otev°ená).

De�nice 7 (hromadný a izolovaný bod). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor,
A ⊂M . Bod a ∈M nazveme hromadným bodem mnoºiny A, pokud platí

∀ ε > 0 ∃ x ∈ A : x ∈ U(a, ε).

Bod a ∈ A nazveme izolovaným bodem mnoºiny A, pokud není jejím hromadným
bodem.
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