
V¥ta 0.1 (Heineho pro spojitost). Je-li funkce f de�nována na U(a, δ), potom
je ekvivalentní

1. f je spojitá v a,

2. pro kaºdou posloupnost {an} ⊂ Df \ {a} spl¬ující lim
n→+∞

an = a, platí

lim
n→+∞

f(an) = f(a).

V¥ta 0.2 (Bolzano-Cauchyova podmínka pro posloupnosti). Pro posloupnost
{an} je ekvivalentní

1. an je konvergentní,

2. ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n ∈ N, n,m ≥ N : |an − am| < ε.

V¥ta 0.3 (Bolzano-Cauchyova podmínka pro funkce). Pro funkci f je ekviva-
lentní

1. f má v a vlastní limitu,

2. ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x, y ∈ P (a, δ), : |f(x)− f(x)| < ε.

De�nice 0.4 (limes superior a limes inferior). De�nujeme

lim sup
n→∞

an =

{
lim

n→∞
sup{ak : k ≥ n}, {an} shora omezená,

+∞, jinak.

a

lim inf
n→∞

an =

{
lim
n→∞

inf{ak : k ≥ n}, {an} zdola omezená,

−∞, jinak.

Poznamenejme, ºe limity ve vý²e uvedené de�nici vºdy existují (z d·vodu
monotonie). Platí lim supn→∞(−1)n = 1 a lim infn→∞(−1)n = −1. Rovn¥º platí

lim
n→+∞

an = L ⇐⇒
(
lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞

an = L

)

Hlub²í vlastnosti funkcí

De�nice 0.5 (lokální extrémy). Je li funkce f de�nována na okolá bodu a,
potom °íkáme, ºe f má v bod¥ a

� lokální minimum, pokud existuje δ > 0, ºe platí: x ∈ P (a, δ) =⇒
f(x) ≥ f(a),

� lokální maximum, pokud existuje δ > 0, ºe platí: x ∈ P (a, δ) =⇒
f(x) ≤ f(a),

� obdobn¥ de�nujeme ostré lokální minimum a ostré lokální maximum

nahrazením p°íslu²né nerovnosti nerovností ostrou.
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V¥ta 0.6 (nutná podmínka pro lokální extrém). Existuje-li f ′(a) a f má v bod¥
lokální extrém, potom f ′(a) = 0.

De�nice 0.7 (globální extrémy). Je li funkce f de�nována na mnoºin¥ M (tj.
M ⊆ Df ). Potom °íkáme, ºe f má v bod¥ a ∈M

� globální minimum vzhledem k M , pokud platí: x ∈M \{a} =⇒ f(x) ≥
f(a),

� globální maximum vzhledem kM , pokud platí: x ∈M \{a} =⇒ f(x) ≤
f(a),

� obdobn¥ de�nujeme ostré globální minimum a ostré globální maxi-

mum nahrazením p°íslu²né nerovnosti nerovností ostrou.

� Je-li M = Df , pak £ást "vzhledem k M" zpravidla vynecháváme.

De�nice 0.8 (spojitost na intervalu). Nech´ f : [a, b]→ R, potom °íkáme, ºe f
je spojitá na [a, b], jestliºe platí

� f je spojitá v kaºdém bod¥ x ∈ (a, b),

� f je zleva (resp. zprava) spojitá v b (resp. v a).

Analogicky de�nujeme funkce spojité na ostatních typech interval· (tj. (a, b),
[a, b) a (a, b]).

Mnoºinu v²ech funkcí spojitých na intervalu I budeme zna£it C(I).

V¥ta 0.9 (existence extrém· na intervalu). Kaºdá f ∈ C([a, b]) nabývá (vzhle-
dem k [a, b]) globálního maxima i minima.

Ukázáli jsme si na p°íkladu funkce x3−x, x ∈ [−1, 2], jak s pomocí posledních
dvou v¥t vy²et°ovat globální extrémy funkcí a uzav°ených intervalech.
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