
V¥ta 1 (variace konstant). Nech´ {y1, . . . , yn} je fundamentální systém rovnice
(Lh) a nech´ funkce C1, . . . Cn : (a, b)→ R spl¬ují pro x ∈ (a, b) soustavu
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Potom funkce yp(x) =

n∑
k=1

Ck(x)yk(x) je °e²ením rovnice (L).

0.1 Rovnice s konstantními koe�cienty

Nyní se budeme v¥novat otázce, jak najít fundamentální systém pro rovnici (Lh)
za p°edpokladu, ºe an jsou konstantní funkce (toto p°edpokládáme po zbytek
kapitoly).

Základní my²lenka je, ºe °e²ení hledáme ve tvaru y = eλx, pro takovou funkci
totiº platí, ºe je °e²ením rovnice (Lh) práv¥ tehdy, kdyº je λ °e²ením rovnice

anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0.

Polynomu na levé stran¥ této rovnice se zpravidla °íká charakteristický polynom
(p°íslu²ný rovnici (Lh)). Má-li ale charakteristický polynom vícenásobné nebo
komplexní ko°eny, není moºné z funkcí tvaru eλx sestavit fundamentální systém
celý.

V obecném p°ípad¥ hledáme fundamentální systém následovn¥:

� nejprve najdeme ko°eny charakteristického polynomu

p(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0,

� za kaºdý reálný ko°en λ násobnosti k p°idáme do fundamentálního systému
funkce

eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx,

� za kaºdou dvojici komplexn¥ sdruºených ko°en· α ± βi násobnosti k p°i-
dáme do fundamentálního systému funkce

eαx sin(βx), eαx cos(βx), . . . , xk−1eαx sin(βx), xk−1eαx cos(βx).

Poznamenejme, ºe p je stupn¥ n a tedy má v£etn¥ násobnosti n ko°en·. Rovn¥º
platí, ºe komplexní ko°eny se musí vyskytovat ve dvojici komplexn¥ sdruºených
£ísel stejné násobnosti.
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Speciální pravá strana

Máme-li nalezen fundamentální systém rovnice (Lh) m·ºeme nalézt °e²ení rov-
nice (L) pomocí variace konstant. Je-li ale pravá strana ve speciálním tvaru.
m·ºeme (u rovnic s konstantními koe�cienty) nalézt °e²ení následujícím postu-
pem:

P°edpokládáme, ºe f má (speciální) tvar

f(x) = P (x)eαx cos(βx) +Q(x)eαx sin(βx),

kde P a Q jsou polynomy. Moºné tvary takové pravé strany jsou nap°íklad

f(x) = x31, pro α = 0, β = 0, P (x) = x31, Q(x) = 0
f(x) = (x+ 1)ex, pro α = 1, β = 0, P (x) = x+ 1, Q(x) = 0
f(x) = (x2 − x)e−2x sin 4x, pro α = −2, β = 4, P (x) = 0, Q(x) = x2 − x

Partikulární °e²ení yp pak hledáme ve tvaru

yp(x) = xk [R(x) cos(βx)eαx + S(x) sin(βx)eαx] ,

kde degR,degS ≤ max(degP ,degQ) a k je násobnost ko°ene α+ βi v charakte-
ristickém polynomu odpovídajícímu levé strané.

Nap°íklad pro rovnici

y′′ − 2y′ + 2 = (x2 + 1)ex sinx

platí

� charakteristický polynom má tvar p(λ) = λ2 − 2λ+ 2 a ko°eny 1± i,

� fundamentální systém homogenní rovnice tedy bude mít tvar {ex sinx, ex cosx},

� pravá strana má speciální tvar pro

α = β = 1, P (x) = 0, Q(x) = x2 + 1,

násobnost ko°enu α+ βi v charakteristickém polynomu je 1

� partikulární °e²ení tedy hledáme ve tvaru

yp(x) = x
[
(Ax2 +Bx+ C)ex cosx+ (Dx2 + Ex+ F )ex sinx

]
.
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