Definice 0.1 (limita posloupnosti). Rz’kt’me, Ze posloupnost {a,} md limitu
L € R* (piseme lirf an = L), pokud plati
n—-+0oo

Ve>03no e NVneN, n>ng:a, € U(L,e)

Poznamky a p¥iklady. 1. Pro funkci f : [1,+00) = R (nebo jen definova-
nou na okoli +0o0) miZeme definovat posloupnost a, = f(n), pak plati

lim =L = lim a, = L. Zdroveii miZeme (mnoha zpisoby)
r—+00 n—-+oo

podloupnost rozsivit posloupnost na funkei splitujici f(n), ¢imz miZeme
néekdy prevést turzeni platnd u limit funkci na limity posloupnosti.

Naptiklad jsme si ukdzali dva strazniky pro posloupnosti, tedy tvrzeni:

pokud plati a,, < ¢, < b, pro vSechna dostatecné velkd n a lim a, =
n—-+oo

lim b, =L, potom lim ¢, = L.
n——+oo n—-+4oo

Nebo (coZ je obuykle snazsi) miZeme varantu tvrzeni turzeni pro posloup-
nosti dokdzat takrka identickym zpisobemiym, jako jsme dokazovali va-
riantu pro funkce. To plati napFiklad o aritmetice limit, kterou budeme
pouZivat i pro posloupnosti. A stejné tak pro déleni nulou:

pokud a, > 0 pro vsSechna dostatecné velkd n a lim a, = 0, potom
n—-+oo

1
lim — =400 (a podobné pro a,, <0 a —0).
n—+00 Ay

2. Eulerovo ¢islo e (které jsme definovali jako exp(1)) se obuykle definuje po-
moct limity posloupnosti a, = (1 + %)n Obecné plati lim (1 + E) =
n—-+oo n

€”, coZ by mohl byt zpisobd jak funkci exp definovat (kdybychom umeéli li-
mitu spocitat bez vyuZiti této funkce). RovnéZ to ddvd vhled do toho, co
viibec funkce e® znamend.

3. (geometrickd posloupnost) kombinaci zndmgjch limit z funkci (a dvou strdz-

+00, q>1,
niki) dostaneme lim ¢" = <1, q=1, Na ptipad ¢ < —1
n—-+4oo
0, -1<g<l.

st jesté pockame, i kdyZ bychom jej mohli snadno vyiesit treba z definice.
4. Bez dikazu jsme si uvedli ndsledujici zakladni limity posloupnosti:
" ! Vn! 1
im L =0, lim ‘% =0, lim {n=1, lim Yl _1

n—-+oo n! n—-+oo NN n—-+oo n—+oo N e

Definice 0.2 (monotonni posloupnost). Posloupnost {a,} nazveme
e rostouci, pokud a,4+1 > a,, n € N,
e klesajici, pokud a,+1 < ap, n € N,

e neklesajici, pokud a, 11 > a,, n € N,



e nerostouci, pokud a,1 < a,, n € N.

Definice 0.3 (omezena posloupnost). Posloupnost {a,} nazveme
e shora omezenou, pokud ezxistuje C € R, Ze a,, < C, n R
e zdola omezenou, pokud existuje C € R, Ze a,, > C, n € R

e omezenou, pokud je shora i zdola omezend (tj. ezistuje C € R, Ze |a,| <
C,neR).

Véta 0.4 (limita monotonni posloupnosti). Plati
1. Kazdd monotonni posloupnost md limitu.

2. Kazdd shora omezend neklesajici (nebo zdola omezend nerostouct) posloup-
nost konverguje.

Tato véta mé rozlicené teoretické i praktické dusledky, napiiklad ¢asto po-
mize pfi vypoCtu limit rekurentné zadanych posloupnosti, coz jsme ilustrovali
na Fibonacciho posloupnosti a,+1 = an + apn—1, n > 1, a1 = ay = 1.

Vratme se jesté ke geometrické posloupnosti pro g < —1, nap¥. pro ¢ = —1
ma tvar —1,1,—1,1,.... Vidime Ze obsahuje dvé posloupnosti —1,—1,—1,...
(liché ¢leny) a 1,1,1,... (sudé ¢leny), které ziejmé limitu maji.

Definice 0.5 (vybrana posloupnost). Rikdime, Ze posloupnost {br} je vybrana
posloupnost (podposloupnost) z posloupnosti a,, pokud ezistuje rostouci po-
sloupnost prirozengch ¢isel ny, takovd, Ze by, = a,, (miZeme si ji tedy piedsta-
vovat jako sloZenou funkci, vnitini funkce je k — ny a vnéjsi n — a, ).

ProtoZe pro {ny} jako v definici vyse vidy plati ny > k dostaneme piimo

z definice limity posloupnosti, ze lim a, = L == lim a,, = L. Z toho
n—+00 k—+o00

pak napiiklad okamzité vidime, Ze {¢"} pro ¢ < —1 nemuZe mit limitu, protoze
liché a sudé ¢leny maji sice limity, ale rizné (a limita je ur¢ena jednoznac¢ng).

Véta 0.6 (Bolzano-Weierstrassova). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentni podposloupnost.

Vé&ta 0.7 (Heineho). Je-li funkce f definovdina na P(a,d), potom je ekvivalentni

1. lim =L,

Tr—ra
2. pro kaZdou posloupnost {a,} C Dy \ {a} splitujici linILl a, = a, plati
n—-+0oo
lim f(a,)= L.

n—-+oo



