
De�nice 0.1 (limita posloupnosti). �íkíme, ºe posloupnost {an} má limitu
L ∈ R∗ (pí²eme lim

n→+∞
an = L), pokud platí

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ∈ U(L, ε)

Poznámky a p°íklady. 1. Pro funkci f : [1,+∞)→ R (nebo jen de�nova-
nou na okolí +∞) m·ºeme de�novat posloupnost an = f(n), pak platí
lim

x→+∞
= L =⇒ lim

n→+∞
an = L. Zárove¬ m·ºeme (mnoha zp·soby)

podloupnost roz²í°it posloupnost na funkci spl¬ující f(n), £ímº m·ºeme
n¥kdy p°evést tvrzení platná u limit funkcí na limity posloupností.

Nap°íklad jsme si ukázali dva stráºníky pro posloupnosti, tedy tvrzení:

pokud platí an ≤ cn ≤ bn pro v²echna dostate£n¥ velká n a lim
n→+∞

an =

lim
n→+∞

bn = L, potom lim
n→+∞

cn = L.

Nebo (coº je obvykle snaz²í) m·ºeme varantu tvrzení tvrzení pro posloup-
nosti dokázat tak°ka identickým zp·sobemým, jako jsme dokazovali va-
riantu pro funkce. To platí nap°íklad o aritmetice limit, kterou budeme
pouºívat i pro posloupnosti. A stejn¥ tak pro d¥lení nulou:

pokud an > 0 pro v²echna dostate£n¥ velká n a lim
n→+∞

an = 0, potom

lim
n→+∞

1

an
= +∞ (a podobn¥ pro an < 0 a −∞).

2. Eulerovo £íslo e (které jsme de�novali jako exp(1)) se obvykle de�nuje po-

mocí limity posloupnosti an =
(
1 + 1

n

)n
. Obecn¥ platí lim

n→+∞

(
1 +

x

n

)n
=

ex, coº by mohl být zp·sob jak funkci exp de�novat (kdybychom um¥li li-
mitu spo£ítat bez vyuºití této funkce). Rovn¥º to dává vhled do toho, co
v·bec funkce ex znamená.

3. (geometrická posloupnost) kombinací známých limit z funkcí (a dvou stráº-

ník·) dostaneme lim
n→+∞

qn =


+∞, q > 1,

1, q = 1,

0, −1 < q < 1.

Na p°ípad q ≤ −1

si je²t¥ po£káme, i kdyº bychom jej mohli snadno vy°e²it t°eba z de�nice.

4. Bez d·kazu jsme si uvedli následující základní limity posloupností:

lim
n→+∞

qn

n!
= 0, lim

n→+∞

n!

nn
= 0, lim

n→+∞
n
√
n = 1, lim

n→+∞

n
√
n!

n
=

1

e
.

De�nice 0.2 (monotonní posloupnost). Posloupnost {an} nazveme

� rostoucí, pokud an+1 > an, n ∈ N,

� klesající, pokud an+1 < an, n ∈ N,

� neklesající, pokud an+1 ≥ an, n ∈ N,
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� nerostoucí, pokud an+1 ≤ an, n ∈ N.

De�nice 0.3 (omezená posloupnost). Posloupnost {an} nazveme

� shora omezenou, pokud existuje C ∈ R, ºe an ≤ C, n ∈ R

� zdola omezenou, pokud existuje C ∈ R, ºe an ≥ C, n ∈ R

� omezenou, pokud je shora i zdola omezená (tj. existuje C ∈ R, ºe |an| ≤
C, n ∈ R).

V¥ta 0.4 (limita monotonní posloupnosti). Platí

1. Kaºdá monotonní posloupnost má limitu.

2. Kaºdá shora omezená neklesající (nebo zdola omezená nerostoucí) posloup-
nost konverguje.

Tato v¥ta má rozli£ené teoretické i praktické d·sledky, nap°íklad £asto po-
m·ºe p°i výpo£tu limit rekurentn¥ zadaných posloupností, coº jsme ilustrovali
na Fibonacciho posloupnosti an+1 = an + an−1, n > 1, a1 = a2 = 1.

Vra´me se je²t¥ ke geometrické posloupnosti pro q ≤ −1, nap°. pro q = −1
má tvar −1, 1,−1, 1, . . . . Vidíme ºe obsahuje dv¥ posloupnosti −1,−1,−1, . . .
(liché £leny) a 1, 1, 1, . . . (sudé £leny), které z°ejm¥ limitu mají.

De�nice 0.5 (vybraná posloupnost). �íkáme, ºe posloupnost {bk} je vybraná
posloupnost (podposloupnost) z posloupnosti an, pokud existuje rostoucí po-
sloupnost p°irozených £ísel nk taková, ºe bk = ank

(m·ºeme si ji tedy p°edsta-
vovat jako sloºenou funkci, vnit°ní funkce je k 7→ nk a vn¥j²í n 7→ an).

Protoºe pro {nk} jako v de�nici vý²e vºdy platí nk ≥ k dostaneme p°ímo
z de�nice limity posloupnosti, ºe lim

n→+∞
an = L =⇒ lim

k→+∞
ank

= L. Z toho

pak nap°íklad okamºit¥ vidíme, ºe {qn} pro q ≤ −1 nem·ºe mít limitu, protoºe
liché a sudé £leny mají sice limity, ale r·zné (a limita je ur£ena jednozna£n¥).

V¥ta 0.6 (Bolzano-Weierstrassova). Z kaºdé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentní podposloupnost.

V¥ta 0.7 (Heineho). Je-li funkce f de�nována na P (a, δ), potom je ekvivalentní

1. lim
x→a

= L,

2. pro kaºdou posloupnost {an} ⊂ Df \ {a} spl¬ující lim
n→+∞

an = a, platí

lim
n→+∞

f(an) = L.
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