
1 Ur£ité integrály

V¥ta 1 (z minulého semestru). Nech´ f je spojitá na intervalu [a, b] a nech´ F
je primitivní funkce k f na (a, b), potom

(R)

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

De�nice 2 (Newton·v integrál). Nech´ f je de�nována na intervalu (a, b),
a, b ∈ R∗, a < b, a má na (a, b) primitivní funkci F . De�nujeme Newton·v

integrál z funkce f na od a do b jako

(N)

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x),

pokud má výraz na pravé stran¥ smysl.
Výraz lim

x→b−
F (x) − lim

x→a+
F (x) nazýváme p°ír·stkem funkce F od a do b a

zkrácen¥ jej zna£íme [F (x)]ba.

Poznámky a p°íklady. 1. Je-li (N)
∫ b
a
f ∈ R, pak °íkáme, ºe f je new-

tonovsky integrovatelná na (a, b), nebo také, ºe daný Newton·v integrál
konverguje. Mnoºinu v²ech newtonovsky integrovatelných funkcí zna£íme
N ((a, b)).

2. Platí ∫ 1

0

xp dx =


[
xp+1

p+1

]1
0
= 1

p+1 , p+ 1 > 0,

[log x]
1
0 =∞, p+ 1 = 0,[

xp+1

p+1

]1
0
=∞, p+ 1 < 0,

a ∫ ∞
1

xp dx =


[
xp+1

p+1

]∞
1

=∞, p+ 1 > 0,

[log x]
∞
1 =∞, p+ 1 = 0[

xp+1

p+1

]∞
1

= 1
p+1 , p+ 1 < 0.

Speciáln¥ dostáváme, ºe Newton·v integrál m·ºe být kone£ný i pro neome-
zené funkce a i pro neomezené intervaly. Rovn¥º takto snadno dostaneme

funkci, pro kterou platí (N)
∫ 1

0
f ∈ R, ale (R)

∫ 1

0
f neexistuje.

3. Na druhou stranu, nap°. pro funkci f(x) = sgnx, x ∈ [−1, 1], platí,

ºe (R)
∫ 1

−1 f existuje, ale (N)
∫ 1

−1 f není de�nován, protoºe f nemá na
(−1, 1) primitivní funkci.

4. (per partes pro Newton·v integrál) Nech´ mají funkce f a g na intervalu
(a, b), a < b, primitivní funkci F , resp. G. Potom∫ b

a

f(x)G(x) dx = [F (x)G(x)]ba −
∫ b

a

F (x)g(x) dx,

má-li pravá strana smysl.
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5. (substituce pro Newton·v integrál) Nech´ f : (a, b) → R a ϕ : (α, β)
na→

(a, b) má vlastní na (α, β) a ϕ′ > 0 (nebo ϕ′ < 0) na (α, β). Potom

(N)

∫ b

a

f(x) dx = (N)

∫ β

α

|ϕ′(x)| · f ◦ ϕ(x) dx,

pokud má alespo¬ jedna strana smysl.

V¥ta 3 (vztah Riemannova e Newtonova integrálu). Je-li f ∈ R([a, b]) ∩
N ((a, b)), potom

(R)

∫ b

a

f = (N)

∫ b

a

f.
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