Zkusime nalézt feSeni rovnice y” = y ve tvaru mocninné fady. Pfedpokla-

o0
dejme, 7e y = Z anx". Potom
n=0

o0
y"' = Z n(n —1ap,z™ 2.
n=2

Protoze dvé mocninné fady se rovnaji pravé tehdy, kdyz se rovnaji vSechny
jejich koeficienty, bude y feSenim rovnice pravé tehdy, kdyz bude platit

an—2 =n(n—1a,, n>2.
Opakovanym vyuzitim tohoto vztahu dostaneme podminky

apn aq
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Hodnoty ag a a; pak odpovidaji poc¢ate¢ni podmince
y(0) = ag, ¥'(0) =a.

Volbou ag =1 a a; = 0 dostaneme

o 2k
Y= ,;) 2h)] = argcosh z,
volbou ag = 0 a a; = 1 dostaneme
22k+1 .
Yy = 2 m = argsinh x.

Mocninné (Taylorovy) fady muiZeme rovnéZ pocitat pomoci pravidel, ktera zname
z vypoctu Taylorovych polynomii.

o0

. Z(aan + Bb,)a" = « i anz”™ + B3 i bna",
n=0

n=0 n=0

1 Alternativni s¢itaci metody

Definice sou¢tu nekonecné fady pomoci limity ¢asteénych sou¢td nemusi vzdy
vyhovovat nagim potfebam. Existuje mnoho dal§ich zpusobi, jak soucet rfady
definovat a vyuzivaji se rovnéz ruzné axiomatické piistupy, napiiklad muzeme
pozadovat platnost néasledujicich axiomi



(N1) (N)> (aan + Bby) = a(N) Y an+B(N) D by,
n=0 n=0 n=0
(N2) (N)D an=ag+ (N) D any1.
n=0 n=0
7 téchto axiomu napiiklad dostaneme
(N)> 2" =1+ (N)> a" ' =1+a(N)> 2",
n=0 n=0 n=0

coz dava

(N)an - 1ia:
n=0

za piedpokladu, ze (N) Zm" je dobie definovana a vlastni. Zpravidla také
n=0
pozadujeme, aby platilo

(N) Z ap = Z Qs
n=0 n=0

pokud fada konverguje v klasickém smyslu. Ukézali jsme si dvé metody, které
tuto podminku i oba axiomy (N1) a (N2) spliwuji (existuji ale Siroce uZzivané
s¢itaci metody, které naptiklad nespliji axiom (N2)).

Prvni byla Cesarovska scitatelnost, kde definujeme

(@]
. So+s1+--8n
C — Jjp 2T Om
(©2 an =l ==

pokud je limita napravo vlastni, Misto limity ¢asteénych souctu s, tedy pou-
Zivame limitu jejich aritmetickych paméru (tzv. Cesarovskou limitu). Pomoci
této metody jsme spocitali

@Y (-1 =
n=0

Druh4 byla Abelovska séitatalnost, kde definujeme

@3 0= iy (o).

pokud je limita napravo vlastni. Tuto limitu zname z Abelovy véty.
Jako pftiklad jsme spocitali

(AP ) = 1.
n=0

Rovnér jsem si ukazali, ze tato fada neni Cesarovsky séitatelna (byla by ale
s¢itatelné Cesarovskou metodou druhého fadu, kde bychom pocitali limitu arit-
metickych piméra z aritmetickych ptméra).



2 DMetrické prostory

Definice 1 (Metricky prostor). Metrickym prostorem nazgjvdme dvogici (M, p),
kde M je mnoZina a p : M x M — [0,00) je zobrazeni (tzv. metrika) spriujici
pro x,y,z € M:

1. p(x,y) =0 < z =y,
2. p(a,y) = p(y, ),
3. p(z,y) < plx,z)+ ply,z) (trojihelnikovd nerovnost)
Na mnoziné R mame napiiklad metriky
p(z,y) = |z —y|, mnebo p(z,y) = arctan|z —y| (1)

obdobné miizeme vybavit mnozinu R? metrikami

(2)

které jsou specidlnimi piipady metrik

d P
p(a:,y) = <Z |xn - ynp> , p=1, (3)

n=1
piipadné metrikou
p(x,y) = maXd|xn = Ynl; (4)

n=1,...,

ktera byva Casto chapana jako limitni p¥ipad metrik v (3) pro p = co. Podobné
metriky zavadime i na prostorech posloupnosti

p{zn}, {yn}) = (Z |27 — yn|p> , p=1, (5)

n=1
(oo}
na prostoru vsech posloupnosti {z,} pro které plati Z |z, |P < o0, piipadné
n=1
p{zn}; {yn}) = sup [zn — yul, (6)
neN

na prostoru v8ech posloupnosti {x, } pro které plati sup |z,,| < oo (tj. omezenych
neN

posloupnosti).
Rovnéz prostor C([a, b]) miuZeme vybavit metrikami podobného typu

b 7
p(f,g)—</ |f9”> , resp. p(f,g)= max [f(z)—g(x)]. (7)

z€la,b]



Obecné rovnéz plati, ze libovolnou mnoZinu muZeme vybavit metrikou (tzv.

ultrametrikou)
0, pokud z = y,
plz,y) = v (8)
1, pokud = # y.

Definice 2 (normovany linearni prostor). Normovangm linedrnim prostorem

nazgvame dvogici (V.|| - |]), kde V je vektorovy prostor nad télesem R nebo C
all-|]: V= [0,00) je zobrazeni spiiujici pro x,y € V a A € R (resp. A € C)
podminky

1L |jz|]| =0 <= z=0€V,
2 |[Azl] = AL l|=]],
3. |l +yll < [l + [yl

Je-li ||-|| norma na V, potom p(z,y) := ||z —y|| je metrika na V' (indukovana
normou ||-||). P¥ikladem takovych metrik jsou vechny pfedchozi p¥iklady mimo
druhé metriky v (1) a ultrametriky v (8).

Je-li navic V' vektorovy prostor vybaveny skalarnim souc¢inem (-, -), muZeme
vzdy definovat normu na V' jako ||z|| = v/(z,z). To je napiiklad p¥ipad metrik
(3), (5) a (7) prop=2.



