
Zkusíme nalézt °e²ení rovnice y′′ = y ve tvaru mocninné °ady. P°edpoklá-

dejme, ºe y =

∞∑
n=0

anx
n. Potom

y′′ =

∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2.

Protoºe dv¥ mocninné °ady se rovnají práv¥ tehdy, kdyº se rovnají v²echny
jejich koe�cienty, bude y °e²ením rovnice práv¥ tehdy, kdyº bude platit

an−2 = n(n− 1)an, n ≥ 2.

Opakovaným vyuºitím tohoto vztahu dostaneme podmínky

a2k =
a0

(2k)!
a a2k+1 =

a1
(2k + 1)!

. k ∈ N.

Hodnoty a0 a a1 pak odpovídají po£áte£ní podmínce

y(0) = a0, y′(0) = a1.

Volbou a0 = 1 a a1 = 0 dostaneme

y =

∞∑
n=0

x2k

(2k)!
= argcoshx,

volbou a0 = 0 a a1 = 1 dostaneme

y =

∞∑
n=0

x2k+1

(2k + 1)!
= argsinhx.

Mocninné (Taylorovy) °ady m·ºeme rovn¥º po£ítat pomocí pravidel, která známe
z výpo£tu Taylorových polynom·.

�

∞∑
n=0

(αan + βbn)x
n = α

∞∑
n=0

anx
n + β

∞∑
n=0

bnx
n,

�

( ∞∑
n=0

anx
n

)
·

( ∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
xn.

1 Alternativní s£ítací metody

De�nice sou£tu nekone£né °ady pomocí limity £áste£ných sou£t· nemusí vºdy
vyhovovat na²im pot°ebám. Existuje mnoho dal²ích zp·sob·, jak sou£et °ady
de�novat a vyuºívají se rovn¥º r·zné axiomatické p°ístupy, nap°íklad m·ºeme
poºadovat platnost následujících axiom·
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(N1) (N)

∞∑
n=0

(αan + βbn) = α(N)

∞∑
n=0

an + β(N)

∞∑
n=0

bn,

(N2) (N)

∞∑
n=0

an = a0 + (N)

∞∑
n=0

an+1.

Z t¥chto axiom· nap°íklad dostaneme

(N)

∞∑
n=0

xn = 1 + (N)

∞∑
n=0

xn+1 = 1 + x(N)

∞∑
n=0

xn,

coº dává

(N)

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

za p°edpokladu, ºe (N)

∞∑
n=0

xn je dob°e de�nována a vlastní. Zpravidla také

poºadujeme, aby platilo

(N)

∞∑
n=0

an =

∞∑
n=0

an,

pokud °ada konverguje v klasickém smyslu. Ukázali jsme si dv¥ metody, které
tuto podmínku i oba axiomy (N1) a (N2) spl¬ují (existují ale ²iroce uºívané
s£ítací metody, které nap°íklad nespl¬ují axiom (N2)).

První byla Cesarovská s£ítatelnost, kde de�nujeme

(C)

∞∑
n=0

an = lim
n→∞

s0 + s1 + · · · sn
n+ 1

,

pokud je limita napravo vlastní, Místo limity £áste£ných sou£t· sn tedy pou-
ºíváme limitu jejich aritmetických p·m¥ru (tzv. Cesarovskou limitu). Pomocí
této metody jsme spo£ítali

(C)

∞∑
n=0

(−1)n =
1

2

Druhá byla Abelovská s£ítatalnost, kde de�nujeme

(A)

∞∑
n=0

an = lim
x→1−

( ∞∑
n=0

anx
n

)
,

pokud je limita napravo vlastní. Tuto limitu známe z Abelovy v¥ty.
Jako p°íklad jsme spo£ítali

(A)

∞∑
n=0

(−1)n+1n =
1

4
.

Rovn¥° jsem si ukázali, ºe tato °ada není Cesarovsky s£ítatelná (byla by ale
s£ítatelné Cesarovskou metodou druhého °ádu, kde bychom po£ítali limitu arit-
metických p·m¥r· z aritmetických p·m¥r·).
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2 Metrické prostory

De�nice 1 (Metrický prostor). Metrickým prostorem nazýváme dvojici (M,ρ),
kde M je mnoºina a ρ : M ×M → [0,∞) je zobrazení (tzv. metrika) sp¬ující
pro x, y, z ∈M :

1. ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

2. ρ(x, y) = ρ(y, x),

3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z) (trojúhelníková nerovnost)

Na mnoºin¥ R máme nap°íklad metriky

ρ(x, y) = |x− y|, nebo ρ(x, y) = arctan |x− y| (1)

obdobn¥ m·ºeme vybavit mnoºinu Rd metrikami

ρ(x, y) =

√√√√ d∑
n=1

(xn − yn)2, nebo ρ(x, y) =

d∑
n=1

|xn − yn|, (2)

které jsou speciálními p°ípady metrik

ρ(x, y) =

(
d∑

n=1

|xn − yn|p
) 1

p

, p ≥ 1, (3)

p°ípadn¥ metrikou
ρ(x, y) = max

n=1,...,d
|xn − yn|, (4)

která bývá £asto chápána jako limitní p°ípad metrik v (3) pro p =∞. Podobné
metriky zavádíme i na prostorech posloupností

ρ({xn}, {yn}) =

( ∞∑
n=1

|xn − yn|p
) 1

p

, p ≥ 1, (5)

na prostoru v²ech posloupností {xn} pro které platí

∞∑
n=1

|xn|p <∞, p°ípadn¥

ρ({xn}, {yn}) = sup
n∈N
|xn − yn|, (6)

na prostoru v²ech posloupností {xn} pro které platí sup
n∈N
|xn| <∞ (tj. omezených

posloupností).
Rovn¥º prostor C([a, b]) m·ºeme vybavit metrikami podobného typu

ρ(f, g) =

(∫ b

a

|f − g|p
) 1

p

, resp. ρ(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|. (7)
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Obecn¥ rovn¥º platí, ºe libovolnou mnoºinu m·ºeme vybavit metrikou (tzv.
ultrametrikou)

ρ(x, y) =

{
0, pokud x = y,

1, pokud x 6= y.
(8)

De�nice 2 (normovaný lineární prostor). Normovaným lineárním prostorem
nazýváme dvojici (V, || · ||), kde V je vektorový prostor nad t¥lesem R nebo C
a || · || : V → [0,∞) je zobrazení sp¬ující pro x, y ∈ V a λ ∈ R (resp. λ ∈ C)
podmínky

1. ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0 ∈ V ,

2. ||λx|| = |λ| · ||x||,

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Je-li || · || norma na V , potom ρ(x, y) := ||x−y|| je metrika na V (indukovaná
normou ||·||). P°íkladem takových metrik jsou v²echny p°edchozí p°íklady mimo
druhé metriky v (1) a ultrametriky v (8).

Je-li navíc V vektorový prostor vybavený skalárním sou£inem 〈·, ·〉, m·ºeme
vºdy de�novat normu na V jako ||x|| =

√
〈x, x〉. To je nap°íklad p°ípad metrik

(3), (5) a (7) pro p = 2.
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