
V¥ta 0.1 (l'Hospitalovo pravidlo). Nech´ platí lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x), nebo

lim
x→a
|g(x)| = +∞. Nech´ dále lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= L. Potom lim

x→a

f(x)

g(x)
= L

Dvojnásobným pouºitím l'Hospitalova pravidala pak uº snadno dostaneme,

ºe platí lim
x→+∞

ex

x2
= +∞.

Podobn¥ spo£ítáme následující d·leºité limity

lim
x→+∞

ax

xα
= +∞, a > 1, lim

x→+∞

xα

log x
= +∞, α > 0,

nebo v reformulaci

lim
x→+∞

xα

ax
= 0, a > 1, lim

x→+∞

log x

xα
= 0, α > 0,

a lim
x→0+

x log x = 0. Ty pak v kombinaci s aritmetikou limit umoº¬ují spo£ítat

mnoho limit typu ∞∞ a 0
0 , nap°. (základním trikem je vytknout nejrychlej²í £len

ze jmenovatele):

lim
x→+∞

x7 + 4x + log x

10x334 + 7x
= lim
x→+∞

x7

7x + 4x

7x + log x
7x

10x334

7x + 1
=

0 + 0 + 0

0 + 1
= 0.

V²echno tohle budeme chtít je²t¥ trochu více formalizovat, coº nás dovede k
následující kapitole.

Asymptotické porovnávání funkcí

De�nujeme následující symboly ozna£ující asymptotické vztahy funkcí

� f(x) = o(g(x)), x → a, pokud lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0, (f(x) je malé o g(x) pro x

jdoucí k a),

� f(x) = O(g(x)), x → a, pokud |f(x)| ≤ C|g(x)|, pro n¥jaké δ, C > 0 a
v²echna x ∈ P (a, δ), (f(x) je velké o g(x) pro x jdoucí k a),

� f(x) ∼ g(x), x→ a, pokud lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1, (f(x) a g(x) jsou asymptoticky

ekvivalentní pro x jdoucí k a)

Poznámky a p°íklady. 1. P°i psaní vý²e uvedených £asto vynecháváme pro-
m¥nnou x (t°eba pí²eme f ∼ g, x→ a). N¥kdy se rovn¥º místo f = O(g)

pí²e f � g a f ∼ g se n¥kdy pouºívá pokud lim
x→a

f(x)

g(x)
∈ R\{0} - tzv. slabá

ekvivalence, a pro lim
x→a

f(x)

g(x)
= 1 se pouºívá f ' g - tzv. silná ekvivalence.
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2. pokud f = o(g), x → a, potom f = O(g), x → a (d·sledek v¥ty limita a
omezenost),

3. pokud f = O(g) a g = O(h), potom f = O(h) (v²e x→ a),

4. pokud f1 ∼ g1 a f2 ∼ g2, potom f1f2 ∼ g1g2, a
f1
f2
∼ g1

g2
, v²e x → a

(nikoliv v²ak f1 + f2 ∼ g1 + g2),

5. f ∼ g je relace ekvivalence

6. sinx ∼ x, ex − 1 ∼ x, 2(1− cosx) ∼ x2 (v²e x→ 0)

7. xα = o(ax), x→ +∞, a > 1, log x = o(xα), x→ +∞, α > 0

8. (d·leºitý) pro T (x) = f ′(a)(x−a)+f(a) (te£na k f v a) platí f(x)−T (x) =
o(x− a).

�íselné posloupnosti

De�nice 0.2 (£íselná posloupnost). Pospoupností budeme nazývat zobrazení
f : N→ R (C). Místo f zpravidla pí²eme {an}∞n=1 (tedy an = f(n)).

P°íkladem posloupnosti m·ºe být t°eba geometrická posloupnost {qn}, která
je ekvivalentem exponenciálné funkce.

Nebudeme (p°edev²ím p°i výpo£tu limit) trvat na tom, aby byla posloupnost
de�nována pro v²echna n ∈ N, sta£í, aby byla de�nována pro v²echna dostate£n¥
velká n (podobn¥, jako u limit funkcí poºadujeme pouze, aby funkce byla de�-
nována na prstencovém okolí). Nap°. { 1

n(n−2)} budeme brát jako posloupnost, i

kdyº není de�nována pro n = 2.

De�nice 0.3 (limita posloupnosti). �íkíme, ºe posloupnost {an} má limitu
L ∈ R∗ (pí²eme lim

n→+∞
an = L), pokud platí

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ∈ U(L, ε)

Poznámky a p°íklady. 1. Pro funkci f : [1,+∞)→ R (nebo jen de�nova-
nou na okolí +∞) m·ºeme de�novat posloupnost an = f(n), pak platí
lim

x→+∞
= L =⇒ lim

n→+∞
an = L. Zárove¬ m·ºeme (mnoha zp·soby)

podloupnost roz²í°it posloupnost na funkci spl¬ující f(n), £ímº m·ºeme
n¥kdy p°evést tvrzení platná u limit funkcí na limity posloupností.

Nap°íklad jsme si ukázali dva stráºníky pro posloupnosti, tedy tvrzení:

pokud platí an ≤ cn ≤ bn pro v²echna dostate£n¥ velká n a lim
n→+∞

an =

lim
n→+∞

bn = L, potom lim
n→+∞

cn = L.
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Nebo (coº je obvykle snaz²í) m·ºeme varantu tvrzení tvrzení pro posloup-
nosti dokázat tak°ka identickým zp·sobemým, jako jsme dokazovali va-
riantu pro funkce. To platí nap°íklad o aritmetice limit, kterou budeme
pouºívat i pro posloupnosti. A stejn¥ tak pro d¥lení nulou:

pokud an > 0 pro v²echna dostate£n¥ velká n a lim
n→+∞

an = 0, potom

lim
n→+∞

1

an
= +∞ (a podobn¥ pro an < 0 a −∞).

2. Eulerovo £íslo e (které jsme de�novali jako exp(1)) se obvykle de�nuje
pomocí limity posloupnosti an =

(
1 + 1

n

)n
.
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