Véta 0.1 (I’'Hospitalovo pravidlo). Necht plati li_r>n f(z) =0 = lim g(z), nebo

Tr—a
!
lim |g(z)| = +o0. Necht ddle lim ! I(z) f(z)
r—a T—a g ({L‘) r—a g((E)

= L. Potomm lim —~ =L

Dvojnasobnym pouzitim I’Hospitalova pravidala pak uz snadno dostaneme,
xT

) e
ze plati lim — = 4o0.
r——+oco I
Podobné spocitame nasledujici dulezité limity

lim — =400, a>1, lim =+o00, a>0,
z—+4o0 & z—+o0 log x
nebo v reformulaci
. @ ) log x
lim — =0, a>1, lim & =0, a>0,
z—+oo a¥ r—+oo %

a liI(I)l+1’10g£L’ = 0. Ty pak v kombinaci s aritmetikou limit umoznuji spocitat
r—r

mnoho limit typu 22 a %, napf. (zékladnim trikem je vytknout nejrychlejsi ¢len
ze jmenovatele):

lim x7+4$+logx: lim %4—%4—107#:04-04-0:0
ootoo 102334 + 77 e 10;0:34 1 01 .

Vsechno tohle budeme chtit je§té trochu vice formalizovat, coz nas dovede k
nasledujici kapitole.

Asymptotické porovnavani funkci
Definujeme nésledujici symboly oznacujici asymptotické vztahy funkci

f(z)

e f(z) = o(g(x)), * — a, pokud lim

I e =0, (f(z) je malé o g(x) pro x

jdouci k a),

e f(z) = O(y(z)), * — a, pokud |f(z)| < Clg(x)|, pro n&jaké 6,C > 0 a
viechna x € P(a,d), (f(x) je velké o g(x) pro z jdouci k a),
o fx) : :
e f(x)~g(z), x — a, pokud lim o) 1, (f(x) a g(z) jsou asymptoticky
z—a g(x
ekvivalentni pro z jdouci k a)

Poznamky a priklady. 1. P7i psand vyse uwvedengch ¢asto vynechdvdme pro-
ménnou x (tieba piseme f ~ g, x — a). Nékdy se rovnéz misto f = O(g)
pise f < g a f ~ g se nékdy pouzivd pokud lim @ € R\ {0} - tzv. slabd

r—a

9(x)
ekvivalence, a pro lim M =1 se pouZivd f ~ g - tzv. silnd ekvivalence.
r—a g(a’,‘)



2. pokud f = o(g), * — a, potom f = O(g), v — a (disledek véty limita a
omezenost),

3. pokud f = O(g) a g = O(h), potom f =O(h) (vSe x — a),

4. pokud f1 ~ g1 a fo ~ g2, potom fifo ~ gig2, a % ~ g—l, vie T — a
(nikoliv vsak fi + fa ~ g1 + ga), ©

f ~ g je relace ekvivalence

sinz ~z, e —1~x, 2(1 —cosz) ~z% (vSe x — 0)

z®* =o(a®), x = 400, a > 1, logz = o(z®), x = +00, @ >0

(c(iu"lez’it;]} pro T (z) = f'(a)(x—a)+f(a) (teéna k f va) plati f(x)—T(z) =

™ NS ™

Ciselné posloupnosti

Definice 0.2 (¢iselnd posloupnost). Pospoupnosti budeme nazyjvat zobrazeni
f:N—=R (C). Misto f zpravidla piseme {a,}3>, (tedy an = f(n)).

Prikladem posloupnosti miize byt tfeba geometricka posloupnost {¢"}, ktera
je ekvivalentem exponencialné funkce.

Nebudeme (piedevsim p¥i vypoctu limit) trvat na tom, aby byla posloupnost
definovéna pro vSechna n € N, staci, aby byla definovana pro vSechna dostateéné
velkd n (podobng, jako u limit funkci pozadujeme pouze, aby funkce byla defi-
novana na prstencovém okoli). Napf. {ﬁ} budeme brat jako posloupnost, i
kdyz neni definovana pro n = 2.

Definice 0.3 (limita posloupnosti). Rikime, Ze posloupnost {an} md limitu
LeR” (pz’§eme hIE an = L), pOkud platz’
n——+00o

Ve>03dnyo e NVneN, n>ng:a, € U(L,¢)

Poznamky a ptiklady. 1. Pro funkci f : [1,+00) — R (nebo jen definova-
nou na okoli +00) mizeme definovat posloupnost a, = f(n), pak plati

lim =L = lim a, = L. Zdrovefi miZeme (mnoha zpisoby)
xr—+400 n—-+oo

podloupnost rozsirit posloupnost na funkci splivugici f(n), éfmz miZeme
nekdy prevést turzeni platnd u limit funkci na limity posloupnosti.

Napriklad jsme si ukdzali dva strdazZniky pro posloupnosti, tedy tvrzeni:

pokud plati a,, < ¢, < b, pro vSechna dostatecné velkd n a lirf a, =
n——+0oo
lim b, =L, potom lim ¢, = L.
n—+oo n—+4o0o



Nebo (coz je obuykle snazsi) miZeme varantu tvrzeni turzeni pro posloup-
nosti dokdzat takika identickym zpisobemym, jako jsme dokazovali va-
riantu pro funkce. To plati napFiklad o aritmetice limit, kterou budeme
pouzivat i pro posloupnosti. A stejné tak pro déleni nulou:

pokud a,, > 0 pro vsechna dostatecné velkd n o lim a, = 0, potom
n—-+o0o

1
lim — =400 (a podobné pro a, <0 a —c0).
n—-+oo an

. Eulerovo cislo e (které jsme definovali jako exp(l)) se obuykle definuje
pomoci limity posloupnosti a, = (1 + %)n



