
0.0.1 Lineární rovnice 1. °ádu

Lineární rovnicí 1. °ádu budeme nazývat rovnici

y′ + a(x)y = b(x), (L1)

kde a a b jsou spojité funkce nan¥jakém intervalu (α, β). Následující v¥ta dává
návod, jak u rovnice (L1) nalézt obecné °e²ení.

V¥ta 1 (°e²ení rovnice (L1)). Nech´

� A je primitivní funkce k funkce a na (α, β),

� B je primitivní funkce k funkce beA na (α, β).

Potom y je obecné °e²ení rovnice (L1) na intervalu (α, β) práv¥ tehdy, kdyº
existuje C ∈ R, ºe

y = Be−A + Ce−A.

Pokud bychom hledali °e²ení spl¬ující pro n¥jaká x0 ∈ (α, β) a y0 ∈ R
po£áte£ní podmínku y(x0) = y0 sta£í zvolit A, B a C ve v¥t¥ jako

A(x) =

∫ x

x0

a(t) dt, B(x) =

∫ x

x0

b(t)eA(t) dt a C = y0.

0.0.2 Lineární rovnice obecného °ádu

Budeme uvaºovat rovnice ve tvaru

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = f(x), (L)

kde f, a0, . . . an : (a, b)→ R jsou spojité, an(x) 6= 0, x ∈ (a, b).
Takovou rovnici vºdy m·ºeme upravit do tvaru vy°e²eného vzhledem k n-té

derivaci (prom¥nnou x uº budeme zpravidla vynechávat)

f (n) = −
n−1∑
k=0

ak
an
yk.

To nap°íklad okamºit¥ implikuje, ºe kaºdé °e²ení y musí být nejen diferenco-
vatelné, ale musí mít i spojitou derivaci °ádu n. V tomto ohledu se nám bude
hodit i následující zna£ení (analogické ke zna£ení C((a, b))): pro n ∈ N budeme
ozna£ovat

Cn((a, b)) = {f : (a, b)→ R : f (n) je spojitá na (a, b)}.

Mnoºina Cn((a, b)) (stejn¥ jako C((a, b))) tvo°í (s obvyklými operacemi s£ítání
funkcí a násobení funkce konstantou) vektorový prostor nad t¥lesem R.
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Homogenní (lineární) rovnice

Za£neme s p°ípadem, kde je pravá strana rovnice (L) (funkce f) identicky rovna
0, tj. s rovnicí ve tvaru

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y
′ + a0(x)y = 0. (Lh)

Zde (díky linearit¥ rovnice) platí, ºe mnoºina v²ech °e²ení (Lh) na (a, b) tvo°í
podprostor vektorového prostoru Cn((a, b)). P°i studiu t¥chto rovnic vyuºijeme
následující obecnou v¥tu, jejíº d·kaz zatím odloºíme

V¥ta 2 (existence a jednozna£nost °e²ení rovnice (L)). Nech´ f, a0, . . . , an ∈
C((a, b)), an 6= 0 na (a, b), x0 ∈ (a, b), (y0, . . . , yn−1) ∈ Rn. Potom existuje
práv¥ jedno °e²ení y rovnice (L) na (a, b), pro které platí

y(k)(x0) = yk, k = 0, . . . , n− 1.

První informací o prostoru °e²ení rovnice (Lh) bude následující v¥ta

V¥ta 3 (prostor °e²ení rovnice (Lh)). Dimenze prostoru v²ech °e²ení rovnice
(Lh) (na intervalu (a, b)) je n.

De�nice 4. Libovolonou bázi prostoru °e²ení rovnice (Lh) budeme nazývat fun-
damentálním systémem rovnice (Lh).

P°i studiu prostoru °e²ení rovnice (Lh) (a rovn¥º (L)) nám pom·ºe následu-
jící pojem:

De�nice 5 (Wronského determinant). Pro u1, . . . , un ∈ Cn−1((a, b)) a x ∈
(a, b) de�nujeme Wronského determinant (Wronskián) jako

W (x) =Wu1,...,un
(x) =


u1(x), · · · , un(x)
u′1(x), · · · , u′n(x)

...,
. . . ,

...

u
(n−1)
1 (x), · · · , u

(n−1)
n (x)

 .

V¥ta 6 (vlastnosti Wronskiánu). Nech´ u1, . . . , un ∈ Cn((a, b)) jsou °e²ení

rovnice (Lh), potom W ′(x) = −an−1(x)
an(x)

W (x), x ∈ (a, b).

Poznámky a p°íklady. 1. Wronskián tedy, za p°edpokladu, ºe u1, . . . , un
jsou °eeními rovnice (Lh), spl¬uje jednoduchou lineární diferenciální rov-
nici 1. °ádu, kterou snadno vy°e²íme. Je-li x0 ∈ (a, b) potom platí

W (x) =W (x0)e
A(x), kde A(x) = −

∫ x

x0

an−1(t)

an(t)
dt. (1)

Speciáln¥ dostáváme, ºe v tomto p°ípad¥ platí

∃x ∈ (a, b) : W (x) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b) : W (x) = 0.
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Poslední vzorec nám rovn¥º dává metodu sniºování °ádu v následujícím
smyslu: uvaºme rovnici

y′′ − 2y′ + y = 0. (2)

Snadno uhádneme, ºe funkce ex je jejím °e²ením. Víme, ºe musí existovat
dal²í lineárn¥ nezávislé °e²ení. To uº ale hádat nemusíme, sta£í si uv¥-
domit, ºe Wronskián m·ºeme spo£ítat dv¥ma zp·soby. Jednak z de�nice
(je-li y °e²ení (2))

W (x) = det

(
ex, y

(ex)′, y′

)
= ex(y′ − y),

a druhak pomocí (1), coº dává, ºe existuje C ∈ R, ºe

W (x) = Ce2x.

Porovnáním dostaneme, ºe

y′ − y = Cex.

To je rovnice 1. °ádu, kterou snadno vy°e²íme, její obecné °e²ení má tvar

y = Dxex + Cex.

Odtud uº pak snadno odvodíme, ºe fundamentální systém rovnice je nap°.
{ex, xex}.

V¥ta 7 (lineární nezávislost a Wronskián). Nech´ u1, . . . , un ∈ Cn((a, b)) jsou
°e²ení rovnice (Lh), potom {u1, . . . , un} je fundamentálním systémem rovnice
(Lh) práv¥ tehdy, kdyº existuje x ∈ (a, b), ºe W (x) 6= 0.

0.1 Nehomogenní rovnice - variace konstant

Nech´ yp je °e²ení rovnice (L) (na (a, b)), potom obecné °e²ení rovnice (L) (na
(a, b)) má tvar

y = yp + yh,

kde yh je obecné °e²ení rovnice (Lh). Metoda variace konstant znamená, ºe
hladáme °e²ení yp ve tvaru

yp(x) =

n∑
k=1

Ck(x)yk(x),

kde {y1, . . . , yn} je fundamentální systém rovnice (Lh).
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