0.0.1 Linearni rovnice 1. fadu

Linearni rovnici 1. fddu budeme nazyvat rovnici
Yy +a(z)y = b(x), (L1)

kde a a b jsou spojité funkce nangjakém intervalu («, 8). Nasledujici véta dava
navod, jak u rovnice (L1) nalézt obecné feSeni.

Véta 1 (feSeni rovnice (L1)). Necht
e A je primitivni funkce k funkce a na («, 3),
e B je primitivni funkce k funkce be? na (a, B).

Potom y je obecné feSeni rovnice (L1) na intervalu («, ) prdvé tehdy, kdyz
existuje C € R, Ze
_ po—A —A
y=Be " +Ce .

Pokud bychom hledali feSeni spliiujici pro néjakd zo € (o, 8) a yo € R
pocatecni podminku y(zg) = yo sta¢i zvolit A, B a C ve vété jako

A(a:):/wa(t) dt, B(z)z/ggb(t)eA(t) dt a C=yp.
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0.0.2 Linearni rovnice obecného fadu

Budeme uvazovat rovnice ve tvaru
an(2)y™ + an_1(2)y" Y + -+ (@)Y + ao(z)y = f(=), (L)

kde f,ap,-..an, : (a,b) = R jsou spojité, a,(z) # 0, x € (a,b).
Takovou rovnici vzdy mizeme upravit do tvaru vyfeSeného vzhledem k n-té
derivaci (proménnou z uz budeme zpravidla vynechavat)

n—1
(m) = N %k
f kZ:O e
To naptiklad okamzité implikuje, Ze kazdé FeSeni y musi byt nejen diferenco-
vatelné, ale musi mit i spojitou derivaci fddu n. V tomto ohledu se nam bude
hodit i nasledujici zna¢eni (analogické ke znaceni C((a,b))): pro n € N budeme
oznacovat

C™((a,b)) = {f : (a,b) — R : f™ je spojita na (a,b)}.

Mnozina C™((a,b)) (stejné jako C((a,b))) tvoii (s obvyklymi operacemi s¢itani
funkei a nasobeni funkce konstantou) vektorovy prostor nad télesem R.



Homogenni (linearni) rovnice
Zatneme s piipadem, kde je prava strana rovnice (L) (funkce f) identicky rovna
0, tj. s rovnici ve tvaru

an (2)y™ + an_1(@)y™ Y + -+ ay(2)y + ao(z)y = 0. (Lh)

Zde (diky linearité rovnice) plati, Ze mnozina vSech feSeni (Lh) na (a,b) tvoii
podprostor vektorového prostoru C"((a,b)). Pii studiu t&chto rovnic vyuzijeme
nasledujici obecnou vétu, jejiz dukaz zatim odloZime

Véta 2 (existence a jednoznacnost feSeni rovnice (L)). Necht f,aq,...,a, €
C((a,b)), an # 0 na (a,b), zg € (a,b), (Yo,..-,Yn—1) € R™. Potom ezistuje
prdvé jedno Tedeni y rovnice (L) na (a,b), pro které plati

y (@) =yk, k=0,...,n—1
Prvni informaci o prostoru reSeni rovnice (Lh) bude nésledujici véta

Véta 3 (prostor feseni rovnice (Lh)). Dimenze prostoru vSech fedeni rovnice
(Lh) (na intervalu (a,b)) je n.

Definice 4. Libovolonou bdzi prostoru feSeni rovnice (Lh) budeme nazgvat fun-
damentdlnim systémem rovnice (Lh).

Pii studiu prostoru feSeni rovnice (Lh) (a rovnéz (L)) ndm pomuZe nésledu-
jici pojem:

Definice 5 (Wronského determinant). Pro ui,...,u, € C" 1((a,b)) a = €
(a,b) definujeme Wronského determinant (Wronskidn) jako

]

O R )
Véta 6 (vlastnosti Wronskianu). Necht uq,...,u, € C"((a,b)) jsou Teseni

rovnice (Lh), potom W'(x) = fa"_il(x)W(z), x € (a,b).

an()

Poznamky a priklady. 1. Wronskidn tedy, za predpokladu, Ze uq,...,uy,
jsou Feenimi rovnice (Lh), splituje jednoduchou linedrni diferencidlni rov-
nici 1. Fddu, kterou snadno vyFesime. Je-li o € (a,b) potom plati

W(x) = W(z0)e ™), kde A(x) =~ / I a;:zt()t)

dt. (1)

Specidlné dostdavame, Ze v tomto pripadé plati

Jz € (a,b): W(x) =0 <= Vz € (a,b): W(z)=0.



Posledni vzorec nam rovnéz davda metodu sniZovdni Tddu v nasledujicim
smyslu: wvazme rovnici
" ! _
y' =2y +y=0. (2)

Snadno uhddneme, Ze funkce e* je jejim feSenim. Vime, Ze musi existovat
dalsi linedrné nezdvislé FeSeni. To uZ ale hadat nemusime, staci si uvé-
domit, Ze Wronskian mizZeme spocitat dvéma zpisoby. Jednak z definice
(je-li y Feseni (2))

efE

W(x) = det <(6m)’/’ 5) =e"(y' —y),
a druhak pomoci (1), coZ ddvd, Ze existuje C € R, Ze
W(z) = Ce?®.
Porovndnim dostaneme, Ze
y —y=Ce".
To je rovnice 1. Tddu, kterou snadno vyiesime, jeji obecné FeSeni md tvar
y = Dze® + Ce”.

Odtud uz pak snadno odvodime, Ze fundamentdlni systém rovnice je napf.

{e*, ze"}.
Vé&ta 7 (linedrni nezavislost a Wronskian). Necht ug,...,u, € C"((a,b)) jsou
reseni rovnice (Lh), potom {u1,...,u,} je fundamentdlnim systémem rovnice

(Lh) prdvé tehdy, kdyzZ existuje x € (a,b), Ze W(x) # 0.

0.1 Nehomogenni rovnice - variace konstant

Necht y, je fedeni rovnice (L) (na (a,b)), potom obecné feSeni rovnice (L) (na
(a,b)) ma tvar
Y=1Yp + Yh,

kde y;, je obecné FeSeni rovnice (Lh). Metoda variace konstant znamend, Ze
hladdme feSeni y, ve tvaru

up() =) Crl@)yu(x),
k=1

kde {y1,...,yn} je fundamentalni systém rovnice (Lh).



