
Limity podruhé

De�nice 0.1 (okolí ±∞). Pro ε > 0 de�nujeme okolí a prstencové okolí ±∞
jako

U(+∞, ε) = (1
ε ,+∞) = P (+∞, ε)

a
U(−∞, ε) = (−∞,− 1

ε ) = P (−∞, ε)

De�nice 0.2 (limita funkce - plná verze). Nech´ a, L ∈ R ∪ {+∞,−∞} potom
°íkáme, ºe f má v a limitu L (zn. lim

x→a
f(x) = L) pokud platí

∀ε > 0∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ U(L, ε).

Analogicky de�nujeme jednostranné limity.

Poznámky a p°íklady. 1. I po tomto roz²í°ení o nevlastní limity platí v¥t-
²ina poznatk·, které o limitách funkcí uº známe (hlavn¥ jednozna£nost a
limita sloºené funkce). Ohledn¥ aritmeriky limit uvidíme pozd¥ji a stejn¥
ohledn¥ v¥ty o dvou stráºnících.

2. lim
x→+∞

ex = +∞, lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→+∞

log x = +∞, lim
x→0+

log x = −∞,

zde jsme vyuºili, ºe exp a log jsou rostoucí a na.

Budeme pouºívat následující zna£ení

lim
x→a

f(x) = L+ ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ P+(L, ε)

a
lim
x→a

f(x) = L− ⇐⇒ ∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ P−(L, ε)

Nap°íklad lim
x→0
±x2 = 0±. Platí následující

V¥ta 0.3 (výpo£et nevlastních limit). Platí

1. lim
x→a

f(x) = ±∞ ⇐⇒ lim
x→a

1

f(x)
= 0±

2. lim
x→±∞

f(x) = L ⇐⇒ lim
x→0±

f( 1
x ) = L

Nap°íklad lim
x→0

1

|x|
= +∞ (protoºe lim

x→0
|x| = 0+). Analogické tvrzení platí i

pro jednostranné limity, coº dává lim
x→0±

1

x
= ±∞.

V¥ta 0.4 (o jednom stráºníkovi). Je-li lim
x→a

f(x) = +∞ (resp. lim
x→a

f(x) = −∞)

a g > f na P (a,∆) (resp. g < f na P (a,∆)). Potom lim
x→a

g(x) = +∞ (resp.

lim
x→a

g(x) = −∞).
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V¥ta 0.5 (nekone£no a omezenost). Platí

1. lim
x→a

f(x) = +∞ a g > C na P (a,∆), potom lim
x→a

f(x) + g(x) = +∞

2. lim
x→a

f(x) = −∞ a g < C na P (a,∆), potom lim
x→a

f(x) + g(x) = −∞

3. lim
x→a

f(x) = ±∞ a g > C > 0 na P (a,∆), potom lim
x→a

f(x) · g(x) = ±∞

4. lim
x→a

f(x) = ±∞ a g < C < 0 na P (a,∆), potom lim
x→a

f(x) · g(x) = ∓∞

De�nice 0.6 (roz²í°ená reálná osa). Mnoºinu R∗ = R ∪ {+∞,−∞} nazýváme
roz²í°enou reálnou osou. Pro prvky +∞ a −∞ navíc p°edpokládáme následující
vlastnosti:

1. pro v²echna x ∈ R platí −∞ < x < +∞,

2. | ±∞| = +∞,

3. ±∞+ (±∞) = ±∞, ±∞ · (±∞) = +∞, ±∞ · (∓∞) = −∞,

4. pro v²echna x ∈ R platí −∞+ x = −∞ a +∞+ x = +∞,

5. pro v²echna x ∈ R platí, pokud x > 0 potom ±∞ · x = ±∞, pokud x < 0
±∞ · x = ∓∞,

6. pro v²echna x ∈ R platí
x

±∞
= 0.

Poznamenejme, ºe tzv. neur£ité výrazy −∞+ (+∞), +∞+ (−∞), x
0 ,
±∞
+∞ ,

±∞
−∞ , 0 · ±∞ a ±∞ · 0 nejsou de�novány.

V¥ta 0.7 (aritmetika limit - plná verze). Je-li lim
x→a

f(x) = A a lim
x→a

g(x) = B,

potom:

1. lim
x→a

f(x) + g(x) = A+B,

2. lim
x→a

f(x) · g(x) = A ·B,

3. lim
x→a

f(x)

g(x)
=
A

B
,

pokud má odpovídající výraz na pravé stran¥ smysl.

Stále je²t¥ ale neumíme po£ítat limity typu ±∞±∞ a 0
0 . Nap°. lim

x→+∞

ex

x2
, zde

musíme porovnávat jak rychle které funkce jde do +∞. Na to se nám bude hodit
následující (nechvaln¥ známá) metoda výpo£tu limit:

V¥ta 0.8 (l'Hospitalovo pravidlo). Nech´ platí lim
x→a

f(x) = 0 = lim
x→a

g(x), nebo

lim
x→a
|g(x)| = +∞. Nech´ dále lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= L. Potom lim

x→a

f(x)

g(x)
= L

Dvojnásobným pouºitím l'Hospitalova pravidala pak uº snadno dostaneme,

ºe platí lim
x→+∞

ex

x2
= +∞.

2


