Limity podruhé
Definice 0.1 (okoli +00). Pro e > 0 definujeme okoli a prstencové okoli +o0

jako
U(+00,€) = (1, +00) = P(+00,¢)

U(—00,¢) = (—00,—1) = P(—00,¢)
Definice 0.2 (limita funkce - plna verze). Necht a,L € RU {400, —00} potom
vikdme, Ze f md v a limitu L (zn. li_r>n f(z) = L) pokud plati
x a
Ve > 030 > 0Vx € P(a,d) : f(x) € U(L,e).
Analogicky definujeme jednostranné limity.

Poznamky a priklady. 1. I po tomto rozsireni o nevlastni limity plati vét-
gina poznatki, které o limitdch funkci uZ zndme (hlavné jednoznacnost a
limita sloZené funkce). Ohledné aritmeriky limit wvidime pozdéji a stejné
ohledné véty o dvou strdznicich.

2. lim e® = 400, lim e =0, lim logz = +oo, 1
r——+00 r— —00 T—>+00 x

zde jsme vyuZili, Ze exp a log jsou rostouci a na.

im loger = —o0
gyl g )

Budeme pouzivat néasledujici znaceni

lim f(z) = L+ < Ve >03) > 0Vz € P(a,9): f(z) € PL(L,¢)

T—a

lim f(z) =L— <= Ve >030 >0Vz € P(a,d): f(zx) € P_(L,¢)

r—a

Naptiklad lin%J +2? = 0+. Plati nasledujici
T—
Véta 0.3 (vypocet nevlastnich limit). Plati

1
1. }%f(m)z:l:oo < ;%mzoi

2. lim f(z)=L < wlgglif(%):L

r—Foo
y o1 51 - ) .
Napfiklad lim — = 400 (protoze lim |z| = 0+). Analogické tvrzeni plati i
z—0 |:)']| z—0

. T Coree o1
pro jednostranné limity, coz dava lim — = +oo.
x50+ T

Véta 0.4 (o jednom straznikovi). Je-li lim f(z) = +oo (resp. lim f(x) = —o0)
r—a r—a
ag>f na Pla,A) (resp. g < f na P(a,A)). Potom li_r)n g(x) = oo (resp.
r—a
lim g(z) = —o0).

T—a



Véta 0.5 (nekonecno a omezenost). Plati
1. lim f(z) = 400 a g > C na P(a,A), potom lim f(z)+ g(z) = +o0
T—a r—a
2. 11_r>n f(z) = =00 a g <C na P(a,A), potom h_r}n f(x)+ g(z) = —o00

3. lim f(z) =400 a g > C >0 na P(a,A), potom liLn f(x) - g(x) = +o0

T—ra

4. lim f(x) =400 a g < C <0 na P(a,A), potom lim f(z) - g(x) = Foo

T—ra r—ra
Definice 0.6 (rozsifena realna osa). MnoZinu R* = RU {400, —0co} nazgvdime
roz§itenou redlnou osou. Pro prvky +0o0 a —oo navic piredpokladime ndsledujici
vlastnosti:

1. pro vsechna x € R plati —oo < z < +o0,
2. | £ 00| =400,
3. +00 + (Foo) = fo0, £00 - (o) = 400, £00 - (Foo) = —00,
4. pro vdechna x € R plati —o0o +x = —00 a +00 + & = 400,
5. pro vSechna x € R plati, pokud x > 0 potom +oo - x = oo, pokud z < 0

+o00 - x = Foo,
6. pro vSechna © € R plati S 0.

+o00
. “ il s +
Poznamenejme, 7e tzv. neurcité vyrazy —oo + (+00), 400 + (—00), §, =,
%, 0-+o00 a +00 - 0 nejsou definovany.

Véta 0.7 (aritmetika limit - plna verze). Je-li lim f(z) = A o lim g(x) = B,

r—a T—a
potom:
1. lim f(z)+g(z) = A+ B,
T—ra
2. lim f(z)-g(x) = A- B,
T—a
A
3. lim M = —,
v=ag(z) B
pokud md odpovidajici vijraz na pravé strané smysl.
xT
Stale jesté ale neumime pocitat limity typu % a %. Napf. lim 6—2, zde

Tr—400 X
musime porovnavat jak rychle které funkce jde do +o0. Na to se nam bude hodit

nasledujici (nechvalné zndma) metoda vypoctu limit:

Véta 0.8 (I’Hospitalovo pravidlo). Necht plati lim f(z) = 0 = lim g(x), nebo
T—ra

T—ra
!
lim |g(z)| = +00. Necht ddle lim (=)

- = L. Potom lim M =
z—a z—a g'(x) z—a g(x

Dvojnésobnym pouzitim I’Hospitalova pravidala pak uZz snadno dostaneme,
x

s qs €
ze plati lim — = +o0.
T——+00 T



