
Na záv¥r se je²t¥ podíváme na výpo£et Taylorových polynom·, m¥jme dv¥
funkce f a g a jejich Taylorovy polynomy 2. stupn¥ v bod¥ a:

T 2
a,f (x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+f ′′(a)

2
(x−a)2 a T 2

a,g(x) = g(a)+g′(a)(x−a)+g′′(a)

2
(x−a)2.

Potom

T 2
a,f (x) · T 2

a,g(x) = (f(a) + f ′(a)(x− a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2) · (g(a) + g′(a)(x− a) +

g′′(a)

2
(x− a)2)

= f(a)g(a) + (f(a)g′(a) + f ′(a)g(a))(x− a)

+
f(a)g′′(a) + 2f(a)g(a) + f ′′(a)g(a)

2
(x− a)2 + o((x− a)2)

= (f · g)(a) + (f · g)′(a)(x− a) +
(f · g)′′(a)

2
(x− a)2 + o((x− a)2)

= T 2
a,f ·g(x) + o((x− a)2).

Ve £lenu o((x−a)2) (v²ude bereme x→ a) se schovaly v²echny mocniny (x−a)k
pro k > 2. Polynom T 2

a,f ·g(x) tedy dostaneme vynásobením T 2
a,f (x) a T 2

a,g(x) a

²krtnutím v²ech mocnin (x− a)k pro k > 2. Postup funguje obecn¥, tj.

Tn
a,f (x) · Tn

a,g(x) = Tn
a,f ·g(x) + o((x− a)n).

Podobn¥ m·ºeme postupovat o pro sloºení g ◦ f , kde dostaneme

Tn
f(a),g ◦ T

n
a,f = Tn

a,g◦f + o((x− a)n).

Nap°íklad jsme spo£ítali

T 6
0,sin4 x(x) = x4 − 2

3
x6 a T 4

0,ex4 = 1 + x4.

Odtud t°eba snadno vidíme lim
x→0

sin4 x

ex4 − 1
= 1.

Ur£ité integrály

De�nice 1. �íkáme, ºe funkce f je omezená na mnoºin¥ M ⊂ Df , pokud je
mnoºina f(M) = {f(x) : x ∈ M} omezená. Podobn¥ de�nujeme shora a zdola
omezené funkce.

De�nice 2 (d¥lení intervalu). Bu¤ [a, b] interval, −∞ < a < b < ∞, uspo-
°ádanou (n + 1)-tici bod· x0, . . . , xn nazveme d¥lením intervalu [a, b] pokud
a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Body xi nazýváme d¥lícími body d¥lení D. Mnoºinu
v²ech d¥lení intervalu [a, b] zna£íme D([a, b]).

Nech´ f je omezená funkce na intervalu [a, b] a D = {xi}ni=0 ∈ D([a, b]),
potom budeme zna£it

mD
k = inf

x∈[xk,xk+1]
f(x) =: inf{f(x) : x ∈ [xk, xk+1]},

MD
k = sup

x∈[xk,xk+1]

f(x) =: sup{f(x) : x ∈ [xk, xk+1]}.
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Horní index D budeme, nebude-li hrozit nedorozum¥ní, zpravidla vynechávat
Rovn¥º budeme de�novat m = inf

x∈[a,b]
f(x) a M = sup

x∈[a,b]
f(x).

De�nice 3 (horní a dolní sou£ty). Nech´ f je omezená funkce na intervalu [a, b]
a D ∈ D([a, b]). De�nujeme horní a dolní (riemannovské) sou£ty funkce f
vzhledem k d¥lení D jako

S(f,D) =

n−1∑
k=0

MD
k · (xk+1 − xk)

a

s(f,D) =

n−1∑
k=0

mD
k · (xk+1 − xk).

Základním typem d¥lení je takzvané ekvidistantní d¥lení, kdy interval

[a, b] rozd¥líme na n interval· délky
b− a

n
, v tom p°ípad¥ máme xk = a +

k

n
(b − a), k = 0, . . . n. Zvaºme nap°íklad funkci f(x) = x na intervalu [0, 1],

ekvidistantní d¥lení má v tomto p°ípad¥ tvar xk =
k

n
, k = 0, . . . , n. Dále máme

mk = f(xk) =
k
n a Mk = xk+1 = k+1

n , k = 0, . . . , n− 1. Odtud dostaneme

s(f,D) =

n−1∑
k=0

k

n
· 1
n
=

1

n2

n−1∑
k=0

k =
1

n2

(n− 1)n

2

a

S(f,D) =

n−1∑
k=0

k + 1

n
· 1
n
=

1

n2

n−1∑
k=0

(k + 1) =
1

n2

n(n+ 1)

2

De�nice 4 (Riemann·v integrál). Nech´ f je omezená funkce na intervalu [a, b],
de�nujeme horní Riemann·v integrál funkce f od a do b jako∫ b

a

f(x) dx = inf{S(f,D) : D ∈ D([a, b])}.

a dolní Riemann·v integrál funkce f od a do b jako∫ b

a

f(x) dx = sup{s(f,D) : D ∈ D([a, b])}

Pokud
∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx °íkáme, ºe f je riemannovsky integrovatelná

na intervalu [a, b] (zna£íme f ∈ R([a, b])). Spole£nou hodnotu pak nazýváme
Riemannovým integrálem funkce f od a do b a zna£íme

(R)

∫ b

a

f(x) dx.
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Budeme li pokra£ovat v p°íkladu vý²e, dostáváme (pro ekvidistantní d¥lení)
pro n→∞

s(f,D) =
1

n2

(n− 1)n

2
→ 1

2
a S(f,D) =

1

n2

n(n+ 1)

2
→ 1

2
.

Tedy

∫ 1

0

f ≥ 1

2
≥

∫ 1

0

f . Rovn¥º máme

s(f,D) =
1

n2

(n− 1)n

2
≤ 1

2
a S(f,D) =

1

n2

n(n+ 1)

2
≥ 1

2
.

Tedy speciáln¥ s(f,D) ≤ 1
2 ≤ S(f,D) (pro ekvidistantní d¥lení i p°i r·zném

po£tu d¥lících bod·). Pokud by nerovnost s(f,D) ≤ S(f,D′) platila pro libo-

volnou dvojici d¥lení D a D′, pak bychom uº dostali rovnost

∫ 1

0

f =

∫ 1

0

f =
1

2

a tedy i existenci Reimannova integrálu (s hodnotou 1
2 ).
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