
V¥ta 1 (polom¥r konvergence). Nech´
∞∑

n=0

an(z−z0)n je mocninná °ada a z ∈ C.

Poloºme R =
1

lim sup n
√
|an|

(s konvencí 1
∞ = 0 a 1

0 =∞). Potom

1. pokud |z − z0| < R, potom (£íselná) °ada
∞∑

n=0

an(z − z0)n konverguje ab-

solutn¥,

2. pokud |z − z0| > R, potom (£íselná) °ada
∞∑

n=0

an(z − z0)n diverguje (°ada

nespl¬uje nutnou podmínku konvergence).

Poznámky a p°íklady. 1. Hodnot¥ R z p°edchozí v¥ty °íkáme polom¥r kon-

vergence mocninné °ady
∞∑

n=1

an(z − z0)n. Podmínky (1) a (2) ur£ují polo-

m¥r konvergence jednozna£n¥.

2. Pokud existuje limita lim
n→∞

|an|
|an+1|

, potom je její hodnota rovna polom¥ru

konvergence.

3. Pro °adu
∞∑

n=0

zn platí R = 1, pro °adu
∞∑

n=0

zn

n!
platí R =∞.

V¥ta 2 (derivace mocninné °ady). Nech´
∞∑

n=0

anz
n je mocninná °ada s polom¥-

rem konvergence R. Pro x ∈ (−R,R) poloºme

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n.

Potom pro x ∈ (−R,R) existuje vlastní f ′(x) a platí

f ′(x) =

∞∑
n=1

nanz
n−1.

Navíc platí, ºe mocninná °ada napravo má polom¥r konvergence R.

Poznámky a p°íklady. 1. V¥tu m·ºeme aplikovat opakovan¥, £ímº speci-

áln¥ dostaneme, ºe °ada f(x) =

∞∑
n=0

anx
n de�nuje na intervalu (−R,R)

nekone£n¥krát (spojit¥) diferencovatelnou funkci.
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2. Pro exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R, platí

(exp(x))′ =

∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
= exp(x).

Protoºe exp(0) = 0, dostáváme speciáln¥

lim
x→0

exp(x)− 1

x
= 1.

Tím jsme kone£n¥ dokon£ili d·kaz existence a jednozna£nosti exponenci-
ální funkce.

3. (integrace mocninné °ady) V¥ta má i svou integrální verzi: pokud f(x) =
∞∑

n=0

anx
n a g(x) =

∞∑
n=0

an
xn+1

n+ 1
, potom

∫
f

c
= g na (−R,R).

4. (verze pro ur£itý integrál) Pro −R < a < b < R platí (pro Newton·v i
Riemann·v integrál)∫ b

a

∞∑
n=0

anx
n dx =

∞∑
n=0

∫ b

a

anx
n dx.

5. V¥tu £asto pouºíváme ke s£ítání £íselných °ad. Nap°íklad snadno ov¥°íme,

ºe pro f(x) =
∞∑

n=1

xn

n
platí

f ′(x) =

∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x

a tedy
f(x)

c
= − log(1− x), |x| < 1.

Porovnáním hodnot v bod¥ 0 (f(0) = 0 a − log(1− 0) = 0) pak dostaneme
integra£ní konstantu rovnu nule a platí f(x) = − log(1− x), |x| < 1. Tedy

nap°íklad pro £íselnou °adu
∞∑

n=1

1

n5n
dostaneme sou£et − log( 54 ).

Je pozoruhodné, ºe a£koliv je výsledná fukce − log(1−x) de�nována v bod¥

−1 a mocninná °ada
∞∑

n=1

xn

n
rovn¥º konverguje v bod¥ −1 (podle Leibnizova

kritéria), nem·ºeme podle v¥ty usoudit, ºe platí
∞∑

n=1

(−1)n

n
= − log 2.
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Tato rovnost ov²em skute£n¥ platí a je d·sledkem následujícího tvrzení

známého jako Abelova v¥ta: nech´
∞∑

n=0

anz
n je mocninná °ada s polom¥rem

konvergence R. Potom platí

(a) pokud konverguje °ada
∞∑

n=0

anR
n, potom platí

∞∑
n=0

anR
n = lim

x→R−

∞∑
n=0

anx
n

(b) pokud konverguje °ada
∞∑

n=0

an(−R)n, potom platí

∞∑
n=0

an(−R)n = lim
x→R+

∞∑
n=0

anx
n.

6. Pro f(x) =
∞∑

n=0

anx
n, x ∈ (−R,R) a n ∈ N platí

f (k)(x) =

∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anx
n−k.

Dosazením x = 0 dostaneme f (k)(0) = k!ak, tedy rovn¥º platí ak =
f (k)

k!
a

dostáváme koe�cienty, které dob°e známe z Taylorových polynom·. Platí
tedy, ºe funkce zadaná mocninnou °adou je v kruhu konvergence sou£tem
tzv. Taylorovy °ady (se stejným st°edem), ve smyslu následující de�nice.

De�nice 3 (Taylorova °ada). Nech´ f je funkce, která je nekone£n¥krát dife-
rencovatelná v bod¥ x0. Porom de�nujeme její Taylorovu °adu se st°edem v bod¥
x0 jako

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Obecn¥ neplatí, ºe by funkce m¥la být sou£tem své mocninné °ady (i kdyº
tato konverguje) kdekoliv mimo st°ed x0. Nap°íklad funkce

f(x) =

{
e−

1
x2 , x 6= 0,

0, x = 0.

spl¬uje f (n)(0) = 0, n ∈ N a tedy p°íslu²ná Taylorova °ada se st°edem v bod¥ 0
konverguje na R k hodnot¥ 0, nicmén¥ f(x) 6= 0, x 6= 0.
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Taylorovy °ady nemusíme nutn¥ po£ítat z de�nice, ale £ato m·ºeme vyuºít
na²e poznatky z teorie mocninných °ad (na základ¥ vý²e uvedené poznámky),
nap°íklad pro funkci f(x) = arctanx platí

f ′(x) =
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−x2)n =

∞∑
n=0

(−1)nx2n, |x| < 1,

a tedy (po ur£ení integra£ní konstanty)

f(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x
2n+1

2n+ 1
, |x| < 1.

Mocninná °ada napravo je pak uº nutn¥ Taylorovou °adou funkce arctanx se
st°edem v bod¥ 0.

De�nice 4 (reáln¥ analytická funkce). �íkáme, ºe funkce f de�novaná na ote-
v°eném intervalu I je reáln¥ analytická (na I), pokud pro kaºdé x0 ∈ I existuje
δ > 0, ºe f je sou£tem své Taylorovy °ady se st°edem v bod¥ x0 na intervalu
(x0 − δ, x0 + δ).

Nap°íklad funkce log x je reáln¥ analytickou funkcí na intervalu (0,∞). Její
Taylorovu °adu pro obecné x0 ∈ (0,∞) (jejímº je pak nutn¥ sou£tem na (x0 −
R, x0 + R), kde R je p°íslu²ný polom¥r konvergence) jsme spo£ítali (metodou
podobnou vý²e uvedenému výpo£tu u funkce arctanx) jako

log(x0) +

∞∑
n=0

(−1)n 1

xn+1
0

(x− x0)n+1

n+ 1
.

Polom¥r konvergence je zjevn¥ roven x0.
Pro reáln¥ analytické funkce tedy platí násladující: jsou-li f a g reáln¥ ana-

lytické na okolí bodu x0 a platí f (n)(x0) = g(n)(x0), n = 0, 1, . . . , potom f = g
na okolí bodu x0.

Jinými slovy: mocninné °ady se shodují, práv¥ tehdy, kdyº se shodují v²echny
jejich koe�cienty. To m·ºeme pouºít nap°íklad p°i °e²ení diferenciálních rovnice,
kde (za p°edpokladu existence reáln¥ analytického °e²ené), m·ºeme hledat °e²ení
ve tvaru mocninné °ady.
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