oo
Véta 1 (polomér konvergence). Necht’z an(z—20)" je mocninnd Fada a z € C.

n=0

Polozme R = (s konvenci == =0 a § = 00). Potom

o

1
lim sup {/|ay|

o0
1. pokud |z — zp| < R, potom (¢iselnd) Fada Zan(z — 20)" konverguje ab-
n=0
solutné,

oo
2. pokud |z — z9| > R, potom (Ciselnd) Fada Zan(z — z9)" diverguje (fada
n=0
nespliiuje nutnow podminku konvergence).
Poznamky a priklady. 1. Hodnoté R z piredchozi véty rikame polomér kon-

o0

vergence mocninné Fady Z an(z — 20)". Podminky (1) a (2) uréuji polo-
n=1

meér konvergence jednoznacné.

2. Pokud existuje limita lim 2] ,
n=00 |ap 1]

potom je jeji hodnota rovna poloméru

konvergence.
) 0 on
3. Pro tadu Z 2" plati R =1, pro Tadu Z ) plati R = oo.
n=0 n=0
oo
Véta 2 (derivace mocninné fady). Necht Z an, 2" je mocninnd Fada s polomé-
n=0

rem konvergence R. Pro x € (—R, R) poloZme

flz) = Z anx"”.
n=0

Potom pro x € (—R, R) ezistuje vlastni f'(z) a plati

fl(x) = i na,z" "t

n=1
Navic plati, Ze mocninnd Fada napravo md polomér konvergence R.
Poznamky a priklady. 1. Vétu miZeme aplikovat opakované, ¢imzZ speci-

dlné dostaneme, Ze vada f(x) = Zana:" definuje na intervalu (—R, R)

nekonecnéekrdt (spojité) diferencova_telnou funkci.



o0 n

2. Pro exp(z) = Z %, x € R, plati
n=0

n_

o0
(exp(z Z e = exp(z).

Protoze exp(0) = 0, dostdvime specidlné

—1
i &P 1
x—0 x

=1.

Tim jsme konecné dokoncili dikaz existence a jednoznacnosti exponenci-
alni funkce.

. (z'ntegmce mocninné fady) Véta md i svou integrdlni verzi: pokud f(x) =
n+1

Z anz™ a g(x Z an Ik potom

/f £g na(—R,R).

. (verze pro urcity integrdl) Pro —R < a < b < R plati (pro Newtoniv i
Riemanniv integrdl)

b o0 b
/ g apz" dx = E / apz" dx.
a@ n=0 n=0"a

. Vétu casto pouzivime ke sc¢itani ciselnijch Fad. Naptiklad snadno ovérime,

o9} mn
Ze pro f(x) = Z - plati
n=1

> 1
= n71 =

a tedy

f(z) = —log(1—2), |z|<1.
Porovndnim hodnot v bodé 0 (f(0) =0 a —log(1—0) = 0) pak dostaneme
integracni konstantu rovnu nule a plati f(z) = —log(1 —x), |z| < 1. Tedy

(o)
1
naptiklad pro ¢iselnou Fadu —— dostaneme soucet —log(2).
p P ; — g(2)
Je pozoruhodné, Ze ackoliv je vyslednd fukce —log(1—x) definovdna v bodé
X n
—1 a mocninnd Fada Z r rovnéz konverguje v bodé —1 (podle Leibnizova
n

n=1 -
L . § . o =Dt
kritéria), nemiizeme podle véty usoudit, Ze plati g = —log 2.
n
n=1



Tato rovnost ovsem skutecné plati a je disledkem ndsledujiciho tvrzent
o0

zndmého jako Abelova véta: necht’z a, 2" je mocninnd Fada s polomérem
n=0
konvergence R. Potom plati

oo
(a) pokud konverguje Fada Z a, R"™, potom plati

n=0
oo oo
g ap,R" = lim E anx”
rz—R—
n=0 n=0

(b) pokud konverguje Fada Z an(—R)", potom plati

n=0
—R)" = i ",
nZ:Oan( R) x_l}r}g1+7lzz()anx
6. Pro f(x) = Zanm”, x € (—R,R) an €N plati
n=0

) (z) = i nn—1)---(n—k+ ayz"F.
n=k

(k)
Dosazenim x = 0 dostaneme f*)(0) = klay, tedy rovneéz plati a, = T @
dostdvdme koeficienty, které dobie zndme z Taylorovijch polynomi. Plati
tedy, Ze funkce zadand mocninnou Fadou je v kruhu konvergence souctem

tzv. Taylorovy Fady (se stejnym stFedem), ve smyslu ndsledugjici definice.

Definice 3 (Taylorova fada). Necht f je funkce, kterd je nekonecnékrdt dife-
rencovatelnd v bodé xy. Porom definujeme jeji Taylorovu fadu se stiedem v bodé
xqo jako

™ (@0) n
Y (@ —o)
n=0
Obecné neplati, Ze by funkce méla byt sou¢tem své mocninné fady (i kdyz

tato konverguje) kdekoliv mimo stied zq. Napiiklad funkce

B efw%, x #0,
ﬂ@_{m z=0.

spliiuje f(™(0) = 0, n € N a tedy piislusna Taylorova fada se stiedem v bodé 0
konverguje na R k hodnoté 0, nicméné f(x) # 0, z # 0.



Taylorovy fady nemusime nutné pocitat z definice, ale ¢ato muzeme vyuZit
naSe poznatky z teorie mocninnych ¥ad (na zakladé vySe uvedené poznamky),
napiiklad pro funkci f(x) = arctan x plati

1 . n . n n
f'(@) = s =y (=) =Y (-, o] <1,
1+
n=0 n=0
a tedy (po urCeni integracni konstanty)
s x2n+l
= -1" 1.
0= S Gy <

Mocninna fada napravo je pak uz nutné Taylorovou fadou funkce arctanz se
stfedem v bodé 0.

Definice 4 (redln¢ analytické funkce). Rikdme, Ze funkce f definovand na ote-
vireném intervalu I je redlné analytickd (na I), pokud pro kazdé xo € I emistuje
6 > 0, Ze f je souctem své Taylorovy Tady se stiedem v bodé xy na intervalu
(zo — 6,20 + 0).

Napftiklad funkce log z je realné analytickou funkei na intervalu (0, c0). Jeji
Taylorovu fadu pro obecné zy € (0,00) (jejimZ je pak nutné souc¢tem na (xg —
R,z9 + R), kde R je pfislusny polomér konvergence) jsme spocitali (metodou
podobnou vy$e uvedenému vypoctu u funkce arctan ) jako

= n 1 (IZ’ — xo)nJrl
log(zo) + Z(*l) $g+1 n+1
n=0

Polomér konvergence je zjevné roven zg.

Pro realné analytické funkce tedy plati nasladujici: jsou-li f a g redlné ana-
lytické na okoli bodu z¢ a plati f(™ (zq) = g™ (z0), n =0,1,..., potom f =g
na okoli bodu x.

Jinymi slovy: mocninné fady se shoduji, pravé tehdy, kdyz se shoduji v8echny
jejich koeficienty. To muZeme pouZit napiiklad pii feSeni diferencidlnich rovnice,
kde (za pfedpokladu existence realné analytického fesené), mizeme hledat FeSeni
ve tvaru mocninné fady.



