Necht ¢ : R? — R méa v bodé z totalni diferencial. Definujme ¢ : R — R
jako f(x) = Ve(z) -z (tedy f(x) je derivace ¢ v bodé z ve sméru z). Polozme
M = S*1 = {z € R? : |z] = 1}. Potom podminka (i) z predchozi véty
(podminka (i) neni splnéna nikdy) dava pro extrém f v bodé a vzhledem k M
rovnici (g(z) = 2 + 22 — 1)

Vi(a) =Ve(z) =2X(a,...,aq).

Ve(2)
[V (2)|
ze V(z) udava smér nejvétsiho rustu (a —V(z) nejvétsiho kleséni) funkce ¢
v bodé¢ z.

Tedy extrémii vzhledem k M nabyva f v bodech +

. To odpovida faktu,

Definice 1 (kompaktni mnozina). Necht (M, p) je metricky prostor a K C
M. Potom fikime, Ze K je kompaktni, pokud je metricky prostor (K, plikxk)
kompaktni.

Véta 2 (kompaktnost v RY). Necht K C R je uzaviend a omezend (existuje
0>0, 2e K CU(0,0)), potom K je kompaktni.

Jako dusledek pak plati, ze je-li f spojita vzhledem ke kompaktni mnoziné
M, pak vzhledem k M nabyva globalniho maxima i globalniho minima. Rovnéz
trividlné plati, ze kazd& kompaktni mnozina je uzaviend a omezena.

Definice 3 (uplny metricky prostor). Metricky prostor (M, p) nazgvdme uplniy

pokud kaZdd posloupnost {x,} C M spliiujici podminku
Ve>03aINeNVmneNmn>N:p(x,,zm,) <e

je konvergentni (tj. md limitu v M vzhledem k p).

Véta 4 (kontraktivni zobrazeni). Necht (M, p) je metricky prostor. Zobrazeni
O : M — M nazgvime kontraktivni (kontrakce), pokus ezistuje 0 < r < 1, Ze
pro vdechna x,z € M plati

p(®(z), @(2)) < rp(w, 2).

Véta 5 (Banachova o kontrakci). Necht (M, p) je neprizong tplng metricky
prostor a ® : M — M kontrakce. Potom existuje prdvé jedno x € M pro které
plati ®(x) = x (tzv. pevny bod zobrazeni ® ).

Véta 6 (Picardova). Necht U C R x RY je oteviend a F : U — R? a necht
navic plati

o I je spojitd na U,

e pro kaZdé (a,b) € U existuji 6 >0 a L > 0, Ze pro vSechna (x,u), (x,v) €
U((a,b),d) plati
|F(2,u) = F(z,v)| < Llu —v|.

Potom pro kazdé (a,b) € U ezistuje § > 0, Ze rovnice
f'(@) = F(z, f(2))

md na intervalu (a — &, a + &) prdavé jedno Feseni splitujici f(a) = b.



