
Nech´ ϕ : Rd → R má v bod¥ z totální diferenciál. De�nujme ϕ : Rd → R
jako f(x) = ∇ϕ(z) · x (tedy f(x) je derivace ϕ v bod¥ z ve sm¥ru x). Poloºme
M = Sd−1 = {x ∈ Rd : |x| = 1}. Potom podmínka (ii) z p°edchozí v¥ty
(podmínka (i) není spln¥na nikdy) dává pro extrém f v bod¥ a vzhledem k M
rovnici (g(x) = x21 + · · ·x2d − 1)

∇f(a) = ∇ϕ(z) = 2λ(a1, . . . , ad).

Tedy extrém· vzhledem k M nabývá f v bodech ± ∇ϕ(z)

|∇ϕ(z)|
. To odpovídá faktu,

ºe ∇ϕ(z) udává sm¥r nejv¥t²ího r·stu (a −∇ϕ(z) nejv¥t²ího klesání) funkce ϕ
v bod¥ z.

De�nice 1 (kompaktní mnoºina). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor a K ⊆
M . Potom °íkáme, ºe K je kompaktní, pokud je metrický prostor (K, ρ|K×K)
kompaktní.

V¥ta 2 (kompaktnost v Rd). Nech´ K ⊂ Rd je uzav°ená a omezená (existuje
δ > 0, ºe K ⊂ U(0, δ)), potom K je kompaktní.

Jako dúsledek pak platí, ºe je-li f spojitá vzhledem ke kompaktní mnoºin¥
M , pak vzhledem k M nabývá globálního maxima i globálního minima. Rovn¥º
triviáln¥ platí, ºe kaºdá kompaktní mnoºina je uzav°ená a omezená.

De�nice 3 (úplný metrický prostor). Metrický prostor (M,ρ) nazýváme úplný
pokud kaºdá posloupnost {xn} ⊂M spl¬ující podmínku

∀ ε > 0 ∃ N ∈ N ∀ m,n ∈ N,m, n ≥ N : ρ(xn, xm) < ε

je konvergentní (tj. má limitu v M vzhledem k ρ).

V¥ta 4 (kontraktivní zobrazení). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor. Zobrazení
Φ : M → M nazýváme kontraktivní (kontrakce), pokus existuje 0 < r < 1, ºe
pro v²echna x, z ∈M platí

ρ(Φ(x),Φ(z)) ≤ rρ(x, z).

V¥ta 5 (Banachova o kontrakci). Nech´ (M,ρ) je neprázvný úplný metrický
prostor a Φ : M → M kontrakce. Potom existuje práv¥ jedno x ∈ M pro které
platí Φ(x) = x (tzv. pevný bod zobrazení Φ).

V¥ta 6 (Picardova). Nech´ U ⊂ R × Rd je otev°ená a F : U → Rd a nech´
navíc platí

� F je spojitá na U ,

� pro kaºdé (a, b) ∈ U existují δ > 0 a L > 0, ºe pro v²echna (x, u), (x, v) ∈
U((a, b), δ) platí

|F (x, u) = F (x, v)| ≤ L|u− v|.
Potom pro kaºdé (a, b) ∈ U existuje δ > 0, ºe rovnice

f ′(x) = F (x, f(x))

má na intervalu (a− δ, a+ δ) práv¥ jedno °e²ení spl¬ující f(a) = b.
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