
Parciální zlomky

Nyní se budeme zabývat integrací racionálních funkcí, tj. funkcí f ve tvaru

f(x) =
P (x)

Q(x)
, kde P a Q jsou polynomy.

Na rozeh°átí nejprve vyjád°íme f(x) ve tvaru
R(x)

T (x)
+ S(x), kde

� R, S a T jsou polynomy,

� R a T nemají spole£né ko°eny (ani komplexní),

� degR < deg T ,

� koe�cient u nejvy²²í mocniny T (tzv. vedoucího mono£lenu) ja roven 1.

V následujícím kroku polynom T zapí²eme ve tvaru

T (x) = (x− a1)m1 · · · (x− aM )mM (x2 + p1x+ q1)
n1 · · · (x2 + pNx+ qN )nN .

Zde ai odpovídají reálným ko°en·m T a násobností mi a kvadratické polynomy
x2 + pjx + qj = (x − βj)(x − βj) odpovídají dvojicím komplexn¥ sdruºených
ko°en· T a násobností nj (takový tvar existuje, protoºe T má pouze reálné
koe�cienty).

V¥ta 0.1. Nech´ polynomy R a T spl¬ují podmínky vý²e, potom exsitují (jed-
nozna£n¥ ur£ené) koe�cieny Aki , B

l
j a Clj (indexy v rozsahu, jako suma níºe),

ºe

R(x)

T (x)
=

M∑
i=1

mi∑
k=1

Aki
(x− ai)k

+

N∑
j=1

ni∑
l=1

Bljx+ Clj
(x2 + pjx+ qj)l

.

Za kaºdý £len (x − a)k v rozvoji T tedy do sumy napravo p°idáme k £len·
(parciálních zlomk·)

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+ · · ·+ Ak

(x− a)k
,

kaºdý £len (x2 + px + q)k v rozvoji T pak do sumy napravo p°idá k £len·
(parciálních zlomk·)

B1x+ C

x2 + px+ q
+

B2x+ C2

(x2 + px+ q)2
+ · · ·+ Bkx+ Ck

(x2 + px+ q)k
.

Spo£ítali jsme (pomocí tzv. zakrývací metody)

x

x2 − 1
=

x

(x+ 1)(x− 1)
=

A

x+ 1
+

B

x− 1
=

1
2

x+ 1
+

1
2

x− 1

Pomocí p°evodu na soustavu lineárních rovnic pak

x+ 1

(x2 + 1)x2
=

1

x
+

1

x2
+
−x− 1

x2 + 1

1



Parciální zlomky integrujeme následovn¥: u reálných ko°en· rovnou pouºi-
jeme lineární substituci∫

A

(x− a)k
dx =

{
A log |x− a|, k = 1,
A

1−k
1

(x−a)k−1 , k > 1.

U kvadratických £len· parciální zlomek nejprve rozloºíme∫
Bx+ C

(x2 + px+ q)k
dx =

B

2

∫
2x+ p

(x2 + px+ q)k
dx+

∫
C − pB

2

(x2 + px+ q)k
dx.

První £len pak spo£ítáme pomocí kvadratické substituce∫
2x+ p

(x2 + px+ q)k
dx =

{
log(x2 + px+ q), k = 1,
1

1−k ·
1

(x2+px+q)k−1 , k > 1.

Druhý integrál jsme uº po£ítali (viz vý²e).
Následující standardní substituce p°evád¥jí mnoho integrál· na parciální

zlomky (R je vºdy racionální funkce více prom¥nných)∫
R

(
x, m

√
ax+ b

cx+ d

)
dx → t = m

√
ax+ b

cx+ d
,

Nap°íklad (pro t =
√
x+ 1, x = t2 − 1, dx = 2t dt)∫

1

x+
√
x+ 1

dx =

∫
2t

t2 − 1 + t
dt

∫
R(sin2 x, cos2 x, sinx cosx) dx → t = tanx,

Nap°. (pouºíváme sin2 x =
t2

t2 + 1
, cos2 =

1

t2 + 1
, sinx cosx =

t

1 + t2
, dx =

1

t2 + 1
dt)

∫
cos2 x

sinx cosx+ 2
dx =

∫ 1
t2+1
t

1+t2 + 2
· 1

t2 + 1
dt =

∫
1

(t2 + 1)(2t2 + t+ 2)
dt.

Obecn¥ pak m·ºeme pouºít∫
R(sinx, cosx) dx → t = tan

x

2
.

Kapitolu zakon£íme n¥kolika p°íklady na lepení. Spo£ítáme

∫
f(x) dx pro

f(x) = max(x2, 1), dostaneme: x3

3 je primitivní funkce k f na (−∞,−1) a
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(1,∞), x je primitivní funkce k f na (−1, 1). Po dvojnásobném lepení dosta-
neme, ºe funkce H de�novaná jako

H(x) =


x3

3
+

2

3
, x ∈ (1,∞),

−x
3

3
− 2

3
, x ∈ (−∞,−1),

x, x ∈ [1, 1],

je primitivní funkce funcke k f na R (poznamenejme, ºe f je spojitá na R, a
tedy primitivní funkce k f na R musí exsituvat).

N¥kdy nudeme muset lepit i v nekone£n¥ mnoha bodech, nap°. pro funkci
max(sinx, 0), nebo v následujícím typickém p°ípad¥ (který ov²em nebudeme
schopni dopo£ítat, protoºe stále je²t¥ neznáme nevlastní limity).∫

1

cos2 x+ 2
dx =

∫
1

1
t2+1 + 2

· 1

t2 + 1
dt =

∫
1

2t2 + 3
dt

c
=

1√
6
arctan

(√
2√
3
tanx

)
.

Pouºili jsme 2. v¥tu o substituci pro ϕ(x) = arctan(x), ϕ : (−∞,∞)
na→ (−π2 ,

π
2 ),

f(x) = 1
cos2 x+2 , kde f ◦ ϕ · ϕ

′ = 1
2t2+3 (po úprav¥). Primitivní funkci jsme tedy

dostali jen na (a, b) = (−π2 ,
π
2 ) (a pomocí periodi£nosti +kπ). Funkce f je ale

spojitá na R a tedy budeme muset lepit (ve v²ech bodech π
2 + kπ).
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