Parcialni zlomky

Nyni se budeme zabyvat integraci racionalnich funkci, tj. funkci f ve tvaru

flz) = gEx§ kde P a @ jsou polynomy.
hr c 1 R(z)
Na rozehiati nejprve vyjadiime f(x) ve tvaru (@) + S(x), kde
x

R, S a T jsou polynomy,

e R a T nemaji spoletné kotfeny (ani komplexni),

deg R < degT,

koeficient u nejvyssi mocniny 7' (tzv. vedouciho mono¢lenu) ja roven 1.

V nésledujicim kroku polynom T zapiSeme ve tvaru
T(x)=(z —a)™ - (x —ap)™™ (2® + proz + @)™ - (2% + pyz + qn)"™N.

Zde a; odpovidaji redlnym koieniim 7' a nésobnosti m; a kvadratické polynomy
2+ pjz+q = (x — Bj)(z — BJ) odpovidaji dvojicim komplexn& sdruzenych
kofenit T' a nasobnosti n; (takovy tvar existuje, protoze T' mé pouze realné
koeficienty).

Véta 0.1. Necht polynomy R a T spliiuji podminky vyse, potom exsituji (jed-
noznacéné urcéené) koeficieny Ak Bl a C’l (indezxy v rozsahu, jako suma niZe),
Ze

R(z) M mi N BéerCJl»

Za kazdy ¢len (z — a)k v rozvoji T tedy do sumy napravo p¥idame k ¢lent
(parcialnich zlomku)

Ay Ag Ay
x—a+(x—a)2+'” (x —a)k’

kazdy clen (z? + pr + ¢)* v rozvoji T pak do sumy napravo piida k cleni
(parcialnich zlomku)
BllL' + C BQCE -+ CQ BkIL' + Ck
2+pr+q (22 +pr+q)? (22 + pz + @)k’

Spocitali jsme (pomoci tzv. zakryvaci metody)

T x A n B 1
2—1 (2+D@-1) z+1 2z-1 2+1 =

Pomoci prevodu na soustavu linedrnich rovnic pak

T+ 1 1 1 —x—1

(:c2+1)x2_5+ﬁ+ z2+1



Parcialni zlomky integrujeme nasledovné: u redlnych kofend rovnou pouzi-
jeme linearni substituci

/ A J Alog|z — al, k=1,
" dr=
(x —a)* ﬁW’ k>1.

U kvadratickych €lend parcialni zlomek nejprve rozlozime

/ Bz +C B/ 2z +p d$+/ C - 28 i
k
(22 + px + q)* (22 + px + q)* (22 + pz +q)

Prvni ¢len pak spocitdme pomoci kvadratické substituce

/ 2 +p dp — log(x —|—px +q), k=1,
(22 + px + q)F k> 1.

T TR
Druhy integral jsme uZz poéitali (viz vyse).

Nésledujici standardni substituce pfevadéji mnoho integrali na parcialni
zlomky (R je vzdy racionalni funkce vice promé&nnych)

/R x,max+b de — t=1Y% a:v+b’
cr+d cr+d

Napiiklad (pro t = o + 1, z = t? — 1, do = 2t dt)

/ 1 i / 2t i@t
- de= | =
T+vr+1 2 -1+t

/R(sin2 z,cos?x,sinzcosz) de  — t=tanuz,

t2 1 t
Napf. (pouzivime sin’z = ,c082 = —— sinzcosx = ——, do =
f ( 241 241 1+
— dt
241 )

/ ' cos?x dr — / tt2+1 1 g — / 1 i
sinz cosx + 2 e t2 t2+1 t+1)(2t2+t+2)
Obecné pak muzeme pouZzit

/R(sin x,cosx) dr — ¢=tan g

Kapitolu zakon¢ime nékolika piiklady na lepeni. Spocitame / f(z) dx pro

w3

f(x) = max(2?,1), dostaneme: % je primitivni funkce k f na (—oo,—1) a



(1,00), z je primitivni funkce k f na (—1,1). Po dvojnasobném lepeni dosta-
neme, ze funkce H definovand jako

3
2
£+7a T e (1,00),
3 3 32
H(x): _%_ga YAES (—OO,—l),
x, x €[1,1],

je primitivni funkce funcke k f na R (poznamenejme, Ze f je spojitd na R, a
tedy primitivni funkce k f na R musi exsituvat).

Nékdy nudeme muset lepit i v nekoneéné mnoha bodech, nap¥. pro funkeci
max(sinx,0), nebo v nasledujicim typickém piipadé (ktery oviem nebudeme
schopni dopocitat, protoze stle jesté nezname nevlastni limity).

1 1 1 1
/cos2x+2 v /,521+1+2 211 /2t2+3

= i arctan @ tanx
V6 V3 '

Pouzili jsme 2. vétu o substituci pro ¢(z) = arctan(z), ¢ : (—00,00) = (=3, §),

flx) = m, kde fop ¢ = ﬁ (po tprave). Primitivni funkci jsme tedy
dostali jen na (a,b) = (=%, %) (a pomoci periodicnosti +k7). Funkce f je ale

spojitd na R a tedy budeme muset lepit (ve v8ech bodech § + k).



