Spojitost a limita funkci jedné redlné proménné

Realnou (komplexni) funkei jedné redlné proménné budeme rozumét zobra-
zeni f: R — R (f : R — C). Budeme pouzivat obvyklé znaceni intervali, napf.
(a,b] = {z € R:a <z < b} arovnéz znaceni |z| = max{—z,z}, x € R. Plati

|z +y| < |z|+|y|, (trojuhelnikova nerovnost).
Definice 0.1 (okoli a prstencové okoli). Proa € R a 6 > 0 definujeme mnoZiny

U(a,0) =(a—0d,a+9d)={x eR:|z—a| <d},
P(a,0) =U(a,0)\{a} ={x e R:0< |z —a|] < §}
a nazjvdme je okoli a prstencové okoli bodu a s polomérem §.

Definice 0.2 (limita a spojitost funkce - Cast 1). Necht f je redlnd funkce
definovand na néjakém okoli bodu a € R. Rikime, Ze f je spojitd v bodé a,
pokud plati:

(S) Ve>030>0VzeR: |z —a|<d = |f(z) — fla)| <e.

Necht [ je definovina na néjakém prstencovém okoli bodu a € R. Rz’kdme,
Ze f md v bodé a limitu L € R (pifeme lim f(x) = L), pokud plati:
r—ra

(L) Ve>030>0VeeR:0< |z —a|]<d = |f(z)— L| <e.
Poznamky a priklady. 1. Plati
(L) <= Ve>030 >0Vz € P(a,d): f(x) e U(L,¢)
< 3C >0Ve >035 > 0Vx € P(a,9) : |f(x) — L| < Ce.
Analogicky pro vyrok (S).

2. (jednoznacnost limity)

((hm f(z) :L) A (lim f(z) :M)) — (L=M).

T—ra T—ra

3. Je-li f definovdna na okoli bodu a € R, potom

(f je spojitd v a) <~ (lim flx) = f(a))

Tr—a

4. (extrémné dileZitd) Pokud 36 > 0 Va € P(a,9) : f(z) = g(z) o L € R,
potom

(lim f(z) = L) = (lim g(x) = L) .

r—a r—a

5. Pro A, B € R je funkce f(x) = Az + B spojitd ve vSech bodech R.



6. Definujme (tzv. Dirichletovu funkci)
1: zeQ,
fl)=1q..
0: r € R\ Q.
Potom f je nespojitd ve vSech bodech mnoziny R. Na rozmyslenou: f nemd

limitu v Zadném bodé mnoZiny R.

22— g2
7. lim = lim x + a = 2a.
T—=a I —a T—a

Lemma 0.3. Pokud lim f(z) = L pro néjaké L, potom
r—a

1. 3C>036 >0Vx € P(a,d) : |f(z)] < C,

2. pokud L # 0 potom 3D > 03§ > 0Vz € P(a,)) : 4|f(11)‘ <D,

Véta 0.4 (aritmetika limit - verze 1). Je-li lim f(z) = A o lim g(x) = B,

T—a r—a
potom:
1. li_r>n flx)+g(z)=A+ B,
2 lim f(2)-g(x) = A-B,
3. pokud B # 0, pak lim @) = 4
v=ag(z) B



