
Spojitost a limita funkcí jedné reálné prom¥nné

Reálnou (komplexní) funkcí jedné reálné prom¥nné budeme rozum¥t zobra-
zení f : R→ R (f : R→ C). Budeme pouºívat obvyklé zna£ení interval·, nap°.
(a, b] = {z ∈ R : a < x ≤ b} a rovn¥º zna£ení |x| = max{−x, x}, x ∈ R. Platí

|x+ y| ≤ |x|+ |y|, (trojúhelníková nerovnost).

De�nice 0.1 (okolí a prstencové okolí). Pro a ∈ R a δ > 0 de�nujeme mnoºiny

U(a, δ) = (a− δ, a+ δ) = {x ∈ R : |x− a| < δ},
P (a, δ) = U(a, δ) \ {a} = {x ∈ R : 0 < |x− a| < δ}

a nazýváme je okolí a prstencové okolí bodu a s polom¥rem δ.

De�nice 0.2 (limita a spojitost funkce - £ást 1). Nech´ f je reálná funkce
de�novaná na n¥jakém okolí bodu a ∈ R. �íkáme, ºe f je spojitá v bod¥ a,
pokud platí:

(S) ∀ε > 0 ∃δ > 0;∀x ∈ R : |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

Nech´ f je de�nována na n¥jakém prstencovém okolí bodu a ∈ R. �íkáme,
ºe f má v bod¥ a limitu L ∈ R (pí²eme lim

x→a
f(x) = L), pokud platí:

(L) ∀ε > 0 ∃δ > 0;∀x ∈ R : 0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Poznámky a p°íklady. 1. Platí

(L) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ U(L, ε)

⇐⇒ ∃C > 0 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : |f(x)− L| < Cε.

Analogicky pro výrok (S).

2. (jednozna£nost limity)((
lim
x→a

f(x) = L
)
∧
(
lim
x→a

f(x) =M
))

=⇒ (L =M).

3. Je-li f de�nována na okolí bodu a ∈ R, potom

(f je spojitá v a) ⇐⇒
(
lim
x→a

f(x) = f(a)
)

4. (extrémn¥ d·leºitá) Pokud ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) = g(x) a L ∈ R,
potom (

lim
x→a

f(x) = L
)
⇐⇒

(
lim
x→a

g(x) = L
)
.

5. Pro A,B ∈ R je funkce f(x) = Ax+B spojitá ve v²ech bodech R.
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6. De�nujme (tzv. Dirichletovu funkci)

f(x) =

{
1 : x ∈ Q,
0 : x ∈ R \Q.

Potom f je nespojitá ve v²ech bodech mnoºiny R. Na rozmy²lenou: f nemá
limitu v ºádném bod¥ mnoºiny R.

7. lim
x→a

x2 − a2

x− a
= lim

x→a
x+ a = 2a.

Lemma 0.3. Pokud lim
x→a

f(x) = L pro n¥jaké L, potom

1. ∃C > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : |f(x)| < C,

2. pokud L 6= 0 potom ∃D > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : 1
|f(x)| < D,

V¥ta 0.4 (aritmetika limit - verze 1). Je-li lim
x→a

f(x) = A a lim
x→a

g(x) = B,
potom:

1. lim
x→a

f(x) + g(x) = A+B,

2. lim
x→a

f(x) · g(x) = A ·B,

3. pokud B 6= 0, pak lim
x→a

f(x)

g(x)
=
A

B
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