
Prvním speciálním druhem budou tzv. rovnice se separovanýmí prom¥nnými,
tedy rovnice ve tvaru

y′ = f(x)g(y). (SP)

Úmluva: kdykoliv °ekneme interval, budeme mít na mysli neprázdný otev°ený
interval.

V¥ta 1 (°e²ení rovnice (SP)). Nech´

� f je spojitá na intervalu I,

� g je spojitá a nenulová na intervalu J ,

� F je primitivní funkce k f na I,

� G je primitivní funkce k
1

g
na J ,

Potom:

1. jsou-li C ∈ R a interval I∗ ⊆ I voleny tak, aby platilo

F (x) + C ∈ DG−1 , x ∈ I∗

pak je funkce
y(x) = G−1(F (x) + C), x ∈ I∗ (1)

°e²ením rovnice (SP).

2. Volme x0 ∈ I a y0 ∈ J a poloºme

F ∗(x) =

∫ x

x0

f(t) dt, G∗(y) =

∫ y

y0

f(t) dt.

Potom je funkce
y∗(x) = (G∗)−1(F ∗(x))

°e²ením rovnice (SP) na okolí bodu x0 spl¬ujícím y∗(x0) = y0 (tj. y∗

je °e²ením tzv. Cauchyovy úlohy). Navíc, pokud je z °e²ení rovnice (SP)
spl¬ující z(x0) = y0, potom existuje okolí budu x0, na kterém platí z = y∗.

Jak dostaneme pomocí V¥ty 1 maximální °e²ení? Nejprve si v²imneme, ºe
pro kaºdý nulový bod C funkce g je y(x) = C, y ∈ I ⊂ Df °e²ením (SP) (tzv.
stacionální °e²ení). Pokud ve V¥t¥ 1 navíc platí:

� I je n¥jaký maximální interval v Df ,

� J maximální interval v Dg mínus nulové body g,

� I∗ maximální interval spl¬ující (1),
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potom je °e²ení y(x) = G−1(F (x)+C) maximální v následujícím smyslu: je-li α
krajní bod I∗ (°ekn¥me levý) potom bu¤ α 6∈ Df , lim

x→α+
y(x) existuje, ale neleºí

v Dg (v t¥chto p°ípadech uº nelze °e²ení za tento krajní bod prodlouºit), nebo
lze °e²ení y spojit¥ navázat na stacionární °e²ení ve tvaru ỹ = C pro n¥jaké
C ∈ R, g(C) = 0. V posledním p°ípad¥ m·ºeme °e²ení y prodlouºit (jako °e²ení
(SP)) pomocí následující v¥ty

V¥ta 2 (o lepení pro (SP)). Nech´

� z je °e²ení rovnice (SP) na intervalu (a, b),

� w je °e²ení rovnice (SP) na intervalu (b, c),

� lim
x→b−

z(x) = L = lim
x→b+

w(x),

� f je spojitá v b a g je spojitá v L.

Potom je funkce

y(x) =


z(x), x ∈ (a, b),

L, x = b,

w(x), x ∈ (b, c)

°e²ením rovnice (SP) (na intervalu (a, c)).

Poznámky. P°edchozí v¥ta platí obecn¥ji pro rovnice y′ = F (x, y), kde místo
spojitosti f a g, p°edpokládáme spojitost F v (b, L).

V¥ta 1 a V¥ta 2 jsou tak podkladem pro následující 6 krokový postup pro
°e²ení rovnic ve tvaru (SP):

krok 1. najdeme v²echny maximální intervaly Ik v de�ni£ním oboru Df ,

krok 2. najdeme v²echny maximální intervaly Jl v de�ni£ním oboru Dg sjednoce-
ném s nulovými body g (tj. v de�ni£ním oboru 1

g ),

krok 3. ur£íme stacionární °e²ení odpovídající nulovým bod·m funkce g (na in-
tervalech Ik),

krok 4. pro kaºdý interval Ik najdeme odpovídající primitivní funkci F a pro kaºdý
interval Jl odpovídající primitivní funkci G

krok 5. pro kaºdou dvojici (Ik, Jl) a C ∈ R najdeme v²echny maximální intervaly
I∗ a jim odpovídající °e²ení y = G−1(F + C) podle V¥ty 1,

krok 6. °e²ení p°ípadn¥ slepíme podle V¥ty 2, abychom dostali v²echna maximální
°e²ení.
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