
V¥ta 0.1 (o lepení). Nech´ f : (a, c)→ R je spojitá, F je primitivní funkce k f
na (a, b) a G je primitivní funkce k f na (b, c). Potom existují limity

lim
x→b−

F (x) = L−, a lim
x→b+

G(x) = L+

a funkce

H(x) =


F (x), x ∈ (a, b),

G(x)− L+ + L−, x ∈ (b, c),

L−, x = b,

je primitivní funkcí k f na (a, c).

Poznámky a p°íklady. 1. Metodu per partes pouºíváme £asto p°ímo, nap°.∫
x cosx = dx = x sinx−

∫
sinx dx

c
= x sinx.

Obecn¥ pro P polynom a f zpravidla jednu z funkcí ex, e−x, sinx, cosx
(p°ípadn¥ sinhx, coshx) ∫

P (x)f(x) dx

budeme P p°i per pertes derivovat (i n¥kolikanásobn¥) a f integrovat

2. Naopak, pro P polynom a f zpravidla jednu z inverzních funkcí log x,
arcsinx, arccosx, argsinhx, argcoshx, argtanhx, argcotanhx∫

P (x)f(x) dx

budeme P p°i per pertes integrovat a f derivovat.

3. Per partes pouºíváme rovn¥º nep°ímo (mnoha zp·soby) následujícím zp·-

sobem spo£teme d·leºitý integrál: nejprve ozna£me In =

∫
1

(1 + x2)n
dx

pro n ∈ N. P°edn¥

I1 =

∫
1

1 + x2
dx

c
= arctanx.

Dále

In =

∫
1

(1 + x2)n
dx =

x

(1 + x2)n
−
∫

−2nx
(1 + x2)n+1

dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2n

∫
x2 + 1− 1

(1 + x2)n+1
dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2n

∫
x2 + 1

(1 + x2)n+1
dx− 2n

∫
1

(1 + x2)n+1
dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2nIn − 2nIn+1
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Po p°eskupení £len· dostáváme

In+1 =
1

2n

(
x

(1 + x2)n
+ (2n− 1)In

)
.

4. Pro pouºití první v¥ty o substituci nebudeme mít vºdy integrand v ideálním
tvaru f ′ ◦ ϕ · ϕ′, ale je pot°eba jej upravit. Nap°. pro substituci t = ex,
dt = ex dx, ∫

f(ex) dx =

∫
f(ex)

ex
ex dx−

∫
f(t)

t
dt

Potobn¥ pro substituci t = cosx, dt = − sinx dx,∫
sin2n+1 x dx =

∫
sinx(sin2 x)n dx

= −
∫
− sinx(1− cos2 x)n dx = −

∫
(1− t2)n dt.

5. Podobn¥ postupujeme u snadné, ale velmi uºite£né tzv. lineální substituce
t = ax+ b, dt = a dx,∫

f(ax+ b) dx =
1

a

∫
a f(ax+ b) dx =

1

a

∫
f(t) dt.

Derivace vnit°ní funkce je pouze konstanta, kterou m·ºeme integrál vºdy
p°enásobit.

6. Rovn¥º £asto pouºíváme tzv. kvadratickou substituci t = ax2 + bx + c,
dt = 2ax+ b, ∫

(2ax+ b) · f(ax2 + bx+ c) dx =

∫
f(t) dt.

Nap°. ∫
xe−x

2

dx
c
= −1

2
e−x

2

.

7. (d·leºitý) pomocí lineární substituce spo£ítáme pro m ∈ N∫
1

(x2 + px+ q)m

v p°ípad¥, ºe kvadratický polynom x2+ px+ q nemá reálné ko°eny. Potom

totiº pro a = p
2 a b =

√
q − p2

4 platí x2 + px + q = (x + a)2 + b2 (ne-

chvaln¥ známé dopln¥ní na £tverec) a m·ºeme psát (lineárlní substituce v
posledním kroku t = x+a

b , dt = 1
b dx)∫

1

(x2 + px+ q)m
=

∫
1

((x+ a)2 + b2)m
dx =

1

b2m

∫
1

((x+a
b )2 + 1)m

dx

=
1

b2m−1

∫
1

(t2 + 1)m
dt.

Integrál na konci uº umíme spo£ítat pomocí p°íkladu (3).
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Parciální zlomky

Nyní se budeme zabývat integrací racionálních funkcí, tj. funkcí f ve tvaru

f(x) =
P (x)

Q(x)
, kde P a Q jsou polynomy.

Na rozeh°átí nejprve vyjád°íme f(x) ve tvaru
R(x)

T (x)
+ S(x), kde

� R, S a T jsou polynomy,

� R a T nemají spole£né ko°eny (ani komplexní),

� degR < deg T ,

� koe�cient u nejvy²²í mocniny T (tzv. vedoucího mono£lenu) ja roven 1.

V následujícím kroku polynom T zapí²eme ve tvaru

T (x) = (x− a1)m1 · · · (x− aM )mM (x2 + p1x+ q1)
n1 · · · (x2 + pNx+ qN )nN .

Zde ai odpovídají reálným ko°en·m T a násobností mi a kvadratické polynomy
x2 + pjx + qj = (x − βj)(x − βj) odpovídají dvojicím komplexn¥ sdruºených
ko°en· T a násobností nj (takový tvar existuje, protoºe T má pouze reálné
koe�cienty).
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