Vé&ta 0.1 (o lepeni). Necht f : (a,c) — R je spojitd, F je primitivni funkce k f
na (a,b) a G je primitivnd funkce k f na (b,c). Potom ezistuji limity

lim F(x)=L", a lim G(z)=L"

T—b— T—b+
a funkce
F(x), z € (a,b),
H(z)={G(x)— Lt + L, x € (b,c),
L, T =0,
je primitivng funkci k f na (a,c).
Poznamky a priiklady. 1. Metodu per partes pouZivame casto pFimo, napf.

. . C .
/xcosx: d:c::csmxf/smz dr = zsinx.

Obecné pro P polynom a f zpravidla jednu z funkci e®, e™%, sinz, cosx
(pFipadné sinh x, coshx)

[ P@se) do

budeme P pri per pertes derivovat (i neékolikandsobné) a f integrovat

2. Naopak, pro P polynom a f zpravidla jednu z inverznich funkei logx,
arcsin xz, arccos x, argsinh x, argcosh x, argtanh x, argcotanh x

[ P@te) do

budeme P pTi per pertes integrovat a f derivovat.

3. Per partes pouzivime rovnéz nepFimo (mnoha zpisoby) ndsledujicim zpi-
1
sobem spocteme duleZity integral: nejprve oznacme I, = | ————— dx
4 ] g P n (1 +22)"

pro n € N. Predné

1 c
I = /7 dr = arctanx.
14 22

Dadle

1 T —2nx
I, = der = - d
/ A+ T Ara2)n / 1+ a2)n+t
x 2 +1-1

- G

x 2 +1 1
= 7(1 ) +2n/7(1 a2yt dr — 271/7(1 T dz
T



Po preskupeni ¢leni dostavame

1 x
Iyi1=— | —5— 2n— 1)1, | .
+1= 9, ((1—}—:52)” +(@2n—1) >

. Pro pouZiti proni véty o substituci nebudeme mit vZdy integrand v idedlnim
tvaru ' o @ - ', ale je potreba jej upravit. Nap¥. pro substituci t = e*,

dt = e® dx,
* t
/f(el)dx:/&;)emdx—/ydt
e
Potobné pro substituci t = cosx, dt = —sinx dx,
/sim2”+1 xdx = /sin z(sin? 2)" da
= —/—sinx(l —cos®x)" dr = — /(1 —tH™ dt.

. Podobné postupujeme u snadné, ale velmi uzitecné tzv. linedlni substituce
t=ax+b, dt =adx,

/f(a$+b)d$:%/af(ax+b) d:zc:é/f(t)dt.

Derivace vnitini funkce je pouze konstanta, kterou muzZeme integrdl vZdy
prendsobit.

. Rovné# casto pouZivime tzv. kvadratickou substituci t = ax® + bx + c,
dt = 2ax + b,

/(2@x+b)~f(ax2+bx+c) dx = /f(t) dt.

1 2
—x2 c —z
de = -2 .
/xe T e

. (dilezity) pomoci linedrni substituce spocitdme pro m € N

Napr.

1
/ (z% +pr + g™
v piipade, Ze kvadraticky polynom x? + px + ¢ nemd redlné koieny. Potom

totiz proa = £ a b = \/q—% plati 22 + px + q = (x + a)?> + b* (ne-

chvalné zndmé doplnéni na ctverec) a miZeme psdt (linedrini substituce v

poslednim kroku t = 4% dt = ; dx)

1 1 1 1
| o = | Groreer v we | e

1 / 1 &t
- p2m—1 (t2 + 1)m '

Integrdl na konci uZ umime spocitat pomoci prikladu (3).




Parcialni zlomky

Nyni se budeme zabyvat integraci racionalnich funkci, tj. funkci f ve tvaru

P(z) :
f(z) = ——=, kde P a @ jsou polynomy.
= aw
hr c 1 R(z)
Na rozehiati nejprve vyjadiime f(x) ve tvaru + S(z), kde

T(z)

R, S a T jsou polynomy,

e R a T nemaji spolecné kofeny (ani komplexni),

deg R < degT,
e koeficient u nejvyssi mocniny 7' (tzv. vedouciho monoé¢lenu) ja roven 1.

V nésledujicim kroku polynom 7' zapiSeme ve tvaru
T(x)=(x —a)™ - (x —an)"™™(2® + pro +q)"™ - (2% + pyve + qn)"Y.

Zde a; odpovidaji redlnym kotentim 7' a nasobnosti m; a kvadratické polynomy
2?2 +pix+q; = (x— Bj)(z — ;) odpovidaji dvojicim komplexné sdruzenych
kofeni T a nasobnosti n; (takovy tvar existuje, protoze T' méa pouze reilné

koeficienty).



