
V¥ta 0.1 ((druhá) derivace a konvexita/konkávnita). Je-li f, f ′ ∈ C((a, b)) a
existuje-li f ′′ na (a, b), potom:

1. pokud f ′′ > 0 na (a, b), potom f je ryze konvexní na (a, b),

2. pokud f ′′ < 0 na (a, b), potom f je ryze konkávní na (a, b),

3. pokud f ′′ ≥ 0 na (a, b), potom f je konvexní na (a, b),

4. pokud f ′′ ≤ 0 na (a, b), potom f je konkávní na (a, b).

Platí podobné poznámky jako pro V¥tu ?? (roz²i°ování na uzav°ené intervaly
a ekvivalenci p°i neostrých nerovnostech).

Pokud f ′′ ≥ 0 na U(a, δ) potom f ′ je neklesající na U(a, δ) (a podobn¥ pro
opa£nou nerovnost). Odtud snadno dostaneme následující v¥tu:

V¥ta 0.2 (posta£ující podmínka pro extrém). Nech´ f ′′ existuje na U(a, δ) a
f ′(a) = 0, potom platí:

1. pokud f ′′ ≥ 0 na U(a, δ), potom f má v a lokální minimum,

2. pokud f ′′ ≤ 0 na U(a, δ), potom f má v a lokální maximum.

P°íklady: ex je konvexní na R, log x je konkávní na (0,∞), arctanx je kon-
vexní na (−∞, 0] a konkávní na [0,∞) ((arctanx)

′′
= − 2x

(1+x2)2 ). V²imn¥me si,

ºe v bod¥ f p°echází konvexita na konkávitu, takovým bod·m °íkáme in�exní.

De�nice 0.3 (in�exní bod). �íkáme, ºe a je in�exním bodem funkce f , pokud
f ′(a) existuje vlastní a existuje δ > 0, ºe

f je konvexní na P−(a, δ) a konkávní na P+(a, δ),

nebo
f je konvexní na P+(a, δ) a konkávní na P−(a, δ).

Platí, ºe pokud f ′′(a) existuje a a je in�exním bodem funkce f , potom
f ′′(a) = 0.

De�nice 0.4. Funkci ve tvaru Ax+B nazýváme asymptotou funkce f v ±∞,
pokud platí

lim
x→±∞

f(x)− (Ax+B) = 0.

Koe�cienty asymptoty (pokud existuje) spo£ítáme pomocí vzore£k·

A = lim
x→±∞

f(x)

x
, B = lim

x→±∞
(f(x)−Ax).

Nap°íklad funkce f(x) = x3−x2

1+x2 má stejnou asymptotu v +∞ i v −∞ a to x−1.
Platí totiº

lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

x2 − x
1 + x2

= 1

1



a

lim
x→±∞

(f(x)− 1 · x) = lim
x→±∞

(
x3 − x2

1 + x2
− x
)

= lim
x→±∞

−x2 − x
1 + x2

= −1.

Poznamenejme je²te, ºe pomocí l'Hospitalova pravidla (jsou-li spl¬eny p°ed-
loklady) dostaneme vzore£ek A = lim

x→±∞
f ′(x).

V¥ta 0.5 (Cauchyova o st°ední hodnot¥). Je-li f, g ∈ C([a, b]), a < b, f ′ a g′

existují na (a, b). Potom existuje ξ ∈ (a, b), ºe

f ′(ξ)(g(b)− g(a)) = g′(ξ)(f(b)− f(a)).

Jako d·sledek V¥ty 0.5 jsme si dokázali jednu £ást l'Hospitalova pravidla
(V¥ta ??). Na záv¥r je²t¥ jednu v¥tu, kterou jsme dokázali práv¥ jako d·sledek
l'Hospitalova pravidla:

V¥ta 0.6. Nech´ f je spojitá zprava (resp. spojitá zleva) v bod¥ a a nech´ existuje
limita lim

x→a+
f ′(x) = L (resp. lim

x→a−
f ′(x) = L). Potom f ′+(a) = L (resp. f ′−(a) =

L).

Taylorovy polynomy

De�nice 0.7 (te£na funkce). Nech´ existuje f ′(a) ∈ R potom funkci

Ta,f (x) = f(a) + f ′(a)(x− a)

nazýváme te£nou funkce f v bod¥ a.

Uº d°íve jsme si spo£ítali, ºe

f(x)− Ta,f (x) = o(x− a), x→ a.

Pokud bychom cht¥li jemn¥j²í aproximaci (°ádu o((x−a)n)) musíme se (obecn¥)
uchýlit k polynom·m vy²²ího °ádu, coº je jedna z cest k následující de�nici:

De�nice 0.8 (Taylor·v polynom). Nech´ existuje f (n)(a) ∈ R (nebo, ekviva-
lentn¥, existují f (k) ∈ R, k = 1, . . . , n). Potom de�nujeme polynom

Tn
a,f (x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a)

2
(x− a)2 + · · ·+ f (k)(a)

k!
(x− a)k + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

= f(a) +

n∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k

a nazýváme ho Taylor·v polynom funkce f stupn¥ n se st°edem v bod¥ a.

Spo£ítali jsme uºite£nou rovnost (Tn
a,f )
′ = Tn−1

a,f ′ , která (násobným pouºitím
a dosazením hodnoty a) dává

(Tn
a,f )

(k) = Tn−k
a,f(k) , a (Tn

a,f )
(k)(a) = f (k)(a), k ≤ n.
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