
1 Funkce více prom¥nných

De�nice 1 (parciální derivace). Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd, a ∈ G, i ∈
{1, . . . , d}. Parciální derivaci funkce f v bod¥ a vzhledem k i-té sou°adnici (podle
xi) de�nujeme jako

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
,

pokud limita napravo existuje.
Parciální de�vaci 2. °ádu funkce f v bod¥ a vzhledem k i-té a následn¥ j-té

sou°adnice pak de�nujeme jako
∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(a) a zna£íme

∂2f

∂xj∂xi
(a). Parciální

derivace vy²²ích °ád· de�nujeme analogicky.

De�nice 2 (totální diferenciál). Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd, a ∈ G. Lineální
zobrazení L : Rd → Rd nazýváme totálním diferenciálem (derivací) funkce f v
bod¥ a (zna£íme df(a), f ′(a), Df (a)) pokud platí

lim
h→(0,...,0)

f(a+ h)− f(a)− L(h)

|h|
.

Poznámky a p°íklady. 1. Pro
∂2f

∂xi∂xi
(a) zpravidla pouºíváme zápis

∂2f

∂x2
i

(a)

(a podobn¥ pro derivace vy²²ích °ád·).

2. Parciální derivace a totální diferenciál de�nujeme podobn¥ i pro zobrazení
F : Rd → Rm, která derivujeme po sloºkách, tedy nap°íklad

∂F

∂xi
(a) =

(
∂F1

∂xi
(a), . . . ,

∂Fm

∂xi
(a)

)T

.

3. Ozna£íme-li ϕ(h) =
f(a+ h)− f(a)− L(h)

|h|
, h 6= 0, potom platí

f(a+ h)− f(a) = Lh+ |h|ϕ(h),

kde ϕ(h)→ 0, pro h→ 0. Toto je triviální, ale velice uºite£ná reformulace
de�nice totálního diferenciálu.

4. Podobn¥ jako parciální derivace de�nujeme i derivaci v obecném sm¥ru
v ∈ Rd \ {0} jako

Dvf(a) = lim
h→0

f(a+ tv)− f(a)

t
.

Platí tedy, ºe parciální derivace podle xi je sm¥rovou derivací ve sm¥ru ei.

V¥ta 3 (vlastnosti totálního diferenciálu). Nech´ f : Rd ⊃ Df → R má totální
d9ferenciál v bod¥ a, potom platí

1



1. f je spojitá v a,

2. existují ∂f
∂xi

(a), i = 1, . . . , d a platí df(a) · h =
∑d

i=1 hi
∂f
∂xi

(a).

Vektoru
∇f(a) =

(
∂f
∂x1

(a) ∂f
∂x2

(a) . . . ∂f
∂xd

(a)
)
.

°íkáme gradient funkce f v bod¥ a. Analogií gradientu pro zobrazení je Jacobiho
matice (zobrazení F v bod¥ a) de�novaná jako

JF (a) =


∂F1
∂x1

(a) . . . ∂F1
∂xd

(a)

...
. . .

...

∂Fm
∂x1

(a) . . . ∂Fm
∂xd

(a)

 ,

p°i£emº op¥t platí dF (a) · h = Jf (a) · h.

V¥ta 4 (parciální derivace a totální diferenciál). Nech´ f má v²echny parciální
derivace 1. °ádu na okolí bodu a ∈ Rd, potom

1. jsou-li v²echny parciální derivace 1. °ádu omezené na okolí bodu a, potom
je f spojitá v bod¥ a,

2. jsou-li v²echny parciální derivace 1. °ádu spojité v bod¥ a, potom f má v
bod¥ a totální diferenciál.
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