
Platí následující tvrzení: pokud °ada

∞∑
n=1

an konverguje, ale nekonverguje

absolutn¥ (v takovém p°ípad¥ °íkáme, ºe konverguje neabsolutn¥) potom

∞∑
n=1

(an)− =∞ a

∞∑
n=1

(an)+ =∞,

kde x± = max(±x, 0) zna£í kladnou a zápornou £ást x.
Na druhou stranu platí následující charakterizace absolutní konvergence:( ∞∑

n=1

|an| <∞

)
⇐⇒

[( ∞∑
n=1

(an)− <∞

)
∧

( ∞∑
n=1

(an)+ <∞

)]
.

Neabsolutn¥ konvergentní °ady mají i následující pozoruhodnou vlastnost: po-

kud °ada

∞∑
n=1

an konverguje, ale nekonverguje absolutn¥ a s ∈ R∗, potom existuje

bijekce σ : N→ N, ºe platí
∞∑
n=1

aσ(n) = s.

Takovou °adu ozna£ujeme za p°erovnání °ady

∞∑
n=1

an a speciáln¥ tedy platí, ºe

u neabsolutn¥ konvergentních °ad sou£et na p°erovnání závisí.

U absolutn¥ konvergentních °ad je situace op¥t naprosto opa£ná. Je-li

∞∑
n=1

an

absolutn¥ konvergentní, potom pro kaºdou bijekci σ : N→ N platí

∞∑
n=1

aσ(n) =

∞∑
n=1

an.

Sou£et tedy v tomto p°ípad¥ na p°erovnání nezávisí.

V¥ta 1 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Nech´ {bn}∞n=1 a {an}∞n=1 jsou
posloupnosti s reálnými £leny, {an}∞n=1 monotonní.

Pokud platí alespo¬ jedna z následuj¢ích podmínek:

� (Dirichlet) lim
n→∞

an = 0 a posloupnost £áste£ných sou£t· °ady

∞∑
n=1

bn je

omezená,

� (Abel) posloupnost {an}∞n=1 je omezená a °ada

∞∑
n=1

bn konverguje,

potom °ada

∞∑
n=1

anbn konverguje.
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0.1 Sou£in °ad

De�nice 2 (Cauchy·v sou£in °ad). Nech´

∞∑
n=1

an a

∞∑
n=1

bn jsou nekone£né °ady,

potom jejich Cauchy·v sou£in de�nujeme jako °adu

∞∑
n=1

cn, kde

cn =

n∑
k=1

akbn−k+1.

V¥ta 3 (sou£in °ad). Nech´

∞∑
n=1

an a

∞∑
n=1

bn jsou absolutn¥ konvergentní °ady

se sou£ty A, resp. B, potom jejich Cauchy·v sou£in konverguje absolutn¥ a má
sou£et A ·B.

Pro (neabsolutn¥ konvergentní °adu)

∞∑
n=1

(−1)n√
n

platí, ºe limita

lim
n→∞

n∑
k=1

akan−k+1

neexistuje, sou£in této °ady se sebou samou tedy nekonverguje. Pokud poloºíme

exp(x) =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R,

potom (po úpravách za vyuºití binomické v¥ty a p°edchozí v¥ty o sou£inu °ad)
dostaneme

exp(x) · exp(y) =

( ∞∑
n=0

xn

n!

)
·

( ∞∑
n=0

yn

n!

)
=

∞∑
n=0

n∑
k=0

(
xk

k!
· yn−k

(n− k)!

)

=

∞∑
n=0

(x+ y)n

n!
= exp(x+ y).

Sta£í je²t¥ dokázat, ºe

lim
x→0

exp(x)− 1

x
= 1,

a budeme kone£n¥ mít dob°e de�novanou exponenciální funkci. Porovn¥ m·ºeme
de�novat

sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
a cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
.
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0.2 Posloupnosti a °ady komplexních £ísel

Posloupnosti a °ady komplexních £ísel de�nujeme analogicky k reálnému p°í-
padu. Posloupností myslíme zobrazení f : N→ C a op¥t pouºíváme zna£ení an
místo f(n) a {an}∞n=1. Limitu de�nujeme obdobn¥ (pro L ∈ C)

lim
n→∞

an = L ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃N ∈ N ∀ n ∈ N, n ≥ N : |an − L| < ε.

Zde pouºíváme obvyklé zna£ení |z| =
√
zz. Nekone£né °ady a jejich sou£ty

de�nijeme op¥t analogicky k reálnému p°ípadu (pouºíváme limity £áste£ných
sou£t·).

Je dobré si uv¥domit, ºe v jistém smyslu nejde v zásad¥ o nic nového, protoºe
°ady komplexních £ísel m·ºeme studovat po sloºkách, platí totiº

∞∑
n=1

(an + bni) = a+ bi ⇐⇒

( ∞∑
n=1

an = a

)
∧

( ∞∑
n=1

bn = b

)
.

Speciáln¥ tedy platí, ºe vy²et°ování konvergence °ad komplexních £ísel lze (ale-
spo¬ teoreticky) p°evést na vy²etrování konvergence °ad reálných £ísel. Rovn¥º
stále platí nutná podmínka konvergence lim

n→∞
an = 0 a i tvrzení

∞∑
n=1

|an| <∞ =⇒
∞∑
n=1

an konverguje (tj. má sou£et v C).

Platí i v¥ta o sou£inu °ad (pro absolutn¥ konvergentní °ady). Speciáln¥ tedy
m·ºeme roz²í°it de�nici exponenciální funce na C a bude stále platit exp(x+y) =
exp(x) exp(y). Odtut snadno odvodíme

ea+bi = ea(cos b+ i sin b).

Toho jsme vyuºili k d·kazu následujícího uºite£ného tvrzení: je-li x 6= 2kπ,
k ∈ Z, potom mají °ady

∞∑
n=1

sin(nx) a

∞∑
n=1

cos(nx)

omezené posloupnosti £áste£ných osu£t·. V kombinaci s Dirichletovým kritériem

tedy dostaneme nap°íklad konvergenci °ady

∞∑
n=1

sinn√
n
.

1 Mocninné °ady

De�nice 4 (mocninná °ada). Nech´ {an}∞n=0 je posloupnost kompexních £ísel

a z0 ∈ C. Symbol

∞∑
n=1

an(z − z0)n budeme nazývat mocninnou °adou se st°edem

z0.
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Poznámky a p°íklady. 1. Formálním dosazením konkrétní hodnoty z ∈ C
do mocninné °ady dostaneme klasickou £íselnou °adu, kterou m·ºeme stu-
dovat obvyklými metodami.

2. Nap°íkad volbou an = 1, n ∈ N, dostaneme geometrickou °adu, pro tu
platí

∞∑
n=0

zn

{
konverguje absolutn¥ pro |z| < 1

nesp¬uje nutnou podmínku konvergence pro |z| > 1.

Volbou an = 1
n! dostaneme °adu de�nující exponenciální funkci, která kon-

verguje absolutn¥ pro v²echna z ∈ C.
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