o0

Plati nasledujici tvrzeni: pokud fada Zan konverguje, ale nekonverguje
n=1
absolutné (v takovém piipadé ¥ikame, Ze konverguje neabsolutng) potom

Z(an)— =0 a Z(an)+ = 9,
n=1 n=1

kde x4 = max(+z,0) znaéi kladnou a zapornou ¢ast .
Na druhou stranu plati nasledujici charakterizace absolutni konvergence:

R

n=1 n=1 n=1
Neabsolutné konvergentni fady maji i nasledujici pozoruhodnou vlastnost: po-
o0
kud fada Z an konverguje, ale nekonverguje absolutné a s € R*, potom existuje

n=1
bijekce o : N — N, Ze plati

Z ag(n) = S.
n=1

o0
Takovou fadu oznac¢ujeme za pierovnani rady E an a specidlné tedy plati, ze
n=1
u neabsolutné konvergentnich fad soucet na prerovnani zavisi.
oo
U absolutné konvergentnich fad je situace opét naprosto opacna. Je-li E an
n=1

absolutné konvergentni, potom pro kazdou bijekci o : N — N plati

Z ao(n) = Z Q.
n=1

n=1
Soucet tedy v tomto pfipadé na prerovnani nezavisi.

Vé&ta 1 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {b,}o2; a {an}oey jsou
posloupnosti s redlngmi éleny, {an}o>; monotonni.
Pokud plati alesponi jedna z ndsledujéich podminek:

oo
e (Dirichlet) lim a, = 0 a posloupnost cistecnijch soucti Tady an je
n—oo ne1
omezend,

o0
o (Abel) posloupnost {a,}o> je omezend a fada an konverguge,

n=1

o
potom tada Z anby konverguje.

n=1



0.1 Soudin rFad

o0 (o]
Definice 2 (Cauchyuv soucin fad). Necht’z Qn G Z by, jsou nekonecné Fady,

n=1 n=1

o0
potom jejich Cauchyiv soucin definujeme jako fadu Z Cn, kde

n=1

n
Cn = E akbn—k+1~
k=1

o0 o0
Véta 3 (soucin fad). Necht Z an G Z b, jsou absolutné konvergentni fady
n=1 n=1
se soucty A, resp. B, potom jejich Cauchyiv soucin konverguje absolutné a md
soucet A - B.

=
NG

oo
Pro (neabsolutné konvergentni fadu) Z plati, ze limita
n=1

n
lim E AkOp—k+1
n—yoo £~

neexistuje, soucin této fady se sebou samou tedy nekonverguje. Pokud polozime

(oo} n

exp(z) = Z %, x € R,

n=0

potom (po tpravich za vyuZiti binomické véty a piedchozi véty o soufinu Fad)

dostaneme
i~ (£5) (£5) £ (% 20
x . ex = - ). I )= z .4
| | | — k)
= n e L (n—k)!
z+y)"”
-y ! ,y) = exp(z +y)
n!
n=0
Staci jesté dokizat, ze
-1
i P =L
x—0 x

a budeme kone¢né mit dobfe definovanou exponencialni funkci. Porovné mazeme
definovat

) e x2n+1 oo x2n
sin(z) = T;O(— ) CEE] a cos(z)= 7;0(—1) o)l



0.2 Posloupnosti a fady komplexnich ¢&isel

Posloupnosti a fady komplexnich ¢isel definujeme analogicky k redlnému pii-
padu. Posloupnosti myslime zobrazeni f : N — C a opét pouzivame znaceni a,,
misto f(n) a {an}pe;. Limitu definujeme obdobné (pro L € C)

lim ap, =L <= Ve>03INeNVneNn>N:|a,—L|<e.

n—oo
Zde pouzivame obvyklé znafeni |z| = +/zZ. Nekonecné fady a jejich soucty
definijeme opé&t analogicky k redlnému pfipadu (pouZividme limity Gastecénych
soucti).

Je dobré si uvédomit, Ze v jistém smyslu nejde v zdsadé o nic nového, protoze
fady komplexnich ¢isel muzeme studovat po slozkéach, plati totiz

i(an—kbni):a—l—bi — (ian—a>/\<§:bn_b>.
n=1 n=1 n=1

Speciélné tedy plati, Ze vySetfovani konvergence fad komplexnich ¢isel 1ze (ale-
spoi teoreticky) pfevést na vySetrovani konvergence fad redlnych ¢isel. Rovnéz
stale plati nutnd podminka konvergence lim a, =0 a i tvrzeni

n—oo
(oo} oo
Z lan| <0 = Z a, konverguje (tj. ma soucet v C).
n=1 n=1

Plati i véta o sou¢inu fad (pro absolutné konvergentni fady). Specidlné tedy

muZeme rozsifit definici exponencialni funce na C a bude stéle platit exp(z+y) =
exp(z) exp(y). Odtut snadno odvodime

et = ¢%(cos b + isinb).

Toho jsme vyuzili k dikazu nésledujiciho uZite¢ného tvrzeni: je-li x # 2k,
k € Z, potom maji fady

Zsin(nx) a Zcos(n:zc)

omezené posloupnosti ¢astecnych osucti. V kombinaci s Dirichletovym kritériem
o0 .
sinn
tedy dostaneme napiiklad konvergenci fad .
y p g > 7

n=1

1 Mocninné fady

Definice 4 (mocninna fada). Necht {a,}o2 je posloupnost kompexnich cisel

o0
a zg € C. Symbol Z an(z — 20)" budeme nazgvat mocninnou Fadou se stiedem

n=1
20-



Poznamky a priklady. 1. Formdlnim dosazenim konkrétni hodnoty z € C
do mocninné fady dostaneme klasickou c¢iselnou fadu, kterou mizZeme stu-
dovat obvyklyymi metodami.

2. Napfikad volbou a, = 1, n € N, dostaneme geometrickou Fadu, pro tu
plati

= nespriuje nutnou podminku konvergence pro |z| > 1.

i n {kanverguje absolutné pro |z] < 1

Volbou a,, = % dostaneme fadu definujici exponencidlni funkci, kterd kon-
verguje absolutné pro vSechna z € C.



