
De�nice 1 (vnit°ek, uzáv¥r a hranice). Nech´ (M,ρ) je metrický prostor, A ⊆
M . Potom de�nujeme

� uzáv¥r mnoºiny A (vzhledem k ρ) jako pr·nik v²ech uzav°ených mnoºin v
M obsahujících A (zna£íme A),

� vnit°ek mnoºiny A (vzhledem k ρ) jako sjednocení v²ech otev°ených mnoºin
v M obsaºených v A (zna£íme A◦),

� hranici mnoºiny A (vzhledem k ρ) jako ∂A = A ∩ M \A (alternativn¥
∂A = A \A◦)

Snadno nahlédneme, ºe A je vºdy uzav°ená mnoºina (je to nejmen²í uzav°ená
mnoºina obsahující A), A◦ je vºdy otev°ená mnoºina (je to nejv¥t²í otev°ená
mnoºina obsaºená v A) a ∂A je vºdy uzav°ená.

Pro A = {x2 + y2 ≤ 1} platí

A◦ = {x2 + y2 < 1}, ∂A = {x2 + y2 = 1}, A = A = A◦.

Poznamenejme, ºe poslední rovnost neplatí vºdy (mnoºina m·ºe mít prázdný
vnit°ek). Rovn¥º platí, ºe je-li a hromadným bodem A, pak a ∈ A (A je ve
skute£nosti sjednocením A a v²ech jeho hromadných bod·).

De�nice 2 (limita v metrickém prostoru). Nech´ (M,ρ) a (X, d) jsou dva me-
trické prostory a ϕ : M → X, A ⊆ M a a hromadný bod A. Potom °íkáme ºe
b ∈ X je

� limitou zobrazení ϕ v bod¥ a vzhledem k mnoºin¥ A (zna£íme lim
A3x→a

ϕ(x) =

b), pokud platí

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Pρ(x, δ) ∩A : ϕ(x) ∈ Ud(b, ε),

� limitou zobrazení ϕ v bod¥ a (zna£íme lim
x→a

ϕ(x) = b) pokud platí lim
M3x→a

ϕ(x) =

b.

Poznámky a p°íklady. 1. pro takto de�nované limity platí mnoho v¥t, které
známe u funkcí jedné prom¥nné (p°edev²ím jednozna£nost limity, limita
sloºené funkce, Heineho v¥ta, ale i mnoho dal²ích), pro p°ípad X = R
múºeme p°idat i aritmetiku limit a dva stráºníky.

2. lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

= 0, lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
neexistuje.

Dále de�nujeme následující dv¥ d·leºIté t°ídy metrických prostor·:

� úplné prostory jako prostory pro které platí

{xn} konvergentní ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ N ∈ N ∀m,n ∈ N,m, n ≥ N : |xn−xm| < 0

(tedy zhruba °e£eno prostory, kde platí v¥ta o Bolzano-Cauchyov¥ pod-
mínce)

1



� kompaktní prostory, kde zhruba °e£eno platí Bolzano-Weierstrassova v¥ta,
tedy:

De�nice 3 (kompaktní metrický prostor). Metrický prostor (M,ρ) nazýváme
kompaktní, pokud platí, ºe kaºdá posloupnost v M má konvergentní podposloup-
nost (v M vzhledem k ρ).

Platí, ºe R je úplný metrický prostor, Q není úplný, [0, 1] je kompaktní
(Bolzano-Weierstrassova v¥ta), R není kompaktní (v²e s obvyklou metrikou na
R, rezp. zd¥d¥nou z R).

Normované lineární prostory, které jsou úplné nazýváme Banachovy (nap°.
C([0, 1])), prostory se skalárním sou£inem, které jsou úplné pak Hilbertovy
(nap°. l2).
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