Definice 1 (vnitiek, uzavér a hranice). Necht (M, p) je metricky prostor, A C
M. Potom definujeme

e uzdvér mnoziny A (vzhledemlc p) jako prinik vSech uzaviengch mnoZin v
M obsahujicich A (znacime A),

o unitiek mnoZiny A (vzhledem k p) jako sjednocent vsech oteviengjch mnoZin
v M obsazengjich v A (znacime A°),

e hranici mnoZiny A (vzhledem k p) jako OA = AN M\ A (alternativne
A=A\ A°)

Snadno nahlédneme, 7e A je vidy uzaviena mnozina (je to nejmensi uzaviena
mnoZina obsahujici A), A° je vidy oteviend mnoZina (je to nejvétsi oteviena
muoZina obsazend v A) a 0A je vidy uzaviena.

Pro A = {2% + y* < 1} plati

A ={r?+y? <1}, 0A={2>+y* =1}, A=A=A4A°
Poznamenejme, 7ze posledni rovnost neplati vzdy (mnozina miZe mit prazdny
vnitiek). Rovnéz plati, Ze je-li @ hromadnym bodem A, pak a € A (A je ve
skute¢nosti sjednocenim A a v8ech jeho hromadnych bodi).

Definice 2 (limita v metrickém prostoru). Necht (M, p) a (X,d) jsou dva me-

trické prostory a ¢ : M — X, A C M a a hromadny bod A. Potom Fikime Ze
be X je

im () =

e limitou zobrazeni v v bod€ a vzhledem k mnoZiné A (znacime Al
Sr—a

b), pokud plati

Ve>03d>0Vr e Py(x,8)NA:p(x) € Uslbe),

e limitou zobrazeni v v bod€ a (znacime lim p(x) = b) pokud plati lim ¢(z) =
T—a M>3x—a
b.

Poznamky a ptiklady. 1. pro takto definované limity plati mnoho vét, které
zndme u funkci jedné proménné (predevdim jednoznacnost limity, limita
slozené funkce, Heineho véta, ale i mnoho dalsich), pro pripad X = R
muZeme pridat i aritmetiku limit a dva straZniky.

T
Y -0,

. lim ——— =
(z,y)—(0,0) A/ .132 + y2

Dale definujeme nasledujici dvé dalezlté tfidy metrickych prostoru:

2 neexistuje.

lim Y
(@)= (0,0) 22 +y?
e Uplné prostory jako prostory pro které plati

{zn} konvergentni <= Ve >03IN e NVm,neN,m,n>N:|r,—2,| <0

(tedy zhruba fefeno prostory, kde plati véta o Bolzano-Cauchyové pod-
mince)



e kompaktni prostory, kde zhruba Feceno plati Bolzano-Weierstrassova véta,
tedy:

Definice 3 (kompaktni metricky prostor). Metricky prostor (M, p) nazgvdime
kompaktni, pokud plati, Ze kazZdd posloupnost v M md konvergentni podposloup-
nost (v M vzhledem k p).

Plati, ze R je aplny metricky prostor, Q neni uplny, [0,1] je kompaktni
(Bolzano-Weierstrassova véta), R neni kompaktni (v8e s obvyklou metrikou na
R, rezp. zdédénou z R).

Normované linearni prostory, které jsou uplné nazyvame Banachovy (napi.
C([0,1])), prostory se skaldrnim soufinem, které jsou uplné pak Hilbertovy
(napf. Ig).



