
1 Diferenciální rovnice

De�nice 1 (Oby£ejná diferenciální rovnice). Oby£ejnou diferenciální rovnicí
(krátce ODR) budeme nazývat rovnici ve tvaru

F (f (n)(x), f (n−1)(x), . . . , f ′(x), f(x), x) = 0, (ODR)

kde F : Rn+2 ⊇ DF → R je n¥jaká funkce.

De�nice 2 (�e²ení ODR). Funkci f de�novanou na neprázdném otev°en¥m in-
tervalu I nazýváme °e²ením rovnice (ODR), pokud má ve v²ech bodech I vlastní
derivaci aº do °ádu n a ve v²ech bodech x spl¬uje rovnici (ODR).

Maximálním °e²ením rovncie (ODR) nazýváme takové její °e²ení f , ºe ne-
existuje jiné její °e²ení g spl¬ující Df ( Dg.

Poznámky a p°íklady. 1. Neznámou funkci £asto ozna£ujeme y(x) a £asto
také vynecháváme prom¥nnou x. Rovnice, které spl¬ují na²i de�nici jsou
nap°íklad

y′ − y = 0, y′′ + y = 0, (y′′′)2y − sinx = 0,

(zde by odpovídající funkce F na levé stran¥ byly F (u, v, w) = u − v,
F (u, v, w, z) = u2 + w a F (u, v, w, z, t) = u2w − sin t). Nap°íklad rovnice
y′(y) = 0 ale de�nici nespl¬uje.

2. �ádem rovnice (ODR) ozna£ujeme takové k, ºe f (k) je nejvy²²í derivace,
která se netriviáln¥ v rovnici vyskytuje (obecn¥ spí²e neformální, ale v
konkrétních p°ípadech bude dávat dobrý smysl).

Rovnici (ODR) pak £asto uvaºujeme i ve tvaru roz°e²eném vzhledem k
nejvy²²í derivaci, tedy ve tvaru

f (n)(x) = G(y(n−1), . . . , f ′, f, x). (1)

Rovn¥º £asto uvaºujeme vektorovou ODR (soustavu), kde pro nás bude
základním p°íkladem soustava rovnice 1. °ádu vy°e²ená vzhledem k (první)
derivaci

f ′1 = F1(f1, . . . , fn, x),

f ′2 = F2(f1, . . . , fn, x),

...

f ′n = Fn(f1, . . . , fn, x),

(2)

p°ípadn¥ ve vektorovém tvaru

f ′ = F(f , x),

kde
f = (f1, . . . , fn), F = (F1, . . . , Fn).
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Kaºdou rovnici tvaru (1) m·ºeme ekvivalentn¥ zapsav ve tvaru (2) pomocí
substituce

g1 = f, g2 = f ′, . . . , gn = f (n−1),

ta pak dává
g′1 = g2,

g′2 = g3,

...

g′n = G(gn, gn−1, . . . , g1, x).

Nap°. rovnici y′′ = −y m·ºeme takto (pomocí y1 = y a y2 = y′) p°evést
na soustavu

y′1 = y2,

y′2 = −y1.

Tu pak m·ºeme zapsat i v maticovém zápisu

y′ = A · y,

kde

y = (y1, y2), A =

(
0 1
−1 0

)
.

1.1 Rovnice 1. °ádu

Za£neme z rovnicemi 1. °ádu, ty budeme zpravidla uvaºovat ve tvaru roz°e²eném
vzhledem k (první) derivaci, tedy

y′ = F (x, y).

Popisují zpravidla r·st/pokles n¥jaké veli£iny, nap°.

y′ = ay,

pro a > 0 neomezený r·st populace, pro a < 0 jednoduchý model chemické
reakce,

y′ = ay
(
1− y

M

)
omezený r·st populace, kde M udává maximální kapacitu prost°edí.
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