
V¥ta 0.1 (derivace a monotonie - kdysi jako V¥ta ??). Je-li f ∈ C((a, b)) a
existuje-li f ′ na (a, b), potom:

1. pokud f ′ > 0 na (a, b), potom f je rostoucí na (a, b),

2. pokud f ′ < 0 na (a, b), potom f je klesající na (a, b),

3. pokud f ′ ≥ 0 na (a, b), potom f je neklesající na (a, b),

4. pokud f ′ ≤ 0 na (a, b), potom f je nerostoucí na (a, b).

Poznámky a p°íklady. � p°edpoklady p°edchozí v¥ty m·ºeme nahradit p°ed-
pokladem f ′ existuje na (a, b) vlastní (existence vlastní derivace implikuje
spojitost)

� pokud bychon navíc p°edpokládali f ∈ C([a, b]), platila by (odpovídající)
monotonie na [a, b] (a analogicky pro (a, b] a [a, b))

� implikace (3) a (4) lze nahradit ekvivalencemi, implikace (1) a (2) v²ak
ekvivalencemi nahradit nelze (p°. x3 a −x3)

� ur£ení interval· monotónie m·ºe pomoci p°i zkoumání extrém·, vrátíme-li
se k p°íkladu f(x) = x3−x (tentokrát x ∈ R), uº víme, ºe lokální extrémy
mohou být pouze v bodech ± 1√

3
(nezjistili jsme v²ak, jestli to opravdu lo-

kální extrémy jsou). Protoºe f ′(x) = 3x2 − 1 platí

f ′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,− 1√
3
)∪( 1√

3
,+∞), f ′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (− 1√

3
, 1√

3
)

a v¥ta dává

f je rostoucí na (−∞,− 1√
3
) a ( 1√

3
,+∞) a klesající na (− 1√

3
, 1√

3
)

a podle poznámky vý²e dokonce (f je spojitá na R)

f je rostoucí na (−∞,− 1√
3
] a [ 1√

3
,+∞) a klesající na [− 1√

3
, 1√

3
].

To pak okamºit¥ dává, ºe − 1√
3
je bodem lokálního maxima f a 1√

3
je bodem

lokálního minima f . Poznamenejme, ºe v úvaze jsme nikde nepot°ebovali
fakt, ºe f ′ = (± 1√

3
) = 0. Stejná úvaha by byla moºná i kdyby derivace v

t¥chto bodech neexistovala.

De�nice 0.2 (konvexní a konkávní funkce). Budeme °íkat, ºe funkce f je na
intervalu I

� konvexní, pokud f(y) ≤ f(x) +
f(z)− f(x)

z − x
(y − x) pro kaºdé x, y, z ∈ I,

x < y < z,

� konkávní, pokud f(y) ≥ f(x) +
f(z)− f(x)

z − x
(y − x) pro kaºdé x, y, z ∈ I,

x < y < z,
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� ryze konvexní, pokud f(y) < f(x)+
f(z)− f(x)

z − x
(y−x) pro kaºdé x, y, z ∈

I, x < y < z,

� ryze konkávní, pokud f(y) > f(x)+
f(z)− f(x)

z − x
(y−x) pro kaºdé x, y, z ∈

I, x < y < z,

Konvexitu m·ºeme ekvivalentn¥ formulovat pomocí následujících podmínek

f(y)− f(x)
y − x

≤ f(z)− f(x)
z − x

, x, y, z ∈ I, x < y < z,

f(z)− f(x)
z − x

≤ f(z)− f(y)
z − y

, x, y, z ∈ I, x < y < z,

f(y)− f(x)
y − x

≤ f(z)− f(y)
z − y

, x, y, z ∈ I, x < y < z,

a
f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y), x, y ∈ I, 0 < λ < 1,

coº lze p°eformulovat jako

f(λ1x+ λ2y) ≤ λ1f(x) + λ2f(y), x, y ∈ I, λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1.

Alanogicky m·ºeme reformulovat konkávitu a ryzí varianty. Poslední formulace
má p°ímé zobecn¥ní ve form¥ tzv. Jansenovy nerovnosti:

V¥ta 0.3 (Jensenova nerovnost). Nech´ f je konvexní na intervalu I, potom

pro v²echna λ1, . . . , λN ∈ (0, 1), spl¬ující

N∑
i=1

λi = 1 platí

f

(
N∑
i=1

λixi

)
≤

N∑
i=1

λif(xi)

a analogicky s opa£nou nerovností pro f konkávní.

V¥ta 0.4 ((druhá) derivace a konvexita/konkávnita). Je-li f, f ′ ∈ C((a, b)) a
existuje-li f ′′ na (a, b), potom:

1. pokud f ′′ > 0 na (a, b), potom f je ryze konvexní na (a, b),

2. pokud f ′′ < 0 na (a, b), potom f je ryze konkávní na (a, b),

3. pokud f ′′ ≥ 0 na (a, b), potom f je konvexní na (a, b),

4. pokud f ′′ ≤ 0 na (a, b), potom f je konkávní na (a, b).

Platí podobné poznámky jako pro V¥tu 0.1 (roz²i°ování na uzav°ené intervaly
a ekvivalenci p°i neostrých nerovnostech).
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