Vé&ta 0.1 (derivace a monotonie - kdysi jako Véta ??). Je-li f € C((a,d)) a
existuje-li f na (a,b), potom:

1. pokud f' > 0 na (a,b), potom f je rostouci na (a,b),
2. pokud f' < 0 na (a,b), potom f je klesajici na (a,b),
3. pokud f' > 0 na (a,b), potom f je neklesajici na (a,b),
4. pokud " <0 na (a,b), potom [ je nerostouci na (a,b).

Poznamky a ptiklady. o predpoklady predchozi véty miZeme nahradit pred-
pokladem ' ezistuje na (a,b) vlastni (existence vlastni derivace implikuje
spojitost)

e pokud bychon navic predpoklidali f € C([a,b)]), platila by (odpovidajici)
monotonie na [a,b] (a analogicky pro (a,b] a [a,b))

o implikace (3) a (4) lze nahradit ekvivalencemi, implikace (1) a (2) vSak
ekvivalencemi nahradit nelze (pr. x3 a —a°)

o uréent intervali monotdnie mizZe pomoci pii zkoumdni extrémai, vrdtime-li
se k prikladu f(x) = 3 —x (tentokrdt x € R), uZ vime, Ze lokdlni extrémy
mohou bijt pouze v bodech :t% (nezjistili jsme viak, jestli to opravdu lo-

kdlni extrémy jsou). ProtoZe f'(z) = 3z — 1 plati

F'@) >0 <= z€(-00,—)U(J5,+00), [(2) <0 <= 2€(-F, 5)

w

a véta ddvd

f je rostouci na (—oo, —%) a (%74-00) a klesagici na (—%7

)

S

a podle pozndamky vise dokonce (f je spojitd na R)

[ je rostouci na (—oo, —%] a [%, +00) a klesajici na [—%, %]
To pak okamZzité ddvd, Ze —% je bodem lokdlniho mazima f a %’, je bodem
lokdlniho minima f. Poznamenejme, Ze v uvaze jsme nikde nepotiebovali
fakt, ze [’ = (:l:%) = 0. Stejnd dvaha by byla moznd i kdyby derivace v
téchto bodech neezistovala.

Definice 0.2 (konvexni a konkavni funkce). Budeme fikat, Ze funkce f je na
intervalu 1

OO

e konvexni, pokud f(y) < f(x) P

r<y<z,

(y — ) pro kazdé x,y,z € I,

e konkdvni, pokud f(y) > f(z) + M(g/ —x) pro kazdé x,y,z € I,
z—x
r<y<z,



NOENE

e ryze konvexni, pokud f(y) < f(z) (y —x) pro kazdé x,y,z €

z2—x
I,z <y<z,
e ryze konkdvni, pokud f(y) > f(x)+ W(y —x) pro kaZdé x,y, z €

I,z <y<z,

Konvexitu muzeme ekvivalentné formulovat pomoci néasledujicich podminek

f(y)—f(:r)<f(2)—f(x) r,y,z€l, x<y<z
y—x o z—x e 7 ’
f(2) = f@) _ f(2) = fW) vyzel, 1<y<z
z—x o z—y T 7 ’
f(y)*f(x)<f(z)7f(y) r,y,z€l, 1 <y<z
y—x  —  z—y 77 ’ ,

F(A=XNz+2) <A =Nf(z)+Af(y), =z,yel, 0<I<],

coz lze preformulovat jako
fuz+Xoy) S Mf(z) + A f(y), 2y €l, A, A2>0, M+ A =1

Alanogicky mizeme reformulovat konkavitu a ryzi varianty. Posledni formulace
mé piimé zobecnéni ve formeé tzv. Jansenovy nerovnosti:

Véta 0.3 (Jensenova nerovnost). Necht f je konverni na intervalu I, potom
N

pro viechna A1, ..., Ay € (0,1), spliiujici Z Ai =1 plat7
i=1

N N
f (Z )\ifEi) <> O Nif (@)
i=1 i=1

a analogicky s opacnou nerovnosti pro f konkduvnd.

Vé&ta 0.4 ((druha) derivace a konvexita/konkavnita). Je-li f, f' € C((a,b)) a
existuje-li f" na (a,b), potom:

1. pokud " > 0 na (a,b), potom f je ryze konvexni na (a,b),
2. pokud f" <0 na

)

(a,b), potom f je ryze konkdvni na (a,b),
3. pokud f"” >0 na (a,b), potom f je konvexni na (a,b),
(a,b)

4. pokud " <0 na , potomn f je konkdvni na (a,b).

)

Plati podobné poznamky jako pro Vétu 0.1 (roz§ifovani na uzaviené intervaly
a ekvivalenci pfi neostrych nerovnostech).



