
1 Taylorovy polynomy

De�nice 1.1 (Taylor·v polynom) Nech´ f je funkce de�novaná na okolí bodu
a ∈ R a bu¤ n ∈ N. Nech´ existuje f (n)(a) ∈ R (nebo, ekvivalentn¥, existují
f (k) ∈ R, k = 1, . . . , n). Potom de�nujeme polynom

T fa,n(x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2+· · ·+f (k)(a)

k!
(x−a)k+· · ·+f (n)(a)

n!
(x−a)n

a nazýváme ho Taylor·v polynom funkce f stupn¥ n se st°edem v bod¥ a.

Poznámka 1.2 Platí (T fa,n)(k)(a) = f (k)(a), k = 0, . . . , n (zde uºíváme kon-
venci f (0) = f). Polynom T fa,n je zárove¬ jediný polynom stupn¥ nejvý²e n s
touto vlastností.

V¥ta 1.3 (Pean·v tvar zbytku) Platí

lim
x→a

f(x)− T fa,n(x)

(x− a)n
= 0.

V¥ta 1.4 (Rolleova) Nech´ f je spojitá funkce na intervalu [a, b] (a < b) a
nech´ f ′ existuje na (a, b). Pokud f(a) = f(b), potom existuje ξ ∈ (a, b) spl¬ující
f ′(ξ) = 0

V¥ta 1.5 (Lagrangeova o st°ední hodnot¥) Nech´ f je spojitá funkce na
intervalu [a, b] (a < b) a nech´ f ′ existuje na (a, b). Potom existuje ξ ∈ (a, b)

spl¬ující f ′(ξ) = f(b)−f(a)
b−a .

V¥ta 1.6 (Cauchyova o st°ední hodnot¥) Nech´ f a g jsou spojité funkce
na intervalu [a, b] (a < b) a nech´ f ′ i g′ existují na (a, b). Nech´ g(a) 6= g(b) a
g′ 6= 0 na (a, b). Potom existuje ξ ∈ (a, b) spl¬ující f

′(ξ)
g′(ξ) = f(b)−f(a)

g(b)−g(a) .

V¥ta 1.7 (Lagrange·v tvar zbytku) Nech´ f je reálná funkce de�novaná
na otev°eném intervalu obsahujícím interval [a, x] (a < x). Nech´ f (n) existuje
a je spojitá na [a, x] a nech´ f (n+1) existuje na (a, x). Potom existuje ξ ∈ (a, x)
takové, ºe

f(x)− T fa,n(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1

Poznámka 1.8 1. Obdobné tvrzení platí i pro x < a.

2. V d·kazu p°edchozí v¥ty jsme vyuºili Cauchyovu v¥tu o st°ední hodnot¥ s
funkcí g(t) = (x−t)n+1. Kdybychom místo toho pouºili funkci g(t) = x−t,
dostali bychom tvar zbytku v tzv. Cauchyov¥ tvaru,

f(x)− T fa,n(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− a).

V¥ta 1.9 (Darbouxova vlastnost derivace) Nech´ f ′ existuje na otev°eném
intervalu obsahujícím interval [a, b] a nech´ f ′(a) < f ′(b). Potom pro kaºdé
z ∈ (f ′(a), f ′(b)) existuje c ∈ (a, b) takové, ºe f ′(c) = z.
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2 Primitivní funkce

De�nice 2.1 (primitivní funkce) �íkáme, ºe funkce F je primitivní funkcí
k funkci f na (otev°eném) intervalu I pokud F ′ = f na I.

Poznámka 2.2 Nech´ F je primitivní funkcí k funkci f and intervalu I a C ∈
R. Potom F + C je rovn¥º primitivní funkcí k funkci f and intervalu I.

V¥ta 2.3 (primitivní funkce se li²í o konstantu) Nech´ F a G jsou dv¥
primitivní funkce k funkci f (na intervalu I). Potom existuje C ∈ R, ºe F =
G+ C (na I).

De�nice 2.4 (neur£itý integrál) Mnoºinu v²ech primitivních funkcí k funkci
f (na I) zna£íme

∫
f(x) dx (nebo zkrácen¥

∫
f) a nazýváme neur£itým integrá-

lem funkce f (na I).

Poznámka 2.5 Je-li F primitivní funkcí k funkci f , platí
∫
f(x) dx = {F +C :

C ∈ N}, coº zkrácen¥ zapisujeme
∫
f(x) dx

c
= F (nebo

∫
f

c
= F ) a °íkáme, ºe

neur£itý integrál z funkce f je aº na konstantu roven funkci F .

V¥ta 2.6 (linearita primitivních funkcí) Nech´ F je primitivní funkcí k funkci
f a G primitivní funkcí k funkci g (obojí na intervalu I) a bu¤ α, β ∈ R. Potom
αF + βG je primitivní funkcí k funkci αf + βg (na intervalu I).

V¥ta 2.7 (o existenci primitivní funkce pro spojité funkce) Nech´ f je
spojitá na otev°eném intervalu I, potom F má na I primitivní funkci.

V¥ta 2.8 (per partes pro neur£itý integrál) Nech´ F je primitivní funkcí
k funkci f a G primitivní funkcí k funkci g (obojí na intervalu I) a nech´ f je
spojitá na I. Potom ∫

Fg = FG−
∫
fG (na I).

V¥ta 2.9 (1. v¥ta o substituci pro neur£itý integrál) Nech´ F je primi-
tivní funkcí k funkci f na intervalu (a, b) a nech´ ϕ : (α, β)→ (a, b) má vlastní
derivaci ve v²ech bodech intervalu (α, β). Potom∫

ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) dt
c
= F ◦ ϕ na (α, β).

V¥ta 2.10 (2. v¥ta o substituci pro neur£itý integrál) Nech´ ϕ má vlastní
a nenulovou derivaci ve v²ech bodech intervalu (α, β) a nech´ ϕ((α, β)) = (a, b).
Pokud pro f de�novanou na intervalu (a, b) platí∫

ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) dt
c
= G(t) na (α, β)

potom ∫
f(t) dt

c
= G ◦ ϕ−1(t) na (a, b).
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V¥ta 2.11 (o rozkladu na parciální zlomky) Nech´ P a Q jsou polynomy
spl¬ující degP < degQ. Nech´

Q(x) = (x− a1)m1 · · · (x− al)ml · (x2 + b1x+ c1)m1 · · · (x2 + bkx+ ck)nk ,

mi, nj ∈ N, kde v²echny lineární £leny i v²echny kvadratické £leny jsou po dvou
r·zné a navíc ºádný kvadratický £len nemá reálné ko°eny. Potom

P (x)

Q(x)
=

l∑
i=1

mi∑
m=1

Aim
(x− ai)m

+

k∑
j=1

nj∑
n=1

Bjnx+ Cjn
(x2 + bjx+ cj)n

pro n¥jaká Aim, B
j
n, C

j
n ∈ R. Takový rozklad je navíc ur£en jednozna£n¥.

3 Riemann·v integrál

De�nice 3.1 (d¥lení intervalu) Bu¤ [a, b] interval v R. Kone£nou posloup-
nost D = {xi}ni=0 nazveme d¥lením intervalu [a, b] pokud a = x0 < x1 < · · · <
xn = b. Body xi nazýváme d¥lícími body d¥lení D. Mnoºinu v²ech d¥lení inter-
valu [a, b] zna£íme D([a, b]).

Jsou-li D,D′ ∈ D([a, b]), °íkáme, ºe D′ je zjemn¥ním D pokud v²echny d¥lící
body D jsou zárove« d¥lícími body D′.

De�nice 3.2 (horní a dolní sou£ty) Nech´ f je omezená funkce na intervalu
[a, b] a D = {xi}ni=0 ∈ D([a, b]). De�nujeme horní a dolní (riemannovské) sou£ty
funkce f vzhledem k d¥lení D jako

S(f,D) =

n−1∑
i=0

sup
x∈[xi,xi+1]

f(x) · (xi+1 − xi)

a

s(f,D) =

n−1∑
i=0

inf
x∈[xi,xi+1]

f(x) · (xi+1 − xi).

De�nice 3.3 (Riemann·v integrál) Nech´ f je omezená funkce na intervalu
[a, b], de�nujeme horní Riemann·v integrál funkce f na intervalu [a, b] (nebo od
a do b) jako ∫ b

a

f(x) dx = inf{S(f,D) : D ∈ D([a, b])}.

a dolní Riemann·v integrál funkce f na intervalu [a, b] (nebo od a do b) jako∫ b

a

f(x) dx = sup{s(f,D) : D ∈ D([a, b])}

Pokud
∫ b
a
f(x) dx =

∫ b
a
f(x) dx °íkáme, ºe f je riemannovsky integrovatelná

na intef¯valu [a, b] (zna£íme f ∈ R([a, b])). Spole£nou hodnotu pak nazýváme
Riemannovým integrálem funkce f na intervalu [a, b] a zna£íme

(R)

∫ b

a

f(x) dx.
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V¥ta 3.4 (vlastnosti d¥lení) Nech´ f je omezená na intervalu [a, b] a nech´
D,D′ ∈ D([a, b]) potom

1. pokud D′ je zjemn¥ním D, pak

s(f,D) ≤ s(f,D′) ≤ S(f,D′) ≤ S(f,D),

2. s(f,D) ≤ S(f,D′), speciáln¥
∫ b
a
f(x) dx ≤

∫ b
a
f(x) dx

V¥ta 3.5 (vlastnosti Riemannova inregrálu) Platí následující:

1. nech´ f, g ∈ R([a, b]), f ≤ g na [a, b], protom∫ b

a

f(t) dt ≤
∫ b

a

g(t) dt,

2. je-li f, g ∈ R([a, b]) a α ∈ R, potom i f + g, αf ∈ R([a, b]) a platí∫ b

a

f(t)+g(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt+

∫ b

a

g(t) dt a
∫ b

a

αf(t) dt = α

∫ b

a

f(t) dt,

3. je-li f ∈ R([a, b]) potom i |f | ∈ R([a, b]) a platí∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ α
∫ b

a

|f(t)| dt,

4. nech´ f ∈ R([a, b]), pokud f = g na [a, b] aº na kone£n¥ mnoho bod·,
potom g ∈ R([a, b]) a platí∫ b

a

f(t) dt =

∫ b

a

g(t) dt,

5. je-li f ∈ R([a, b]) a f ∈ R([b, c]), potom f ∈ R([a, c]) a platí∫ c

a

f(t) dt =

∫ b

a

f(t) dt+

∫ c

b

f(t) dt.

V¥ta 3.6 (nutná a posta£ující podmínka existence Riemannova integrálu)
Pro funkci f : [a, b]→ R platí

f ∈ R([a, b]) ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃D ∈ D([a, b]) : S(f,D)− s(f,D) < ε.

De�nice 3.7 (stejnom¥rná spojitost) �íkáme, ºe funkce f : M → R je stej-
nom¥rn¥ spojitá, pokud platí následující výrok

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, y ∈M : |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

�íkáme, ºe funkce f : M → R je stejnom¥rn¥ spojitá na mnoºin¥ K, pokud f |K
je stejnom¥rn¥ spojitá.
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V¥ta 3.8 (stejnom¥rná spojitost spojitých funkcí) Je-li f spojitá na [a, b]
potom je i stejnom¥rn¥ spojitá na [a, b].

V¥ta 3.9 (integrovatelnost spojitých funkcí) Je-li f spojitá na [a, b], po-
tom platí f ∈ R([a, b]).

V¥ta 3.10 (integrovatelnost monotónních funkcí) Je-li f monotónní na
[a, b], potom platí f ∈ R([a, b]).

V¥ta 3.11 (závislost integrálu na horní mezi) Nech´ pro f : (a, b) → R,
a, b ∈ R platí, ºe f ∈ R([α, β]) pro kaºdý interval [α, β] ⊂ (a, b). Zvolme c ∈
(a, b) a poloºme

F (x) =

∫ x

c

f(t) dt.

Potom

1. F je spojitá na (a, b),

2. je-li f spojitá v bod¥ y, potom F ′(y) existuje a platí F ′(y) = f(y).

V¥ta 3.12 (spojitost a primitivní funkce) Platí nádledující:

1. nech´ f je spojitá na intervalu (a, b), a, b ∈ R, potom f má na (a, b)
primitivní funkci,

2. nech´ f je spojitá na intervalu [a, b] a nech´ f má na (a, b) primitivní
funkci F , potom

(R)

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x)

De�nice 3.13 (Newton·v integrál) Nech´ f je de�nována na intervalu (a, b),
a, b ∈ R a má na (a, b) primitivní funkci F . De�nujeme Newton·v integrál z
funkce f na od a do b jako

(N)

∫ b

a

f(x) dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x),

pokud má výraz na pravé stran¥ smysl. V takovém p°ípad¥ °íkáme, ºe f je new-
tonovsky integrovatelná na (a, b) (pí²eme f ∈ N (a, b)).

Výraz lim
x→b−

F (x) − lim
x→a+

F (x) nazýváme p°ír·stkem funkce F od a do b a

zkrácen¥ jej zna£íme [F (x)]ba.

De�nice 3.14 (derivace na intervalu) Nech´ f je de�nována na [a, b], a <
b. �íkáme, ºe f má na intervalu [a, b] derivaci f ′ pokud existuje f̃ de�nována
na intervalu (α, β) ⊃ [a, b] taková, ºe f̃ ′ existuje na (α, β) a f̃ ′ = f ′ na [a, b].

V¥ta 3.15 (výpo£et ur£itého integrálu) Nech´ f, g : [a, b]→ R a ϕ : [α, β]→
[a, b] mají spojitou derivaci na [a, b], resp. na [α, β]. Potom
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1. (per partes)
∫ b

a

f(t)g′(t) dt = [F (t)]ba −
∫ b

a

f ′(t)g(t) dt,

2. (1. v¥ta o substituci)
∫ β

α

ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(t) dt,

3. (2. v¥ta o substituci) pokud je ϕ′ nenulová na [α, β], pak∫ b

a

f(t) dt =

∫ ϕ−1(β)

ϕ−1(α)

ϕ′(t) · f ◦ ϕ(t) dt =

∫ b

a

|ϕ′(t)| · f ◦ ϕ(t) dt.

Aplikace ur£itého integrálu

De�nice 3.16 (plocha pod grafem a mezi grafy) Nech´ f je spojitá a ne-
záporná na intervalu [a, b], potom de�nujeme plochu pod grafem f na intrervalu
[a, b] jako

P (f, [a, b]) =

∫ b

a

f(t) dt.

Podobn¥ de�nujeme plochu mezi grafy spojitých funkcí f a g (na [a, b]) pro které
platí f ≤ g na [a, b] jako

P (f, g, [a, b]) =

∫ b

a

g(t)− f(t) dt.

Poznámka 3.17 Veli£iny P (f, [a, b]), resp. P (f, g, [a, b]) odpoví plo²e mnoºin
{(x, y) : x ∈ [a, b], 0 ≤ y ≤ f(x)}, resp. {(x, y) : x ∈ [a, b], f(x) ≤ y ≤ g(x)}.

De�nice 3.18 (délka k°ivky) Nech´ ϕ : [a, b] → Rd, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd), je
spojitá (tedy ϕ1, . . . , ϕd jsou spojité). Potom de�nujeme délku k°ivky ϕ jako

l(ϕ) = sup{L(ϕ,D) : D ∈ D([a, b])},

kde

L(ϕ,D) =

n−1∑
i=0

|ϕ(xi+1)− ϕ(xi)|, D ∈ D([a, b]).

V¥ta 3.19 (výpo£et délky k°ivky) Nech´ ϕ : [a, b]→ Rd je taková, ºe v²echny
sloºky ϕ1, . . . , ϕd mají spojitou derivaci na [a, b]. Potom

l(ϕ) =

∫ b

a

√√√√ d∑
i=1

(ϕ′i(t))
2 dt

V¥ta 3.20 (integrální kriterium konvergence °ad) Nech´
∑∞
i=1 an je °ada

s nezápornými £leny a nech´ f je nezáporná, nerostoucí a spojitá na intervalu
[n0,∞) pro n¥jaké n0 ∈ N. Pokud an = f(n), n ≥ n0, potom

∞∑
i=1

an <∞ ⇐⇒ (N)

∫ ∞
n0

f(x) dx <∞.
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4 Funkce více prom¥nných

Pro x, y ∈ Rd de�nujeme (eukleidovskou) vzdálenost x a y jako |x − y| =√∑d
i=1(xi − yi)2.

De�nice 4.1 (okolí a prstencové okolí v Rd) Nech´ x ∈ Rd, ε > 0. Potom
de�nujeme okolí bodu x s polom¥rem ε jako U(x, ε) = {y ∈ Rd : |x − y| < ε}.
Obdobn¥ de�nujeme prostencové okolí bodu x s polom¥rem ε jako P (x, ε) =
U(x, ε) \ {x}.

De�nice 4.2 (otev°ená mnoºina v Rd) �íkáme, mnoºina M ⊂ Rd je ote-
v°ená, pokud pro kaºdé x ∈M existuje ε > 0 takové, ºe U(x, ε) ⊂M .

De�nice 4.3 (limita funkcí více prom¥nných) Nech´ M ⊂ Rd, A ∈ R,
a ∈ Rd a f : M → R. Potom:

1. pokud existuje ε > 0 takové, ºe U(a, ε) ⊂ M , pak °íkáme, ºe f má v bod¥
a limitu A, pokud

∀ε > 0∃δ > 0 : y ∈ P (a, δ) =⇒ f(y) ∈ U(A, ε),

v takovém p°ípad¥ pí²eme lim
x→a

f(x) = A,

2. °íkáme, ºe f má v bod¥ a limitu A vzhledem k mnoºin¥ M , pokud

∀ε > 0∃δ > 0 : y ∈ P (a, δ) ∩M =⇒ f(y) ∈ U(A, ε),

v takovém p°ípad¥ pí²eme lim
M3x→a

f(x) = A

De�nice 4.4 (spojitost funkcí více prom¥nných) Nech´ M ⊂ Rd, a ∈ M
a f : M → R. �íkáme, ºe f je spojitá v bod¥ a, pokud lim

x→a
f(x) = A. �íkáme,

ºe f je spojitá v bod¥ a vzhledem k mnoºin¥ M , pokud lim
M3x→a

f(x) = A.

De�nice 4.5 (parciální derivace) Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd, a ∈ G,
i ∈ {1, . . . , d}. �íkáme, ºe f má v bod¥ a parciální derivaci vzhledem k i-té
sou°adnici (podle xi), pokud existuje limita

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= lim
t→0

f(a1, . . . , ai−1, ai + t, ai+1, . . . , ad)− f(a1, . . . , ad)

t
.

V takovém p°ípad¥ pak tuto hodnotu zna£íme ∂f
∂xi

(a) (a nazýváme ji parciální
derivací funkce f vzhledem k i-té sou°adnici).

De�nice 4.6 (totální diferenciál) Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd, a ∈ G. �í-
káme, ºe f má v bod¥ a totální diferenciál, pokud existuje lineální zobrazení
L : Rd → Rd takové, ºe

lim
h→(0,...,0)

f(a+ h)− f(a)− L(h)

|h|
.

V takovém p°ípad¥ nazýváme zobrazení L totálním diferenciálem (derivací) funkce
f v bod¥ a (zna£íme df(a), f ′(a), Df (a)).
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De�nice 4.7 (gradient funkce) Nech´ f má v²echny parciální 1. °ádu v bod¥
a ∈ Rd. Gradient funkce f v bod¥ a de�nujeme jako

∇f(a) =
(
∂f
∂x1

(a) ∂f
∂x2

(a) . . . ∂f
∂xd

(a)
)
.

V¥ta 4.8 (tvar totálního diferenciálu) Má-li f totální diferenciál v bod¥ a ∈
Rd potom f má v²echny parciální 1. °ádu v bod¥ a ∈ Rd a platí

df(a)(h) = ∇f(a) · h =

d∑
i=1

∂f

∂xi
(a) · hi.

V¥ta 4.9 (totální diferenciál a spojitost) Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd, a ∈
G. Má-li f v bod¥ a totální diferenciál, potom je v bod¥ a spojitá.

V¥ta 4.10 (o st°ední hodnot¥ (p°ír·stku) funkce více prom¥nných) Nech´
I = (α1, β1)× (αd, βd), a, b ∈ I a nech´ f : I → R má ve v²ech bodech I vlastní
v²echny parciální derivace 1. °ádu. Potom existují c1, . . . , cd ∈ I takové, ºe

f(b)− f(a) =
d∑
i=1

∂f

∂xi
(ci)(bi − ai).

V¥ta 4.11 (parciální derivace a totální diferenciál) Nech´ f má v²echny
parciální derivace 1. °ádu na okolí bodu a ∈ Rd, potom

1. jsou-li v²echny parciální derivace 1. °ádu omezené na okolí bodu a, potom
je f spojitá v bod¥ a,

2. jsou-li v²echny parciální derivace 1. °ádu spojité v bod¥ a, potom f má v
bod¥ a totální diferenciál.

4.1 Zobrazení z Rd do Rm

Limitu a spojitost zobrazení z Rd do Rm de�nujeme (formáln¥) stejn¥, jako u
funkcí více prom¥nných. Nech´ M ⊂ Rd, A ∈ Rm, a ∈ Rd a F : M → Rm.
Pokud existuje ε > 0 takové, ºe U(a, ε) ⊂ M , pak °íkáme, ºe F má v bod¥ a
limitu A, pokud

∀ε > 0∃δ > 0 : y ∈ P (a, δ) =⇒ F (y) ∈ U(A, ε),

v takovém p°ípad¥ pí²eme lim
x→a

F (x) = A, �íkáme, ºe F je spojité v bod¥ a,

pokud lim
x→a

F (x) = A.

De�nice 4.12 (derivace zobrazení z Rd do Rm) �íkáme, ºe zobrazení F má
v bod¥ a derivaci (totální diferenciál), pokud existuje lineální zobrazení L : Rd →
Rm takové, ºe

lim
h→(0,...,0)

|F (a+ h)− F (a)− L(h)|
|h|

V takovém p°ípad¥ nazýváme zobrazení L derivací (totálním diferenciálem) zob-
razení F v bod¥ a (zna£íme df(a), f ′(a), Df (a)).
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De�nice 4.13 (Jacobiho matice) Nech´ F = (F1, . . . , Fm) je zobrazení z Rd
do Rm. Nech´ F1, . . . , Fm mají v²echny parciální 1. °ádu v bod¥ a ∈ Rd. Jacobiho
maticí zobrazení F v bod¥ a de�nujeme jako

Jf (a) =



∂F1
∂x1

(a) ∂F1
∂x2

(a) . . . ∂F1
∂xd

(a)

∂F2
∂x1

(a) ∂F2
∂x2

(a) . . . ∂F2
∂xd

(a)

...
...

. . .
...

∂Fm
∂x1

(a) ∂Fm
∂x2

(a) . . . ∂Fm
∂xd

(a)


.

V¥ta 4.14 (tvar derivace zobrazení) Má-li F derivaci v bod¥ a ∈ Rd potom

F ′(a)(h) = Jf (a) · h.

V¥ta 4.15 (derivace sloºeného zobrazení) Nech´ F = (F1, . . . , Fm) je zob-
razení z Rd do Rm a G = (G1, . . . , Gk) je zobrazení z Rm do Rk. Nech´ a ∈ Rd
nech´ existují F ′(a) a G′(F (a)). Potom (G◦F )′(a) existuje a platí (G◦F )′(a) =
G′(F (a)) · F ′(a).

4.2 Extrémy funkcí více prom¥nných

De�nice 4.16 (lokální extrémy funkcí více prom¥nných) Nech´ f : G→
R, G ⊆ Rd, a ∈ G, M ⊂ G. �íkáme, ºe f má v bod¥ a lokální minimum (vzhle-
dem k M) pokud existuje r > 0, ºe pro v²echna x ∈ U(a, r) (x ∈ U(a, r) ∩M)
platí f(a) ≤ f(x). Analogicky de�nujeme lokální maximum (vzhledem k M) a
ostré lokální maximum/minimum (vzhledem k M).

V¥ta 4.17 (nutná podmínka pro lokální extrém) Nech´ f : G → R, G ⊂
Rd otev°ená, a ∈ G, i ∈ {1, . . . , d}. Pokud má f v bod¥ a lokální extrém a ∂f

∂xi
(a)

existuje, potom ∂f
∂xi

(a) = 0.

De�nice 4.18 (parciální derivace vy²²ích °ád·) Nech´ f : G → R, G ⊆
Rd, a ∈ G, i, j ∈ {1, . . . , d}. Parciální de�vaci 2. °ádu funkce f v bod¥ a vzhledem
k i-té a následn¥ j-té sou°adnice de�nujeme jako

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(a),

pokud existuje a zna£íme

∂2f

∂xj∂xi
(a), pro i 6= i,

∂2f

∂x2i
(a) pro i = i.

Partiální derivace vy²²ích °ád· de�nujeme analogicky.
Symbolem Ck(G), k ∈ N, budeme zna£it mnoºinu v²ech funkcí (zobrazení)

de�novaných na otev°ené mnoºin¥ G ⊂ Rd, které mají spojité v²ecny parciální
derivace ktého °ádu.
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De�nice 4.19 (Hessova matice) Nech´ f : G → R, G ⊂ Rd otev°ená, f ∈
C2(G), a ∈ G. Hessovu matici funkce f v bod¥ a de�nujeme jako

Hf (a) =



∂2f
∂x21

(a)
∂2f

∂x2∂x1
(a) . . .

∂2f
∂xd∂x1

(a)

∂2f
∂x1∂x2

(a)
∂2f
∂x22

(a) . . .
∂2f

∂xd∂x2
(a)

...
...

. . .
...

∂2f
∂x1∂xd

(a)
∂2f

∂xd∂x2
(a) . . .

∂2f
∂x2d

(a)


V¥ta 4.20 (posta£ující podmínka pro lokální extrém) Nech´ f : G→ R,
G ⊂ Rd otev°ená, f ∈ C2(G), a ∈ G. Nech´ navíc ∇f(a) = 0, potom:

• je-li Hf (a) pozitivn¥ de�nitní, potom má f v a lokální minimum,

• je-li Hf (a) negativn¥ de�nitní, potom má f v a lokální maximum,

• je-li Hf (a) inde�nitní, potom f v a nemá lokální extrém.

V¥ta 4.21 (o implicitní funkci) Nech´ G ⊂ Rd+m, F : G → Rm, F ∈
Ck(G) pro n¥jaké k ∈ N, (a, b) ∈ G ⊂ Rd+m. P°edpokládejme, ºe F (a, b) = 0

det



∂F1
∂xd+1

(a) ∂F1
∂xd+2

(a) . . . ∂F1
∂xd+m

(a)

∂F2
∂xd+1

(a) ∂F2
∂xd+2

(a) . . . ∂F2
∂xd+m

(a)

...
...

. . .
...

∂Fm
∂xd+1

(a) ∂Fm
∂xd+2

(a) . . . ∂Fm
∂xd+m

(a)


6= 0.

Potom existují δ,∆ > 0 taková, ºe pro kaºdé x ∈ U(a, δ) existuje práv¥ jedno y ∈
U(b,∆) takové, ºe F (x, y) = 0. Navíc, ozna£íme-li jako ϕ zobrazení p°i°azující
bodu x ∈ U(a, δ) bod y ∈ U(b,∆) jako vý²e, je toto zobrazení Ck(U(a, δ)).

V¥ta 4.22 (o Lagrangeových multiplikátorech) Nech´ m, d ∈ N, m < d,
G ⊂ Rd otev°ená, f, g1, . . . , gm : G→ R, f, g1, . . . , gm ∈ C1(G). Poloºme

M = {x ∈ G : g1(x) = · · · = gm(x) = 0}.

Nech´ f má v bod¥ a ∈ M lokální extrém vzhledem k M , potom platí alespo¬
jedna z následujících podmínek:

1. vektory ∇g1(a), . . . ,∇gm(a) jsou lineárn¥ závislé,

2. existují λ1, . . . , λm ∈ R taková, ºe ∇f(a) =
∑m
i=1 λi∇gi(a).

V¥ta 4.23 (o nabývání globálních extrém·) Nech´ f je spojitá funkce na
mnoºin¥ M ⊂ Rd. P°edpokládejme, ºe M je uzav°ená (tedy Rd \M je otev°ená)
a omezená (existuje r > 0 takové, ºe M ⊂ U(0, r)). Potom f nabývá globálního
minima i globálního maxima vzhledem k M .
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5 Metrické prostory

De�nice 5.1 (metrický prostor) Metrickým prostorem nazýváme dvojici (M,d),
kde M je mnoºina a d : M ×M → [0,∞) spl¬uje pro kaºdá x, y, z ∈ M násle-
dující podmínky:

1. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z).

De�nice 5.2 (okolí v metrickém prostoru) Nech´ (M,d) je metrický pro-
stor, x ∈ M a ε > 0. Otev°eným okolím (otev°enou koulí) se st°edem x s
polom¥rem ε nazýváme mnoºinu U(x, r) = {y ∈ M : d(x, y) < ε}. Uzav°e-
ným okolím (uzav°enou koulí) se st°edem x s polom¥rem ε nazýváme mnoºinu
B(x, r) = {y ∈M : d(x, y) ≤ ε}.

De�nice 5.3 (otev°ená a uzav°ená mnoºina v metrickém prostoru) Nech´
(M,d) je metrický prostor, A ⊂ M . Mnoºinu A nazveme otev°enou, pokud pro
kaºdé x ∈ A existuje ε > 0, ºe U(x, ε) ⊂ A. Mnoºinu A nazveme uzav°enou,
pokud M \A je otev°ená.

V¥ta 5.4 (vlastnosti otev°ených mnoºin) Nech´ (M,d) je metrický prostor,
potom:

1. mnoºiny ∅ a M jsou otev°ené,

2. pr·nik kone£ného systému otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina,

3. sjednocení libovolného systému otev°ených mnoºin je otev°ená mnoºina.

V¥ta 5.5 (vlastnosti uzav°ených mnoºin) Nech´ (M,d) je metrický pro-
stor, potom:

1. mnoºiny ∅ a M jsou uzav°ené,

2. sjednocení kone£ného systému uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina,

3. pr·nik libovolného systému uzav°ených mnoºin je uzav°ená mnoºina.

De�nice 5.6 (vnit°ek a uzáv¥r mnoºiny) Nech´ (M,d) je metrický prostor,
A ⊂M . Vnit°kem mnoºiny A (zna£íme A◦) nazýváme sjednocení v²ech otev°e-
ných podmnoºin A. Uzáv¥rem mnoºiny A (zna£íme A) nazýváme pr·nik v²ech
uzav°ených nadmnoºin A.

De�nice 5.7 (limita posloupnosti v metrickém prostoru) Nech´ (M,d) je
metrický prostor. �íkáme, ºe posloupnost {xn}∞n=1 prvk· M má limitu x ∈ M
(zna£íme limn→∞ xn = x), pokud platí limn→∞ d(xn, x) = 0.
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V¥ta 5.8 (charakterizace uzav°ených mnoºin) Nech´ (M,d) je metrický
prostor, A ⊂M , protom platí:

(A je uzav°ená) ⇐⇒
(
{xn}∞n=1 ⊆ A, lim

n→∞
xn = x =⇒ x ∈ A

)
.

De�nice 5.9 (spojitá zobrazení mezi metrickými prostory) Nech´ (M,d)
a (X, ρ) jsou metrické prostory, f : M → X, K ⊂M . �íkáme, ºe f je spojité v
bod¥ a ∈M (spojité v bod¥ a ∈ K vzhledem ke K), pokud platí následující výrok

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ Ud(a, δ) =⇒ f(x) ∈ Uρ(f(a), ε).

(∀ε > 0 ∃δ > 0 : x ∈ Ud(a, δ) ∩K =⇒ f(x) ∈ Uρ(f(a), ε)) .

�íkáme, ºe f je spojité (spojité na K) pokud je spojité ve v²ech bodech mnoºíny
M (spojité vzhledem ke K ve v²ech bodech mnoºiny K).

V¥ta 5.10 (charakterizace spojitých zobrazení) Nech´ (M,d) a (X, ρ) jsou
metrické prostory a f : M → X zobrazení potom jsou následející tvrzení ekvi-
valentní:

1. f je spojité

2. f−1(U) je otev°ená pro kaºdou U ⊆ X otrev°enou

3. f−1(K) je uzav°ená pro kaºdou K ⊆ X uzav°enou

De�nice 5.11 (kompaktní mnoºina/prostor) Nech´ (M,d) je metrický pro-
stor. Mnoºinu K ⊂ M nazveme kompaktní v (M,d) pokud pro kaºdou posloup-
nost {xn} existuje její vybraná podposloupnost mající limitu v K. Prostor (M,d)
nazveme kompaktní pokud je mnoºina M kompaktní v (M,d).

V¥ta 5.12 (uzav°ená podmnoºina kompaktní mnoºiny) Nech´ (M,d) je
metrický prostor, K ⊂M kompaktní, A ⊂ K uzav°ená. Potom A je kompaktní.

V¥ta 5.13 (kompaktní mnoºiny jsou uzav°ené) Nech´ (M,d) je metrický
prostor, K ⊂M kompaktní. Potom K je uzav°ená.

V¥ta 5.14 (charakterizace kompaktních podmnoºin Rd) Mnoºina K ⊂
Rd je kompaktní v Rd (s eukliedovskou metrikou) práv¥ tehdy, kdyº je omezená
a uzav°ená.

V¥ta 5.15 (extrémy na kompaktních mnoºinách) Nech´ (M,d) je metrický
prostor, K ⊂ M kompaktní a neprázdná, f : M → R spojité na K. Potom f
nabývá na K globálního maxima i globálního minima.
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